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RESUMEN

En este estudio se describe la aplicacién de funciones de
Padé en la modelacion de datos cinéticos y de equilibrio
de adsorcién. Especificamente, se realiza un comparativo
del proceso de ajuste de datos usando este tipo de fun-
ciones racionales y modelos clasicos del area. Como caso
de estudio, se analiza la adsorcién de cadmio en solucién
acuosa empleando carbon de hueso. Los resultados ob-
tenidos indican que las funciones de Padé son modelos
alternativos y flexibles para mejorar los resultados del pro-
ceso de correlacion de datos de adsorcion.
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SUMMARY

In this study, we report the application of Padé approxi-
mants for fitting of adsorption kinetic and equilibrium
data. Specifically, we have compared the results of data
fitting using these rational functions and those obtained
with conventional adsorption models. The adsorption of
cadmium ions from water by bone char was used as case
of study. Our results show that Padé approximants is an
alternative and flexible approach to improve the results of
adsorption data modeling.

Key words: Adsorption, Padé functions, Cadmium, Bone
char

RESUM

En aquest estudi, es descriu I'aplicacié de funcions de
Padé en la modelitzacié de dades cinétiques i d’equilibri
d’adsorcié. Especificament, es realitza un estudi compa-
ratiu del procés d’ajust de dades usant aquest tipus de
funcions racionals i models classics de 'area. Com a cas
d’estudi, s’analitza I’adsorcié de cadmi en solucié aquosa
emprant carbé d’os. Els resultats obtinguts indiquen que
les funcions de Padé sén models alternatius i flexibles per
millorar els resultats del procés de correlacié de dades
d’adsorcid.

Mots clau: Adsorcié, Funcions de Padé, cadmi, Carbo6
d'os.
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INTRODUCCION

Los procesos de adsorcion, principalmente aquellos ba-
sados en la aplicacion de adsorbentes de bajo costo tales
como biomasas, residuos o subproductos industriales,
son tecnologias efectivas y econdmicas que presentan
una sencilla implementacién y operaciéon para el trata-
miento de efluentes acuosos contaminados por sustan-
cias organicas e inorganicas (Volesky, 2001; Liu y Liu,
2008; Sud et al., 2008).

En la literatura se ha reportado una gran variedad de ma-
teriales adsorbentes sintéticos y naturales que pueden
emplearse para la remocién de diversos compuestos
toxicos presentes en efluentes acuosos (Ko et al., 2004;
Horsfall y Spiff, 2005; Wankasi et al., 2006; Igwe y Abia,
2007; Basha et al., 2008; Bonilla-Petriciolet et al., 2008;
De la Rosa et al., 2008; Sud et al., 2008). Generalmente,
el comportamiento de adsorcion de estos materiales es
evaluado a través de la realizacion de estudios cinéticos y
de equilibrio donde se analiza el efecto de la temperatura,
pH, concentracién y fuerza iénica, entre otros parametros.
La informacion experimental obtenida en dichos estudios
es utilizada posteriormente en una etapa de modelacion
con el objeto de obtener expresiones matematicas teori-
cas o empiricas que describan al sistema evaluado y pue-
dan emplearse para fines de interpretacién y prediccion
(interpolacion o extrapolacion). Es conveniente indicar que
dicha modelacion es necesaria y fundamental para el di-
seflo y operacién de equipos destinados al tratamiento de
efluentes contaminados. Por tanto, modelos y estrategias
de correlacion adecuadas deben ser utilizadas en esta
etapa de simulacion.

Una gran variedad de modelos tedricos, semi-tedricos y
empiricos se encuentra disponible en la literatura para la
representacion de datos cinéticos y de equilibrio de adsor-
cién. Generalmente, los modelos clasicos de Langmuir y
Freundlich son utilizados para la correlacion de isotermas;
mientras que los modelos de pseudo-primer y pseudo-
segundo orden son empleados en el estudio de datos
cinéticos (Liu y Liu, 2008). Para el caso de la adsorcion
de un solo componente, los modelos convencionales pre-
sentan dos 6 tres parametros de ajuste; aunque existen
otras expresiones, generalmente empiricas, con un mayor
numero de parametros (Beolchini et al., 2003; Basha et al.,
2008). Si bien es cierto que se dispone de varios modelos
tedricos para la correlacion de datos cinéticos y de equi-
librio de adsorcién, estos modelos presentan limitaciones
significativas en la representacién de algunos sistemas. Es
importante considerar que la modelacion y descripcion del
fendbmeno de adsorcion es compleja debido principalmen-
te al caracter heterogéneo de las propiedades microsco-
picas del adsorbente (en forma particular sitios activos del
mismo) y a los procesos de transferencia de masa que
se llevan a cabo (Liu y Liu, 2008). Bajo este contexto, los
modelos empiricos son una opcion atractiva, y en algu-
nas ocasiones también necesaria y factible, para obtener
correlaciones con mayor exactitud que puedan emplearse
para fines de disefio y escalamiento.

Las funciones racionales basadas en expresiones polino-
miales han sido aplicadas exitosamente para la represen-
taciéon de funciones no lineales y su uso también se ha
extendido a la correlaciéon de datos experimentales aso-
ciados a diversas propiedades fisicoquimicas (Focke y
Plessis, 2004; Langa et al., 2007; Guerrero et al., 2008). En
forma particular, las funciones de Padé son expresiones

polinomiales que pueden proporcionar una aproximacion
adecuada de una funcién altamente no lineal dentro de
un intervalo definido empleando un nimero reducido de
parametros de ajuste (Focke y Plessis, 2004; Guerrero et
al., 2008). Es importante mencionar que las funciones de
Padé y los modelos de isotermas y cinéticas de adsorcién
tienen una estructura matematica equivalente. Ademas,
algunos modelos cinéticos e isotermas se pueden derivar
a través de este tipo de funciones racionales (Kakiuchi et
al., 2002).

Considerando lo anterior, este trabajo describe la aplica-
cién de las funciones de Padé para la modelaciéon de ci-
néticas e isotermas de adsorcion. Como caso de estudio
se han utilizado datos experimentales obtenidos de la re-
mocién de cadmio en solucion acuosa empleando carbén
de hueso. Dicha informacién experimental fue modelada
empleando expresiones cinéticas e isotermas convencio-
nales y los resultados obtenidos fueron comparados con
respecto a las correlaciones realizadas con funciones de
Padé. Finalmente, este estudio describe brevemente las
ventajas del uso de funciones racionales para la modela-
cion de datos de adsorcion.

DESCRIPCION DE FUNCIONES DE PADE PARA
LA MODELACION DE DATOS DE ADSORCION

Las expresiones de Padé son funciones racionales que in-
volucran a dos funciones polinomiales. Especificamente,
una funcién de Padé puede definirse como

2ax
f _ =0

ZBixi

i=0 1)

donde f es la variable dependiente, x es la variable in-
dependiente, o, y B, son los parametros de ajuste de la
funcién de Padé, respectivamente. Este tipo de funciones
proporcionan correlaciones adecuadas dentro de un inter-
valo cerrado y pueden representar funciones no lineales
complejas empleando un nimero reducido de parametros
(Focke y Plessis, 2004; Guerrero et al., 2008). El orden de
los polinomios determina la capacidad de correlacion de la
funcion de Padé. Generalmente, polinomios de grado (m,
n) <= 2 son suficientes para la modelacién de propieda-
des fisicoquimicas (Focke y Plessis, 2004; Guerrero et al.,
2008). No obstante, polinomios de mayor grado pueden
utilizarse para obtener correlaciones con mayor precision.
Como se habia mencionado, algunos modelos de iso-
terma o expresiones cinéticas de adsorcién pueden de-
rivarse a partir de este tipo de funciones racionales. Por
ejemplo, la isoterma tedrica de Langmuir es un modelo
clasico y fundamental que considera un proceso de adsor-
cion de monocapa donde los sitios activos del adsorbente
son equivalentes en términos de energia. Este modelo se
define como

g =LK @
©1+KC,

donde q, es la capacidad de adsorcion en el equilibrio,

C, es la concentracion del adsorbato en el equilibrio, g,

es la capacidad maxima tedrica para una monocapa del

adsorbente y K es la constante de equilibrio de Langmuir,
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respectivamente. Este modelo de isoterma corresponde a
la siguiente funcion de Padé

(10 + U.lx (3)
By + Bx

siendo f=q,x=C_ a,=0,8,=1,ca,=q,Kyp, =K. Esta
analogia ha sido observada en otros estudios, por ejem-
plo, se puede mencionar el trabajo reportado por Kakiuchi
et al. (2002).

Por otra parte, algunos modelos cinéticos ampliamente
utilizados en la literatura también pueden derivarse em-
pleando funciones de Padé. Con fines ilustrativos, consi-
dere el modelo de pseudo-segundo orden que se define
como

f=

_ Gkt @
"ol gkt
donde q, es la capacidad de adsorcion en el tiempo t, g,
es la capacidad teorica de adsorcion en el equilibrio y k, es
la velocidad de adsorcién de pseudo-segundo orden, res-
pectivamente. Este modelo cinético nuevamente corres-
ponde a la funciéon de Padé descrita por la Ec. (3) donde
f:qt,x=t,a0=0, Bo=1,a, =q2tek2Yﬁ1=qtek2
Entonces, las observaciones anteriores sugieren que la
Ec. (1) puede utilizarse para derivar una gran variedad
de modelos alternativos para la correlacién de datos de
adsorcion. Es importante indicar que las funciones racio-
nales obtenidas a partir de la Ec. (1) deben satisfacer las
siguientes restricciones para el caso de un modelo cinéti-
co 6 isoterma de adsorcién: g, — 0 cuandot -0y g, —~ 0
cuando C_- 0. Por tanto, es conveniente definir a,, = 0 en
las expresiones obtenidas a partir de la Ec. (1) para la mo-
delacion de datos cinéticos y de equilibrio de adsorcion.
En este estudio se ilustra la aplicacion de estas funcio-
nes racionales como una alternativa para la correlacion de
isotermas y cinéticas de adsorcion. Dichos modelos fue-
ron comparados con respecto a los resultados obtenidos
empleando expresiones cinéticas y modelos de isotermas
clasicas.

CASOS DE ESTUDIO: ADSORCION DE CAD-
MIO EN SOLUCION ACUOSA EMPLEANDO
CARBON DE HUESO

En este trabajo se utilizé como caso de estudio la informa-
cion experimental correspondiente a cinéticas e isotermas
adsorcién de cadmio en solucién acuosa empleando car-
boén de hueso. Los datos experimentales fueron obtenidos
empleando carbdn de hueso grado comercial. Es impor-
tante indicar que el carbén de hueso es un adsorbente
con propiedades atractivas para la remocion de diferentes
contaminantes del agua tales como los fluoruros y metales
pesados (Cheung et al., 2002; Ko et al., 2004; Medellin-
Castillo et al., 2007). De acuerdo a la revision bibliografica
realizada, Ko et al. (2001; 2003) y Cheung et al. (2003) han
reportado la aplicacién de dicho adsorbente en la remo-
cion de cadmio en soluciones acuosas a 20 °C y pH 5.
Considerando lo anterior, en el presente trabajo se han
estudiado otras condiciones experimentales para evaluar
la capacidad de adsorcion de cadmio de dicho material.

La siguiente metodologia fue utilizada para la realizacion
de los experimentos de adsorcién. En primera instancia,
el carbén de hueso fue lavado con agua desionizada y

tratado con una solucion de HNO, 1 N previamente a la
realizacién de los experimentos. Posteriormente, el ad-
sorbente fue secado a 110 °C durante 5 horas. Se realizé
una reduccion de tamafio hasta obtener un particula de
dimensién 40 — 50 mallas. Para este adsorbente, se rea-
lizaron andlisis para determinar la morfologia superficial y
propiedades texturales. Los resultados obtenidos en estos
andlisis indicaron que el carbén de hueso posee una es-
tructura meso-porosa con una distribucién mono-modal
del tamafio de poro cuyo valor es de 34.5 A y un area
superficial de 810 m?/g (ver Figura 1).
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Figura 1. (a) Isotermas de adsorcion-desorcion de
Nitrégeno (a 77.35 K) y distribucion del tamafio de
poro del carbon de hueso. (b) Micrografia de barri-
do electronico del carbon de hueso previo a la ad-
sorcion de iones de Cd*? en solucién acuosa.

Para los experimentos de adsorcion, se empled una re-
lacién sorbente-sorbato de 4 mg/mL. Las soluciones de
cadmio fueron preparadas con nitrato de cadmio grado
reactivo y agua desionizada. Los estudios se realizaron
empleando soluciones con concentracion inicial de 10 —
100 mg/L. Todos los experimentos se realizaron a 30 °C y
bajo un régimen de agitacién constante de 200 rpm. Las
cinéticas e isotermas se realizaron a dos niveles de pH:
2 y 3. El adsorbente fue equilibrado al pH deseado vy, en
todos los casos, acido nitrico diluido fue utilizado para
acondicionar al adsorbente y realizar el ajuste de pH en
las soluciones de cadmio.

En el caso de los estudios cinéticos, el adsorbente y la
solucién interactuaron por diferentes intervalos de tiempo
y la concentraciéon remanente del metal en la solucién fue
determinada después de retirar al adsorbente por medio
de filtracion. Un espectro de absorcion atomica Perkin
Elmer AAnalist 100 equipado con un quemador de aire-
acetileno fue empleado en la cuantificacion de la concen-
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tracién de cadmio en todas las soluciones. Las cuantifica-
ciones de cadmio se realizaron empleando una curva de
calibracién de 0.5 — 10 mg/L. Para aquellas soluciones con
una concentracion superior al de la curva de calibracion,
se realizaron diluciones empleando agua desionizada. To-
dos los experimentos se realizaron por triplicado y, en tér-
minos generales, la diferencia porcentual entre las réplicas
fue inferior al 5%. El valor promedio de las réplicas fue
utilizado para el andlisis de datos. La capacidad de adsor-
cién fue calculada con la siguiente expresién

(c,-cv

7 m 5)

donde m es la cantidad de adsorbente empleado en los
experimentos reportada en g, V es el volumen de la solu-
cion del metal reportado en L, C, y C, son las concentra-
ciones del metal inicial y en el equilibrio ambas reportadas
en mg/L, respectivamente. Para la obtencion de las isoter-
mas se emplearon las concentraciones de equilibrio y sus
respectivas capacidades de adsorcion de cadmio.

Es importante mencionar que las condiciones de expe-
rimentacion reportadas en este estudio no han sido utili-
zadas en la literatura para evaluar el comportamiento de
adsorcion de iones de cadmio en soluciéon acuosa em-
pleando carbén de hueso. Por tanto, este estudio reporta
nuevos datos experimentales para el sistema carbén de
hueso — cadmio en soluciéon acuosa. Adicionalmente, la
experiencia de los autores y los resultados reportados en
otros estudios (por ejemplo, de la Rosa et al., 2008) indi-
can que los modelos tradicionales pueden ser inadecua-
dos para la correlacion de datos de adsorcion a niveles
bajos de pH y de concentracion. Es decir, dichos modelos
presentan coeficientes de correlacién muy bajos con des-
viaciones significativas entre los datos experimentales y
las cantidades estimadas a través del modelo. Esta ob-
servacion también motivo el estudio y seleccion de estas
condiciones experimentales para evaluar la capacidad de
correlacion de las funciones de Padé y establecer sus ven-
tajas relativas con respecto a los modelos disponibles en
la literatura.

ESTRATEGIA PARA LA CORRELACION Y
COMPARACION DE LOS MODELOS DE AD-
SORCION

Para la correlacion de los datos experimentales obtenidos
en el presente estudio, y por consecuencia para determi-
nar los pardmetros de ajuste de los modelos considera-
dos, se utilizé la siguiente funcién objetivo

ndat exp cale 2
_ 9 —9
f obj — z ( exp )
i=l q i (6)

donde g®® es la capacidad de adsorcién experimental en
mg/g, g% es la capacidad de adsorcién predicha por el
modelo también reportada en mg/g y ndat es el nimero de
datos experimentales utilizados para el ajuste del modelo,
respectivamente. Es importante notar que dicha funcién
objetivo ofrece la ventaja de normalizar los datos experi-
mentales obtenidos tanto en zonas de alta y baja concen-
tracion ocasionando que toda la informacion experimental
utilizada presente el mismo peso dentro del proceso de
correlaciéon de datos.

Con la finalidad de comparar los resultados obtenidos em-
pleando los diferentes modelos estudiados en este traba-
jo, se han considerado los siguientes criterios para carac-
terizar los resultados del proceso de correlacion de datos:
a) Coeficiente de correlacion del modelo R2. Desde el pun-
to de vista estadistico, es conveniente que un modelo pre-
sente un coeficiente de correlacién cercano a la unidad.
Este parametro es el mas utilizado dentro de la literatura
para caracterizar la calidad del ajuste de los modelos de
adsorcién (Vasanth y Sivanesan, 2005; Kundu y Gupta,
2006). Sin embargo, el coeficiente de correlacion debe
complementarse con otros indicadores para llevar a cabo
una discriminacién apropiada de modelos.

b) Error porcentual promedio (E) entre las capacidades de
adsorcién experimentales y las calculadas por el modelo,
es decir

cale

100 ndat| 4€XP _
Py
ndat ‘ q

i (7

c) Evaluacién de la distribucién de los residuales relativos
de las capacidades de adsorcion e, = (9 - q°) / g con
el objeto de identificar tendencias. Con base a criterios
estadisticos, un modelo es adecuado si su distribucion de
residuales no muestra tendencias, es decir, es aleatoria
(Wisniak y Polishuk, 1999). Generalmente, el analisis de re-
siduales es omitido dentro del proceso de ajuste de datos
en los estudios realizados dentro del area de adsorcion.
Por otra parte, el proceso de correlacion de datos debe
llevarse a cabo empleando una estrategia de optimizacion
robusta que permita minimizar globalmente a la funcién
objetivo y establecer en forma confiable los valores de
los parametros del modelo en cuestion. Bonilla-Petriciolet
et al. (2005) han establecido que a pesar de la sencillez
matematica presentada por los modelos cinéticos e iso-
termas de adsorcién, la funcién objetivo empleada en el
ajuste de parametros puede ser no convexa y con varios
optimos locales. Esta observacion también aplica para las
funciones de Padé, las cuales son funciones no lineales
(Focke y Plessis, 2004). Bajo este contexto, estrategias de
optimizacién global deben emplearse con el objeto de es-
tablecer los parametros del modelo que permitan la mejor
descripcion del sistema ademas de asegurar una compa-
racion objetiva entre los resultados obtenidos para los di-
ferentes modelos empleados. En forma particular, Bonilla-
Petriciolet et al. (2005) han evaluado el comportamiento
numeérico del método de Simulated Annealing (SA) en la
regresion no lineal de modelos de isotermas de adsorcion
y han indicado que éste es adecuado para tal propdsito.
El algoritmo de Corana et al. (1987) para el SA fue em-
pleado en este trabajo para la minimizacién de la funcién
objetivo, Ec. (6), y para la determinacién de los parame-
tros de ajuste de los modelos estudiados. Dicho método
de optimizacion es de facil implementacion, es aplicable a
problemas multivariables, solamente requiere los valores
de la funcién objetivo evitando el célculo de derivadas, es
robusto y eficiente si es implementado adecuadamente.
En la siguiente seccién se describen los resultados obte-
nidos de la modelacién de datos de adsorcion de iones de
cadmio en carbon hueso empleando funciones de Padé y
su comparacion con respecto a modelos convencionales.

RESULTADOS Y DISCUSION

Con fines ilustrativos, la Figura 2 muestra los datos ciné-
ticos obtenidos para la adsorcién de cadmio en soluciéon
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acuosa a 30 °C, pH 2 y 3 y dos concentraciones iniciales: 50 y
80 mg/L. Como se puede observar, el tiempo de equilibrio se
alcanza a las 24 horas de contacto adsorbente — solucién de
metal y la mayor parte de la remocién del metal se lleva a cabo
durante las primeras 4 horas. Estos resultados indican que la
capacidad de adsorcion del carbén de hueso incrementa con
respecto al incremento en el pH de la solucién. Este comporta-
miento generalmente se atribuye a la protonizacion de los sitios
activos del adsorbente, y como consecuencia a la competencia
existente entre los iones metalicos y protones por ocupar di-
chos sitios, fendbmeno que se acentua conforme el pH decrece
(Doyurum y Celik, 2006). En primera instancia, estos datos ci-
néticos fueron correlacionados utilizando el modelo de pseudo-

la correlacién de estos modelos se muestran en la Figura3y T
abla 1. Para el caso de los datos cinéticos obtenidosapH =2y
concentracion inicial de 50 mg/L, ambos modelos presentan un
coeficiente de correlacion bajo (R? < 0.8) y errores porcentuales
promedio superiores al 5%. Es decir, la informacion experimen-
tal no puede correlacionarse en forma satisfactoria empleando
estos modelos cinéticos. Por otra parte, para los datos cinéticos
obtenidos a pH = 3, los resultados de las correlaciones mejoran
sustancialmente para ambos modelos. En general, el modelo
cinético de pseudo-segundo orden proporciona los mejores re-
sultados en el ajuste de esta informacion experimental.

Con fines comparativos, dos funciones de Padé fueron utiliza-
das para la modelacién de estos datos cinéticos

primer orden y el modelo de pseudo-segundo orden. El modelo q, = ai 9
T A 2 t 2
cinético de pseudo-primer orden es]’fa da<(:l§ por :80 + ,Blt + ,th
=q (1-e™
q, qte( ) Gll +02[2 (10)
80 2 4= o pz
d A ﬁ 0 + ,8 lt + IB 2l
g, T S R A X
- 70 1 N Tabla 1. Resultados del ajuste de las expresiones ciné-
-g A A a R R ticas empleadas en la modelacion de la adsorcion de
£ 60 1 4 cadmio en solucidn acuosa empleando carbdn de hueso
o
° *
C 50 ] C,
0 ISR PSP « « o Modelo mgf/L pH, R? F o E..
8 ® Pseudo
S 40 A * rimer orden 50 2 0.5246  0.0982 9.26 + 6.49
c AR . . . P
8 80 0.9185 0.0238 4.37 +3.49
g 30 50 3 0.8858 0.0893 8.79 + 6.26
8 T T T T T ,
0 4 8 12 16 20 24 Peoud ] 80 0.9423 0.0194 421 +273
seudo se 50 2 07499 00488  6.86=3.98
t,h gundo orden
80 0.8976 0.0416 6.66 + 2.95
Figura 2. Cinéticas de adsorcion de Cd*? en solucion acuo- 50 3 0.9691  0.0306  4.76 + 4.21
sa empleando carbdn de hueso. Condiciones de estudio: 80 0.9633 00197  4.01+3.14
30 °C, velocidad de agitacién de 200 rpom y concentra- Padé (Eq. 9) 50 2 09397 0.0133 3.00+2.95
cion de adsorbente 4 mg/mL. (#) 50 mg/L, pH,=2; (A) 80 80 0.8948 0.0411  6.55 +3.11
mg/L, pH=2; (¢) 50 mg/L, pH,=3; (1) 80 mg/L, pH=3. 50 3 0.9708 0.0266  4.22 + 4.20
80 0.9645 0.0179 3.87 + 2.91
donde k, es la constante de velocidad del modelo cinético mien- (quad1é0) 50 5> 09504 00113 3.02+238
tras qutg el mo:iek; di pseudg-Trden corretspogde a Ia’ Ec.t(4), 80 09386 00176  3.37 + 3.48
respgc ivamente. Ambos mo eps presentan dos para'lme ros 50 3 00923 00028 1.30 144
de ajuste: la constante de velocidad (k, o k) y la capacidad de
P ;2 - f 80 0.9894  0.0031 1.46 +1.45
equilibrio de adsorcion tedrica q,,. Los resultados obtenidos de
4.5 4.5
a) N b)
A
3.6 36 £
A L
o 27 S 2.7 -
E
G 18 s 18 A
E < i< 4
3 09 iad 0.9
g
5 oo 0.0
© 0.0 0.9 1.8 2.7 3.6 45 0.0 0.9 1.8 2.7 3.6 45
2 as 45
) )
[}
T 3.6 < 3.6
E <
‘o 27 Ry 27
©
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O 15 A 18 A
< A
A
0.9 0.9
0.0 T T T T 0.0
0.0 0.9 1.8 27 3.6 4.5 0.0 0.9 1.8 27 3.6 4.5

Capacidad de adsorcion experimental, mg/g
Figura 3. Correlacion entre datos experimentales y calculados para iones de Cd*? en solucidn acuosa empleando car-
bdn de hueso. Modelo cinético: a) Pseudo-primer orden, b)Pseudo-segundo orden, c)Funcion de Padé (Eq. 9), d)

Funcicén de Padé (Eq. 10). (¢) 50 mg/L, pH =2 ( A) 80 mg/L, pH,=2, (¢) 50 mg/L, pH =3 (4) 80 mg/L, pH =3.
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donde q,, a,, B,, B, Y B, Son los parametros de ajuste de
estas funciones racionales. Los resultados de las correla-
ciones empleando a las Ecs. (9) - (10) también se reportan
en la Figura 3 y Tabla 1, respectivamente. Para los datos
experimentales considerados, ambas funciones de Padé
proporcionan mejores correlaciones que los otros mode-
los cinéticos evaluados. En forma particular, para el caso
de los datos experimentales a pH 2 y 50 mg/L de concen-
tracién inicial del metal, el ajuste mejora sustancialmente
y ambos modelos superan en forma significativa a las ex-
presiones cinéticas de pseudo-primer y pseudo-segundo
orden. Los errores porcentuales promedio obtenido con
estas funciones racionales es inferior al 5%. Con respecto
a la distribucién de residuales (ver Figura 4), las funciones
de Padé presentan una distribucién con mayor aleatorie-
dad y menor tendencia. En general, la Eq. (10) es mas ade-
cuada para realizar la correlacion de estos datos cinéticos.
Es conveniente indicar que el incremento en el niUmero de
parametros de ajuste de estas funciones racionales no
implica problemas numéricos para la optimizacion de la
funcion objetivo empleando el método estocastico Simu-
lated Annealing. Este método de optimizacién es robusto
para llevar a cabo el proceso de correlacion de datos de
adsorcion considerando modelos no lineales con varios
parametros de ajuste.

Por otra parte, las isotermas de adsorcién de cadmio a
30 °C y pH de 2 y 3 se muestran en la Figura 5. La capa-
cidad de adsorcién del carbon de hueso varia entre 0.18
y 2.5 mg/g para los experimentos realizados a pH = 2, y
de 1.2 a 5.2 mg/g para los estudios efectuados a pH = 3.
Estas capacidades de adsorcién corresponden a porcen-
tajes de remocién en un rango de 11.3 2 28.3%, y de 20.0
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a 50.7% para los niveles de pH indicados y condiciones
experimentales utilizadas. Nuevamente, los resultados an-
teriores confirman que el proceso de remocion se favo-
rece con respecto al incremento del pH de la solucién y
son consistentes con el comportamiento reportados para
la remocién de metales pesados en solucién acuosa em-
pleando otros materiales adsorbentes (Tliztn et al., 2005;
Aydin et al., 2008; De la Rosa et al., 2008).
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Figura 5. Isotermas de adsorcion de Cd*? en solucion
acuosa empleando carbdn de hueso. Condiciones de
estudio: 30 °C, velocidad de agitacion de 200 rom y con-
centracion de adsorbente 4 mg/mL. () pH =2, (&) pH =3.

Con respecto al ajuste de los datos experimentales, los
modelos de Langmuir y Freundlich fueron utilizados en la
modelacion de estas isotermas. El modelo de Langmuir
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Figura 4. Andlisis de residuales relativos de los modelos cinéticos para la adsorcion de Cd*? en solucion acuosa emple-
ando carbdn de hueso. Condiciones de estudio: 30 °C, velocidad de agitacion de 200 rom y concentracion de ad-
sorbente 4 mg/mL. a) 50 mg/L, pH,=2; b) 80 mg/L, pH=2; c) 50 mg/L, pH=3; d) 80 mg/L, pH,=3. Modelo cinético:

(#) Pseudo-primer orden, (c)Pseudo-segundo orden, (A )Funcidn de Padé (Eq. 9), (o) Funcién de Padé (Eq. 10).
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estd descrito por la Ec. (2) mientras que el modelo de
Freundlich, el cual es un modelo empirico, se define como

6. =K,C" ()

donde Ky y n son las constantes de ajuste de la isoterma.
Los resultados derivados del ajuste de dichos modelos se
presentan en la Figura 6 y Tabla 2. Se puede observar que
ambas isotermas presentan un coeficiente de correlacién
mayor a 0.85 unidades y son adecuadas para el ajuste de
los datos experimentales obtenidos. Con fines comparati-
vos, y en analogia al andlisis de la informacion cinética, se
emplearon las funciones de Padé descritas por las Ecs. (9)
- (10) pero considerando como variables a (q,, C ), es decir

En la Tabla 2 y Figura 6 se muestran los resultados obteni-
dos de la regresion de estas funciones racionales para las
dos isotermas consideradas en este estudio. En general,
las funciones de Padé presentan una mejor correlacion
que las otras isotermas convencionales. Especificamen-
te, la expresidon de Padé con cinco parametros mejora
significativamente el ajuste de los datos experimentales
obtenidos a pH = 2. Si bien es cierto que las isotermas de
Langmuir y Freundlich son capaces de correlacionar estos
datos experimentales en forma satisfactoria, las funciones
racionales propuestas son mas convenientes si existe la
necesidad de modelos con mayor precision para la etapa
de simulacion y escalamiento del proceso de adsorcion.

Con respecto al andlisis de residuales, en la Figura 7 se
muestran las distribuciones correspondientes para las co-
rrelaciones realizadas de las isotermas. Se puede apre-
ciar que la distribucion de los residuales de los diferentes
modelos no sigue una tendencia. Sin embargo, se obser-

q, = a,C, (12) va que las funciones de Padé presentan residuales mas
¢ 180 + ,3] C, + IBZCEZ aleatorios. Este resultado es consecuencia del mayor nu-
mero de parametros de ajuste de las funciones de Padé
) en comparacién con los modelos convencionales, el cual
q, = a,C, +a,C (13) es un comportamiento estadistico que se encuentra docu-
¢ ,30 + :31Cz + ,Bzcj mentado dentro de la literatura (Wisniak y Polishuk, 1999).
Tabla 2. Parametros obtenidos del ajuste de modelos de isotermas empleados en la model-
acion de la adsorcion de cadmio en solucién acuosa empleando carbon de hueso
Modelo pH, R? F oo E..
Freundlich 2 0.8961 0.2147 13.68 + 5.52
3 0.9783 0.0354 4.87 +3.59
Langmuir 2 0.8755 0.4999 19.62 + 11.28
3 0.9512 0.0959 6.94 + 7.28
Padé (Eq. 12) 2 0.9925 0.0428 5.10 + 4.32
3 0.9777 0.0521 5.10 + 5.37
Padé (Eq. 13) 2 0.9946 0.0278 4.46 +2.95
3 0.9739 0.0200 3.35+3.12
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Figura 6. Correlacion entre datos experimentales y calculados para iones de Cd+2 en solucion acuosa empleando carbdn de hue-
so. Modelo de isoterma: a) Freundlich, b)Langmuir, c)Funcién de Padé (Eq. 12), d) Funcidn de Padé (Eq. 13). (A) pH0=2, (0) pHO=3.
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Figura 7. Andlisis de residuales relativos de los mode-
los de isotermas para la adsorcion de Cd*? en solucion
acuosa empleando carbdn de hueso. Condiciones de
estudio: 30 °C, velocidad de agitacion de 200 rom y con-
centracion de adsorbente 4 mg/mL. a) pH,=2, b) pH,=3.
Modelo de isoterma: () Freundlich, (o) Langmuir, (A)
Funcidn de Padé (Eq. 12), (n) Funcion de Padé (Eq. 13).

Por tanto, es de esperarse que los coeficientes de correla-
cién y distribucion de residuales mejoren sustancialmente
con este tipo de funciones racionales.

Los resultados anteriores indican que la aplicacion de
funciones de Padé es un enfoque alternativo para la mo-
delacion de datos del area de adsorciéon. A juicio de los
autores, la principal ventaja de estas funciones racionales
radica en su flexibilidad ya que se pueden obtener una
gran variedad de expresiones cuya precision puede mo-
dularse dependiendo de las necesidades requeridas para
el analisis del sistema bajo estudio. Finalmente, es con-
veniente utilizar la funcién racional de menor orden con el
objeto de reducir la posibilidad de varios 6ptimos locales
en la funcién objetivo utilizada dentro del proceso de co-
rrelacion de datos ya que los métodos estocasticos son
estrategias robustas, pero no ofrecen una garantia teérica
para la optimizacién global de una funcién objetivo.

CONCLUSIONES

La modelacién de cinéticas e isotermas de adsorcion em-
pleando funciones de Padé es una estrategia alternativa
para la obtenciéon de expresiones matematicas sencillas
y precisas que pueden empleares para fines de disefo y
escalamiento. En forma particular, este tipo de funciones
pueden ser utilizadas cuando los modelos convenciona-
les no son capaces de representar datos de adsorcion
en sistemas o condiciones de experimentacion de dificil
tratamiento. Generalmente, este tipo de funciones ofre-
cen mejores coeficientes de correlacion y mejores distri-
buciones de residuales que las obtenidas con modelos

convencionales. Es importante notar que el incremento en
el nimero de parametros de estas funciones racionales
no representa una problematica desde el punto de vista
numeérico, siempre y cuando, se utilice un método robusto
de optimizacion tal como el Simulated Annealing u otros
métodos de optimizacién global deterministas o estocasti-
cos. En estudios futuros, se pretende desarrollar modelos
de adsorcién para sistemas multicomponentes emplean-
do este tipo de funciones racionales.
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