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Resumen 

En este trabajo se usan el método de Ritz con polinomios ortogonales como funciones aproximantes y 
el método de Rayleigh-Schmidt para generar valores de coeficientes de frecuencias de placas ortotrópicas y 
anisotrópicas con efectos complicantes. Se presentan valores correspondientes a las primeras cinco frecuencias 
y se realizan comparaciones de valores para el caso de la frecuencia fundamental con resultados que figuran 
en la literatura. 

DYNAMIC ANALYSIS OF RECTANGULAR ORTHOTROPIC AND ANISOTROPIC PLATES 

Summary 

Natural frequencies of anisotropic and orthotropic tapered plates with complicating effects are studied by 
using boundary characteristic orthogonal polynomials in the Ritz method and applying the Rayleigh-Schmidt 
method. Values of the first five frequencies are presented and comparison of results are made in the case of 
the fundamental frequency with data published in the open literature. 

La determinación de las frecuencias naturales de vibración transversal en placas rectan- 
gulares isotrópicas es un problema que ha sido extensamente estudiado por diversos inves- 
tigadores. Los trabajos de L e i ~ s a l > ~  constituyen excelentes compilaciones de la literatura 
correspondiente. También los problemas de vibraciones de placas rectangulares con efec- 
tos complicantes tales como espesor variable, presencia de una masa concentrada, bordes 
elásticamente restringidos, etc. recibieron un tratamiento considerable3-13. En el presente 
trabajo no se intenta revisar la literatura, sino solamente se mencionan algunos de los muchos 
y excelentes artículos publicados. Las aplicaciones a materiales compuestos son de gran im- 
portancia en muchos campos de la tecnología moderna. No obstante, comparativamente la 
cantidad de información sobre el comportamiento dinámico de placas de material compuesto 
es limitada, especialmente en el caso de placas anisotrópicas con efectos complican te^'^. 

La referencia15 constituye una excelente revisión de la literatura concerniente a la 
dinámica de placas de materiales compuestos. Laura y colaborado re^^^-^^ han propor- 
cionado mucha de la información concerniente al uso de expresiones polinómicas como 
funciones aproximantes para la determinación de frecuencias de placas ortotrópicas y 
anjsotrópicas mediante métodos variacionales. El objetivo del presente trabajo es presen- 
tar información sobre el comportamiento dinámico de placas ortotrópicas y anisotrópicas 
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con efectos complicantes. Las frecuencias naturales se obtuvieron mediante la aplicación 
del método de Rayleigh-Schmidt20-23 y el uso de polinomios ortogonales en el método de 
RitzL4. El método de Rayleigh-Schmidt se desarrolló con una función aproximante con 
sólo dos términos, mientras que el método Ritz se aplicó con una función aproximante de 
hasta treinta y seis términos. Ya que las combinaciones de diferentes condiciones de con- 
torno y parámetros de variación de espesor son numerosas, los resultados se presentar1 sólo 
para algunos casos. En la construcción de los polinomios ortogonales es posible incorporar 
una función de peso para incluir el espesor no uniforme de la estructura. Por otro lado, 
la incorporación de la función que toma en cuenta la variación de espesor en el método 
Rayleigh-Schmidt se logra fácilmente. 

Los resultados obtenidos son muy precisos y los algoritmos correspondientes pueden 
ser implementados fácilmente en una computadora personal. La rápida y poco costosa 
detrminación de los valores numéricos de las frecuencias de placas es muy importante eri 
trabajos de diseño. Los algoritmos generales desarrollados en este artículo ofrecen esa 
posibilidad para una gran variedad de problemas de vibraciones de placas con diversos 
efectos complicantes. 

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMAS 

En el tipo de problemas a tratar, el método de Rayleigh requiere la minimización del 
siguiente funcional 

siendo U,,,,, valor máximo de la energía de la deformación de la placa, U,,,,, valor máximo 
de la energía almacenada en los vínculos rotacionales de los bordes de la placa, Ut,max valor 
máximo de la energía almacenada en los vínculos translacionales de los bordes de la placa 
y T,,, valor máximo de la energía cinética de la placa. 

Consideremos el siguiente funcional general, que representa al máximo valor de la energía 
de deformación de una amplia variedad de placas rectangulares 

donde W = W(x, y) indica la deflexión de la placa y cada subíndice denota la derivación de 
W con respecto a la variable que se usa como tal. El dominio de la integración está dado 
por R = [O, a]x[O, b], donde a y b son las longitudes de los lados de la placa en las direcciones 
x e y respectivamente (Figura 1). Los coeficientes D,, (i = 1,2, ..., 6) indican las rigideces 
flexionales, torsionales y adicionales de la placa. 

La máxima energía de la deformación asociada a las restricciones rotacionales en los 
bordes está dada por 

donde ri(i  = 1, ..., 4) son las constantes de los resortes rotacionales a lo largo de los bordes 
correspondientes. 

La máxima energía de deformación asociada a las restricciones translacionales en los 
bordes está dada por 
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donde ti = (1, ..., 4) son las constantes de los resortes traslacionales a lo largo de los bordes 
correspondientes. 

Finalmente, la máxima energía cinética de la placa está dada por 

donde p es la densidad del material de la placa, w la frecuencia natural y h(x, y )  el espesor 
de la placa. 

En este estudio, la variación de espesor ha sido tenida en cuenta considerando variación 
lineal en las direcciones x e y. La función que representa esta variación está dada por 

donde h(l) es el valor de h referido al borde 1 en el punto (O, O) y h(2) = h(l)(l  + q ) ( l  + c2)  
es el valor de h referido al borde 2 en el plinto (a, b) (Figura 1 ) .  

Figura 1. Sistema mecánico en estudio 

Es conveniente cambiar las variables x e y por a = x/a e y = y/b respectivamente, con el 
fin de trabajar en un intervalo de integración más adecuado. No obstante, de aquí en más 
se vuelven a usar las letras x e y en lugar de 3 e y. 
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Las funciones de forma adoptadas para usar el procedimiento de Rayleigh-Schmidt están 
dadas por 

donde 

X1 (x) = C a i x n i  Yl(y) = Ea :yn"  

a 4 = a ~ = 1 , n 0 = 0 , n l = 1 , n 2 = 2 , n 3 = 3 , b ~ = b ~ =  l , m o =  O,ml=  1 , m 2 =  2 , m a =  3 
y los exponentes n4, m4, n:, y ,m, son los parámetros ajustables. Los coeficientes a,, b,: a: y 
bi se obtienen de las correspondientes condiciones contorno. El hecho de que las condiciones 
naturales de borde no necesitan ser satisfechas por las funciones coordenadas escogidas es iin 
aspecto muy importante del método de Rayleigh-Schmidt, especialmente cuando tratarnos 
con problemas para los cuales tal satisfacción es difícil de lograr. En estos casos es posible 
reemplazar las condiciones de bordes naturales por expresiones analíticas más simples. Este 
procedimiento ha sido usado con éxito en varios trabajos previos16-19 y también se usa en 
el presente desarrollo. 

Al sustituir la función de flexión definida en (8) en el funcional de energía (1) y aplicar 
la condición necesaria para la existencia de mínimo 

se obtiene 

Los tQrninos Ii en la ecuación (12) están dados por 

donde Cl =A:, C2 =A:, C3 = 2A1A2, Bl =A:, B2 = A:, B3 = A ~ A ~  y B4 = B3. 
(13) 

Las expresiones analíticas de los términos PX,, , PY,, , RX,, , BY,,, TX,, , TY,,, CX,, CY, 
contienen expresiones en términos de los coeficientes a,, b,, a:, b:, cl y c2. Como los términos 
I, son funciones de los parámetros A, y A,, cuando se aplican las condiciones (ll), se obtiene 
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Se trata de un sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incógnitas Al y A2. Para 
una solución no trivial, el determinanate de los coeficientes debe ser nulo. Se obtiene así 
una ecuación de frecuencias del tipo 

La ecuación (16) posee dos raíces; la de menor valor absoluto corresponde al coeficiente 
de frecuencia fundamental. Los coeficientes de frecuencia son funciones de los parámetros 
ni y mj  de las funciones de forma adoptadas. Por lo tanto se puede escribir 

El método de Rayleigh-Schmidt ahora requiere la minimización de los coeficientes de fre- 
cuencia con respecto a los parámetros exponenciales nj y mj. Obviamente, el procedimiento 
de derivación de f l k  con respecto a nj y m j  con el propósito de minimizar es muy complicado. 
Sin embargo, la variación de los parámetros n j  y ,mj en entornos de los valores enteros i y j 
es suficiente para la determinación aproximada de los coeficientes de frecuencias mínimos. 

Las funciones de forma adoptadas para usar el método de Ritz están dadas por 

donde cm, son coeficientes arbitrarios y {p,(x)}, {qn(y)) conjuntos de polinomios ortogo- 
nales. 

Los primeros elementos de estos conjuntos están dados por pl (x) = ~ ~ = l a i x i - l  y q1 (y) = 

E:=, biyi-l, donde los ai y los bi se obtienen de las condiciones de contorno correspondientes. 
Los demás elementos del conjunto de polinomios ortogonales en la variable x se generan 

usando el proceso de Gram-Schmidt de la siguiente manera 

donde Bk y Ck se obtienen usando las propiedades de ortogonalidad de los polinomios pk(x) 
de la siguiente manera 

El procedimiento es el mismo para los polinomios en la variable y. Una vez obtenidos 
los polinomios de la manera descrita, se encuentran las expresiones de las energías de 
deformación y de la energía cinética de la placa, reemplazando la expresión de W (x, y) dada 
por (18) y las expresiones de las correspondientes derivadas en el funcional de energías (1). 
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Al aplicar la condición de rninimización del funcional de energía, resulta 

Esto conduce al siguiente problema de autovalores 

donde 

donde ah,/?h y ~h son parámetros que se difinen para cada caso particular. R es el coefi- 
ciente de frecuencia adimensional, cuya expresión analítica es diferente según los distintos 
problenias tratados. 

En las Tablas 1 a IV se muestran valores de los coeficientes de frecuencias SIi, i = 
1, ..., 5 referidos a los lados a o b para diversas situaciones de placas vibrantes isotrópicas, 
ortotrópicas y anisotrópicas. 



-- 
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COMPARACION CON TRABAJOS PREVIOS 

Las comparaciones fueron realizadas con los valores determinados en estudios previos 
con otros métodos. 

PLACAS ANISOTROPICAS 

Para este tipo de placas se consideraron sólo restricciones rotacionales en los bordes y 

espesor constante. Los valores de R1 = E w l b 2  se obtuvieron con el método de Rayleigh- 

Schmidt mediante las expresiones (12) y (13) adoptando D!') = Dl l ,  D;') = D2,, D;) = 

D12, D:) = Ds6, D?) = Dzs,  D* = Dll y s = b. La notación sigue como en la referencialg. 
Por otra parte, los coeficientes k, están dados por 

2rS 4rS 4r; 4rl 

k7 

R1r$ 

k8 

R2.f 

k9 

R3(D2/D*) 

kl0 

R4(D2lD*) 

donde R - -", R2 = E, R3 = E y R4 = 2 y la relación de lados de la placa está 
l - Di1 

dada por rl = bla. 

Además se determinaron los valores de R, = &wZb2, i = 1, ..., 5 mediante la imple- 

mentación de los polinomios ortogonales como funciones aproximantes en el método de Ritz 
utilizando la expresión (20), en la cual los valores de los coeficientes que aparecen en ellas 
están dados por 

P1 

r$ 

donde a l  = k7, a2  = k8, a3  = kg y a4 = klO. 
Las Tablas 1 y 11 muestran los resultados de los coeficientes de frecuencias menciona- 

dos R, para una placa rectangular de ortotropía generalizada con bordes 1 y 4 rígidamente 
empotrados o simplemente apoyados y borde 2 elásticamente restringido contra rotación. 
La ortotropía generalizada está caracterizada por los siguientes valores: D12/D11 = 
O ,  3245569, D22/D11 = O ,  2130195, D16/Dil = O ,  5120546, D26/D11 = O ,  1694905 y 
D66/D11 = 0,3387559. Los valores de R1 obtenidos con la presente aproximación se com- 
paran con los reportados en la referencialg. 

p 2  

Dzz/Dii 

P3 

rf(Dl2/D11) 

P4 

4r12(D66/D11) 

P 5  

2 ~ :  (Di6/Dii)  

P 6  

2r1 (D26/011) 



162 L.G. Xallim y R.O. Grossi 

(1): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Ritzlg 
(11): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt 
(111): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementación de polinomios ortogonales 

Tabla 1. Valores de los coeficientes de frecuencia ni = . ( R w i b z ,  i = 1, . , 5  para placas rectangulares 
" - -  

anisotrópicas con bordes 1,3 y 4 rígidamente empotrados (Ri = R3 = R4 = Ti = T2 = T3 = T4 = 
M )  y borde 2 elásticamente restringido a rotación (Rz = rzalD11) 

(1): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Ritzlg 
(11): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt 
(111): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementación de polinomios ortogonales 

Tabla 11. Valores de los coeficientes de frecuencia ni = m w i b 2 ,  i = 1, ..., 5 para placas rectangu- 

lares anisotrópicas con bordes 1 y 4 rígidamente empotrados, borde 3 simplemente apoyado 
(Ri = R4 = Tl = Tz = T3 = T4 = M ,  R3 = O )  y borde 2 elásticamente restringido a rotación 
(Rz = r z a l D i 1 )  
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PLACAS ORTOTR~PICAS E ISOTR~PICAS DE ESPESOR VARIABLE 

Las rigideces a la flexión de la placa están dadas por 

D, ( x ,  y) = ~ ( l )  f 3 ( x ) g 3  ( y )  con ~ ( 1 )  = 
E, (h(l)13 

12(1 - PXPY) 

E, ( h ( ~ ) ) ~  
D, ( x ,  y) = D(') Y f ( 1 ) g 3  ( y )  con DI') = 

12(1 - P X P Y )  

DT) = D(l) f3  (a)g3 (b) = D;)c, DY) DC) f (a)g3 (b) = D;)c, C = (1  + (1 + ~ 1 ) ~  

Por otra parte, la rigidez a la torsión viene dada por 

D,, ( x ,  y) = f 3 ( x ) g 3 ( y )  con D&) = 
E, (h(l)13 

12 

Los valores de R1 = p u l a 2  se obtuvieron con el método de Rayleigh-Schmidt 
H,  Y 

mediante las expresiones (12) y (13) adoptando D1 = D x ,  D2 = Dy,  D3 = pyD,, D4 = 
D,,, D5=0, D6=0, D * = H x y = ~ y D x  +2DZy y s=a y k,  dados por 

i 

k7 

( ) Ri - k8 

R ~ C  (g ) 
k10 

&T:C (g ) 

R - r3b R - r q b  T - t i a 3  T - t z a 3  donde &=m, R2=3+, 3 - T ,  4 - 7 ,  
D I  Dl 

D2 1 - $ i >  

pho Por otro lado, los valores de 0% = &,a2, i = 1, . .. , 5  se obtuvieron con el método de 

Ritz reemplazando en la expresión (20) los siguientes valores para P,, a ,  y y, 

1612 

TIC (S) 
k9 

3 ( )  
kll 

T,  (g ) 

P1 

D(') 
HLY 

k13 

t7f (g ) 

P 2  

D( ' )  

H~~ 

k14 

2'47.:~ (g ) 

P3 

D(')  
P , ~ T ;  

P.5 

o 
P4 

o[1) 
4&-r2 HL;) 1 

p 6  

o 

Y3 
D( ' )  

7 - ; ~ ~ +  ~ - l ,  Y 

al 

D?) Rl 

Y4 
o(1) 

r , " c s r n  H= Y 

Y1 

~ ( 1 )  
T l z  

Y2 
D(')  

C T Z I J ~  

a2 
~ ( ' 1  

GR2;;h 

a3 
~ ( 1 )  

rtR3;;h 

014 

o(1) 
rtCR4* 
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La Tabla 111 contiene los resultados de los coeficientes de frecuencia para una placa 
rectangular ortotrópica con bordes 1 y 3 rígidamente empotrados, el borde 4 libre y el borde 
2 elásticamente restringido contra rotación. En este caso la relación de lados está dada por 
rl = alb.  Los resultados obtenidos son más exactos que los presentados en la referencia16. 

(1): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- ~ i t z ' ~  
(11): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt 
(111): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementación de polinomios ortogonales 

Tabla 111. Valores de los coeficientes de frecuencia Qi = \ l m w i a 2 ,  i = 1, ..., 5 para una placa ~ ( y  
rectangular ortotrópica con bordes 1 y 3 rígidamente empotrados, borde 4 libre (Ri = 
RB = Ti = T3 = T z  = m, R4 = T4 = O) y borde 2 elásticamente restringido a 
rotación (Rz = r z a / ~ p ) ,  D, /Hxy  = 0,5, D y / H x y  = 0,5, by = 0,2) 

La Tabla IV contiene los resultados de los coeficientes de frecuencia para una placa 
rectangular isotrópica con bordes 1, 3 y 4 rígidamente empotrados y borde 2 elásticamente 
restringido a rotación. En este caso la relación de lados está dada por rl = alb. 



Análisis del comportamiento dinámico de placas rectangulares 165 I 
1 

Tabla IV. Coeficiente de frecuencia fundamental 0- - -/@%ioz, i = 1, ..., 5 para una placa rectangular ~ ( ' y )  
isotrópica con lados 1, 3 y 4 rígidamente empotrados (Rl = R3 = R4 = TI = T2 = T3 = T400) 
y lado 2 elásticamente restringido a rotación (Rz = r 2 a / ~ ( ' ) ,  ,uy = 0,3) 

CONCLUSIONES 

ri = b/a RZ 

Se ha presentado un algoritmo general para el tratamiento de vibraciones transversales 
de placas rectangulares. Para resolver el problema, se aplicó por un lado el método de 
Rayleigh-Schmidt con una expresión polinómica con exponentes ajustables como función 
aproximante y por otro el método de Ritz con el uso de polinomios ortogonales como 
funciones aproximantes. Así se derivaron ecuaciones de frecuencias que permiten el análisis 
de diversas características geométricas y mecánicas de las placas. 

Fueron usados distintos coeficientes adimensionales de frecuencias, parámetros de restric- 
ción y relación de lados. Como los valores obtenidos con los dos métodos mencionados son 
cotas superiores de los valores exactos, el análisis de las Tablas 1 a IV y la comparación con 
diversos trabajos previos muestra que los resultados obtenidos con los métodos desarrollados 
en el presente artículo son en todos los casos más exactos. Por otro lado, la implementación 
del método de Ritz como ha sido planteada no sólo arroja resultados más precisos, sino que 
facilita la obtención de las frecuencias correspondientes a los modos superiores de vibración. 
Otra gran ventaja de estas aproximaciones es el hecho que los algoritmos obtenidos pueden 
implementarse fácilmente en una computadora personal. 

(1): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt 
(11): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementación de polinomios ortogonales 

7 
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