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Resumen

En este trabajo se usan el método de Ritz con polinomios ortogonales como funciones aproximantes y
el método de Rayleigh-Schmidt para generar valores de coeficientes de frecuencias de placas ortotrépicas y
anisotrépicas con efectos complicantes. Se presentan valores correspondientes a las primeras cinco frecuencias
y se realizan comparaciones de valores para el caso de la frecuencia fundamental con resultados que figuran
en la literatura.

DYNAMIC ANALYSIS OF RECTANGULAR ORTHOTROPIC AND ANISOTROPIC PLATES

Summary

Natural frequencies of anisotropic and orthotropic tapered plates with complicating effects are studied by
using boundary characteristic orthogonal polynomials in the Ritz method and applying the Rayleigh-Schmidt
method. Values of the first five frequencies are presented and comparison of results are made in the case of
the fundamental frequency with data published in the open literature.

INTRODUCCION

La determinacién de las frecuencias naturales de vibracién transversal en placas rectan-
gulares isotrépicas es un problema que ha sido extensamente estudiado por diversos inves-
tigadores. Los trabajos de Leissa’? constituyen excelentes compilaciones de la literatura
correspondiente. También los problemas de vibraciones de placas rectangulares con efec-
tos complicantes tales como espesor variable, presencia de una masa concentrada, bordes
eldsticamente restringidos, etc. recibieron un tratamiento considerable®~!3. En el presente
trabajo no se intenta revisar la literatura, sino solamente se mencionan algunos de los muchos
y excelentes articulos publicados. Las aplicaciones a materiales compuestos son de gran im-
portancia en muchos campos de la tecnologia moderna. No obstante, comparativamente la
cantidad de informacion sobre el comportamiento dindmico de placas de material compuesto
es limitada, especialmente en el caso de placas anisotrépicas con efectos complicantes'®.

La referencia!® constituye una excelente revisién de la literatura concerniente a la
dindmica de placas de materiales compuestos. Laura y colaboradores'®~'® han propor-
cionado mucha de la informacién concerniente al uso de expresiones polinémicas como
funciones aproximantes para la determinacién de frecuencias de placas ortotrdpicas y
anjsotrépicas mediante métodos variacionales. El objetivo del presente trabajo es presen-
tar informacién sobre el comportamiento dindmico de placas ortotrépicas y anisotrépicas
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con efectos complicantes. Las frecuencias naturales se obtuvieron mediante la aplicacién
del método de Rayleigh-Schmidt?® ?3 y el uso de polinomios ortogonales en el método de
Ritz?*. El método de Rayleigh-Schmidt se desarrollé con una funcién aproximante con
s6lo dos términos, mientras que el método Ritz se aplicd con una funcién aproximante de
hasta treinta y seis términos. Ya que las combinaciones de diferentes condiciones de con-
torno y pardmetros de variacién de espesor son numerosas, los resultados se presentan sélo
para algunos casos. En la construccién de los polinomios ortogonales es posible incorporar
una funcién de peso para incluir el espesor no uniforme de la estructura. Por otro lado,
la, incorporacién de la funcién que toma en cuenta la variacién de espesor en el método
Rayleigh-Schmidt se logra facilmente.

Los resultados obtenidos son muy precisos y los algoritmos correspondientes pueden
ser implementados ficilmente en una computadora personal. La répida y poco costosa
detrminacién de los valores numéricos de las frecuencias de placas es muy importante en
trabajos de disefio. Los algoritmos generales desarrollados en este articulo ofrecen esa
posibilidad para una gran variedad de problemas de vibraciones de placas con diversos
efectos complicantes.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMAS

En el tipo de problemas a tratar, el método de Rayleigh requiere la minimizacién del
siguiente funcional

I[W] - Umax - Tmax; Umax = Up,max + Ur,max + Ut,max (l)

siendo Uy, max valor maximo de la energia de la deformacién de la placa, Uy max valor maximo
de la energia almacenada en los vinculos rotacionales de los bordes de la placa, Uy iax valor
méximo de la energia almacenada en los vinculos translacionales de los bordes de la placa
¥ Tmax valor méximo de la energia cinética de la placa.

Jonsideremos ¢l siguiente funcional general, que representa al maximo valor de la energia
de deformacién de una amplia variedad de placas rectangulares

1
Up max = 5 / /R [Dy(Weo)? + Dy(Wyy)? + 2DgWo, Wy, + 4Dy (Wyy )+
+ 4D W W,y + 4D W, W, |dzdy

(2)

donde W = W (z,y) indica la deflexién de la placa y cada subindice denota la derivacién de
W con respecto a la variable que se usa como tal. El dominio de la integracién estd dado
por R = [0, a]z[0, b], donde a y b son las longitudes de los lados de la placa en las direcciones
z e y respectivamente (Figura 1). Los coeficientes D;, (i = 1,2,...,6) indican las rigideces
flexionales, torsionales y adicionales de la placa.

La méxima energia de la deformacién asociada a las restricciones rotacionales en los
bordes estd dada por

Urmas =3l [ W00y +r2 [ (W (a,9) Py .
b /a(Wy(:c,O))2dx+r4 /a(wy(x, b))2dz]

donde r;(2 == 1, ...,4) son las constantes de los resortes rotacionales a lo largo de los bordes

correspondientes.
La maxima energia de deformacién asociada a las restricciones translacionales en los

bordes esta dada por
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Usmoe =gt | (70,00 +ta | (W (a0) P+ .
+t3/0 (W(CC,O))QdJ?-i—t/;/ (W (z, b)) dz)

0

donde t; = (1, ...,4) son las constantes de los resortes traslacionales a lo largo de los bordes
correspondientes.
Finalmente, la maxima energia cinética de la placa estd dada por

pw? 2
Tnax = =5~ h(z,y)W?*(z,y)dzdy (5)
R

donde p es la densidad del material de la placa, w la frecuencia natural y h(z,y) el espesor
de la placa.

En este estudio, la variacién de espesor ha sido tenida en cuenta considerando variacién
lineal en las direcciones z e y. La funcién que representa esta variacién esta dada por

h = h(z,y) = kY f(z)g(y) (6)

f@) = (1+a2) o) = (1+al) ™

donde A es el valor de h referido al borde 1 en el punto (0,0) y A® = AN (1 + ¢;)(1 + ¢3)
es el valor de h referido al borde 2 en el punto (a,b) (Figura 1).

b 9

Figura 1. Sistema mecénico en estudio

Es conveniente cambiar las variables z e y porz = z/aey =1y/b respectivamente con el
fin de trabajar en un intervalo de integracién mas adecuado. No obstante de aqui en mas
se vuelven a usar las letras z e y en lugar de Z ¢ .
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APLICACION DEL METODO DE RAYLEIGH-SCHMIDT

Las funciones de forma adoptadas para usar el procedimiento de Rayleigh-Schmidt estan
dadas por

W(z,y) = A1 X1 (2)Yi{y) + A Xo(z)Ya(y) (8)
donde

4
= Zaix”“ Za' i (9)
=0

5

= Zb ™ Y(y) = by™ (10)

=0 =0

as=a), = 1,ng=0n =14n=2,n3=3,bs =0, = 1,me= 0,m; = 1,my = 2m3-m 3
y los exponentes ng, mq,ns y ms son los parametros ajustables. Los coeficientes a;, b;,a} y
b se obtienen de las correspondientes condiciones contorno. El hecho de que las condiciones
naturales de borde no necesitan ser satisfechas por las funciones coordenadas escogidas ¢s un
aspecto muy importante del método de Rayleigh-Schmidt, especialmente cuando tratamos
con problemas para los cuales tal satisfaccion es dificil de lograr. En estos casos es posible
reemplazar las condiciones de bordes naturales por expresiones analiticas mds simples. Este
procedimiento ha sido usado con éxito en varios trabajos previos'®~!® y también se usa en
¢l presente desarrollo.
Al sustituir la funcién de flexién definida en (8) en el funcional de energia (1) y aplicar

la condicién necesaria para la existencia de minimo

Ow? ,

oA =0, 1=1,2 (11)

$¢ obtiene

(%

Los términos I; en la ecuacién (12) estdn dados por

)1 +Zkf n W28, = (12)

4
ZC’ PXW iy 1=1,2,4 I, =Y B;PX;PY;, i=3,5,6

j=1

3
chRXi_e,ij_g,,j,i =7,8,9,10 L= CTX; 10;TY, 105, i = 11,12,13,14

j=1 =1

3
15 =) C,CX,;CY;

=1

, , (13)
donde Cl = A?, Cz = Ag, Cg =‘2A1A2, 31 A?, BQ = A;, Bg A A2 y Bg B3
Las prresiones analiticas de los términos PX%,,PKQ,RXW,RY;},TXQ,TY;},C’X CY.
contienen expresiones en términos de los coeficientes a;, b;, a}, b}, ¢; y ¢;. Como los termmos
I, son funciones de los pardmetros A, y A,, cuando se aplican las condiciones (11), se obtiene
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Al (EI - QQEQ) + AQ(E?, - QZE4) - 0 (14)

Al (E3 - £22E4) + AQ (E5 - Q2E6) = 0 (15)

Se trata de un sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos incdgnitas A; y A,. Para
una solucién no trivial, el determinanate de los coeficientes debe ser nulo. Se obtiene asi
una ecuacién de frecuencias del tipo

AV +B*+C =0 (16)

La ecuacién (16) posee dos raices; la de menor valor absoluto corresponde al coeficiente
de frecuencia fundamental. Los coeficientes de frecuencia son funciones de los parametros
n; y m; de las funciones de forma adoptadas. Por lo tanto se puede escribir

Qg = Qk(?’bj,???,‘;;), k= 1,2 (17)

El método de Rayleigh-Schmidt ahora requiere la minimizacion de los coeficientes de fre-
cuencia con respecto a los pardmetros exponenciales n; y m;. Obviamente, el procedimiento
de derivacién de €2 con respecto a n; y m; con el propésito de minimizar es muy complicado.
Sin embargo, la variacién de los pardmetros n; y m; en entornos de los valores enteros 7 y j
es suficiente para la determinacién aproximada de los coeficientes de frecuencias minimos.

SOLUCION MEDIANTE LA IMPLEMENTACION DE POLINOMIOS
ORTOGONALES EN EL METODO DE RITZ

Las funciones de forma adoptadas para usar el método de Ritz estdn dadas por

W(@,y) = DY CmnPm(@)gn(y) (18)

donde ¢,,, son coeficientes arbitrarios y {p.,(z)}, {g.(y)} conjuntos de polinomios ortogo-
nales.
Los primeros elementos de estos conjuntos estdn dados por p;{z) = Z?zlaixi"l yaly) =

5 i— . . . .
> .10y, donde los a; y los b; se obtienen de las condiciones de contorno correspondientes.

Los demas elementos del conjunto de polinomios ortogonales en la variable z se generan
usando el proceso de Gram-Schmidt de la siguiente manera

p2{z) = (z — By)p1 ()
pe(z) = (z - Bi)pe—1(z) — Cppp-2(7)

donde By, y C}, se obtienen usando las propiedades de ortogonalidad de los polinomios py(x)
de la siguiente manera

L@@l @ @)
Jow@)p-s (2))de Jo (@) pr-a(z))da

El procedimiento es el mismo para los polinomios en la variable y. Una vez obtenidos
los polinomios de la manera descrita, se encuentran las expresiones de las energias de
deformacién y de la energfa cinética de la placa, reemplazando la expresién de W(z,y) dada
por (18) y las expresiones de las correspondientes derivadas en el funcional de energias (1).
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Al aplicar la condicién de minimizacién del funcional de energia, resulta

Ow?
2= =0 (19)

Esto conduce al siguiente problema de autovalores

Z Z[Kmnzy — O Mopni)Cmpn = 0 (20)
m n

donde

Knnis = H1PEED Py 4 P00 Py 4 53 (o0 PyO? 4 Pa®PPy®0) 4 Pl pyliD
4
+Bs(Pea Pyt + Pl Py b Bs(PalY Pyt + Puli? PYS?) + 3 an(Rami i (Rymg
h=1
4
+ Z'Yh (Tmmi)h(Tynj )h
h=1
anij = Cx(o O)Cy(o 0)

me

S0y .
(M) /f dpwzx))(ﬂ—p—z@)dx, conr=0,1,2y s:=0,1,2

Ermi dx dz®
(rs) _ 3,0 (4 an(Y)y (29 (y)
P = [ (L2l (£e)y,

1
(Rami)s = PO 8O gy gy = DR |y = /0 P (£)pi(2)d7, (Rmi)a = (Rmi)s

1
. | dga(0) dg(0) . dga() dgy(1)
(Rynj)l : /0' Qn(y)qj( )dy> (Ryn])Z = (Ryny)ly (Ryn]) dy C]i’_l/ 5 (Ryn])4 = dy (;’l/

(Tzmi)r = pm(0)pi(0), (Tmi)2 = pm(1)pi(1), (TTmi)s = /Olpm(SC)m(fv)dZa (TZmi)a = (TTms)3
(Tyng)1 = /(;lqn(y)q]' Wy, (Tynj)2 = (TYnj)1, (Tynj)3 = gn(0)g;(0), (Tynj)a = gn(1)g;(1)
cali? = / F@pm(@)pi(a)de, Cylr® = /0 1g(y)qn(y)q]'(y)ciy
donde oy, B, ¥ v» son pardmetros que se difinen para cada caso particular. € es el coefi-

ciente de frecuencia adimensional, cuya expresién analitica es diferente segin los distintos
problemas tratados.

RESULTADOS NUMERICOS Y DISCUSION

En las Tablas I a IV se muestran valores de los coeficientes de frecuencias ; ¢ --
1,...,5 referidos a los lados a o b para diversas situaciones de placas vibrantes isotrépicas,
ortotrépicas y anisotrdpicas.
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COMPARACION CON TRABAJOS PREVIOS

Las comparaciones fueron realizadas con los valores determinados en estudios previos
con otros métodos.

PLACAS ANISOTROPICAS

Para este tipo de placas se consideraron sélo restricciones rotacionales en los bordes y
espesor constante. Los valores de Oy =,/ -I%wl b* se obtuvieron con el método de Rayleigh-

Schmidt mediante las expresiones (12) y (13) adoptando DV = Dy;, D{Y = D,,, D{V =

Dy, D((ll) = Dgg, Dél) = Dy, D* = Dy; y s = b. La notacién sigue como en la referencia®®.
Por otra parte, los coeficientes k; estan dados por

k‘l k}Q k3 k4 k5 k6
r} 1| 207 | 4r? | 47} | 47y
k'7 k’g k’g klO
R17'l4 R27'l4 R3(D2/D*) R4(D2/D*)
donde R, = 3%, R, = 2%, Ry = ;)321; y Ry = “b y la relacién de lados de la placa estd
dada por r;, = b/a.
Ademds se determinaron los valores de Q; = g—ﬁwib2, 1 = 1,...,5 mediante la imple-

mentacion de los polinomios ortogonales como funciones aproximantes en el método de Ritz
utilizando la expresién (20), en la cual los valores de los coeficientes que aparecen en ellas
estan dados por

B Be Bs Bs Bs Be
7'14 922/D11 T?(Dn/Dn) 47”12(D66/D11) 2"'13(D16/D11) 27’1(926/1)11)

donde oy = ky, as = kg, as = kg y aq = kyp.

Las Tablas I y II mueéstran los resultados de los coeﬁc1entes de frecuencias menciona-
dos §; para una placa rectangular de ortotropia generalizada con bordes 1 y 4 rigidamente
empotrados o simplemente apoyados y borde 2 eldsticamente restringido contra rotacién.
La ortotropia generalizada estd caracterizada por los siguientes valores: D;,/D;; =
0,3245569, D,y/D;; = 0,2130195, D;/D;; = 0,5120546, Dss/D;; = 0,1694905 y
Dgs/D;; = 0,3387559. Los valores de €2; obtenidos con la presente aproximacién se com-
paran con los reportados en la referencial®.
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K C1:0,C2:0 ]
97 9 0, 2y Q3 Q4 Qs
n=b/a| Ry (I) (I1) (III)

0.5 00 13,47 13,46 13,24 20,39 29,93 31,84 41,80
10 13,16 13,14 12,88 19,39 28,40 31,44 40,03

1 13,05 12,97 12,59 18,71 27,56 31,22 39,28

1.0 13,04 | 1295 | 12,53 | 1858 | 27,41 | 3118 | 39,17

1 00 27,44 27,42 26,66 39,66 59,32 65,95 80,80

10 25,21 25,19 24,32 37,73 56,99 60,35 76,49

1 23,15 23,06 21,80 35,96 55,06 56,33 73,84
1.0 22,67 | 2255 | 21,15 | 3555 | 54,64 | 5554 | 73,34 |

1,5 00 54,20 54,19 53,16 63,26 82,32 110,09 141,99

10 48,42 48,42 47,26 58,12 77,92 | 10585 |' 128,47

1 42,21 42,16 40,47 52,77 73,84 102,16 118,60

R 4061 | 4052 | 3864 | 5142 | 72,88 | 101,33 | 116,65

(I): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Ritz!®

(II): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt

(IIT): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementacién de polinomios ortogonales

Tabla I. Valores de los coeficientes de frecuencia Q; = \/ -%wib2, i = 1,...,5 para placas rectangulares
anisotrépicas con bordes 1,3 y 4 rigidamente empotrados (R1 = Rs=Ra=T1 =Tp =T33 =Ty =
oo} vy borde 2 eldsticamente restringido a rotacién (Rz = r2a/D11)

c1 = 0, c2=0
Q 9! o Qa Q3 Q4 Qg
n=bja| R (1) (1) (111)

0.5 oo 11,34 11,22 10,85 18,58 27,25 27,94 38,37
10 10,85 10,78 10,40 17,55 26,47 | 26,79 36,90

1 10,53 10,50 10,02 16,82 2567 | 26,49 36,17

0 10,48 10,44 9,93 16,68 25,53 25,43 36,04

1 o0 26,87 26,60 25,59 36,48 54,64 65,18 77,73
10 24,32 24,13 23,11 34,44 52,48 | 59,44 73,04

1 21,79 21,70 20,39 32,55 50,69 52,28 70,00

0 21,17 21,11 19,67 3211 | 5031 | 54,45 69,42

1,5 00 54,32 53,93 52,67 61,21 78,11 105,20 141,63
10 48,29 47,96 46,69 55,85 73,48 100,83 128,03

1 41,66 41,37 39,76 50,20 69,14 97,10 118,03

0 39,92 39,67 37,88 48,76 68,11 | 96,27 | 116,04

(I): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Ritz!®

(IT): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt

(III): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementacién de polinomios ortogonales

Tabla II. Valores de los coeficientes de frecuencia Q; = ,/%wib2, i =

1,...,5 para placas rectangu-

lares anisotrépicas con bordes 1 y 4 rigidamente empotrados, borde 3 simplemente apoyado
(Ri=Ri=Th =To=T5 =1,
(R2 = raa/D11)

= 00, R3 = 0) y borde 2 eldsticamente restringido a rotacién
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PLACAS ORTOTROPICAS E ISOTROPICAS DE ESPESOR VARIABLE

Las rigideces a la flexién de la placa estdn dadas por

1 1) E(L‘(h(l))3
D.(a,y) = DS (@)g*(y) con DY = g7y
_ 1) gt 3 1y _ _M
Dy(2,y) = Dy f(2)g*(v) con DY = o=

D® =DM f*(a)g® (b) = DIVC, DYDY f2(a)g?(b) = DIVC, C = (1+ &)’ (1 + )’

Por otra parte, la rigidez a la torsién viene dada por

E, (W 3
Dey(z,y) = (l)f (z)g° (y )ConD _——(T)—
Los valores de € = ’—;J’l((ll—))wlaQ se obtuvieron con el método de Rayleigh-Schmidt

mediante las expresiones (12) y (13) adoptando Dy = D,, Dy =Dy, D3= p,D,, Dy=
Dyy, Ds=0, D¢=0, D*=H,,=p, Dy +2Dy, y s=a y k; dados por

ki | ka | ks | ks k ke

1 i | 2r} | 4rE | 4ry | 47

ot

ky ks ko k1o k11 ki ki3 k14

(1) (1) (1) (1) (1) 1) (1) (1)
Ri(50) | o (5 | Rort (B ) | Rerto (%) | 1o (B) | mo (5= ) | 2wt (%) | Trio(57)

donde R, = 1%, Re= 13,
1 1

. r3b . _Tab r taa® 1 ik
Ry= 1ty Ba= i (1),f2 2, Ty= By T =Lt
2 . 1 2

D(1

b

5) . . .
%wiaz, i =1,...,5 se obtuvieron con el método de
=y

Ritz reemplazando en la expresién (20) los siguientes valores para 3;, o; y v

Por otro lado, los valores de §); =

B B Ba Ba Bs | Be
o) DY 4 DY o D§) o
r ey 42y 0 0
7D H%) ! Py o™ aw
(03] Qo Qs Oy TN Y2 BE] Ya
D Y pw 4 p) 4 D) pw D(1) 4 D) N D( )
Ri=s |CRy=5 | rfRy3 =y | rfC Ry | T =y | CT: riTy 2y | riCT,
1 2@ | T @ | 4 | “1ED 2_—7H£1y 143y | Tt ta 1(”
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La Tabla III contiene los resultados de los coeficientes de frecuencia para una placa
rectangular ortotrépica con bordes 1 y 3 rigidamente empotrados, el borde 4 libre y el borde
2 elasticamente restringido contra rotaciéon. En este caso la relacién de lados estd dada por
7, = a/b. Los resultados obtenidos son més exactos que los presentados en la referencial®.

o o8 o) Q. Qs Q s
n=b/al R, () (I1) (I1II)

s 16,61 | 16,60 | 16,35 | 20,44 | 28,00 | 40,01 | 44,27
0,5 10 14,69 | 14,69 | 1444 | 1871 | 2643 | 3863 | 39,94
1 12,51 | 12,50 | 1222 | 17,04 | 2526 | 36,73 | 37,80
0 11,02 | 11,91 | 11,61 | 11,64 | 2501 | 36,09 | 37,65
1 o0 18,77 | 18,75 | 18,18 | 33,83 | 46,44 | 61,80 | 66,58
c1=0 10 16,96 | 16,95 | 16,37 | 32,36 | 42,21 | 60,58 | 62,88
c2 =0 1 1511 | 1507 | 1444 | 31,38 | 39,17 | 60,00 | 60,83
0 14,66 | 1459 | 13,95 | 31,19 | 3857 | 59,87 | 6048
1,5 oo 2226 | 22,19 | 2147 | 50,28 | 54,50 | 92,16 | 92,60
10 20,56 | 2049 | 19,80 | 46,21 | 5321 | 8566 | 88,79
1 19,06 | 1891 | 1824 | 4343 | 52,59 | 82,16 | 87,26
0 1876 | 1854 | 17,87 | 42,89 | 5249 | 8156 | 87,00
00 - 17,27 | 16,63 | 20,32 | 27,73 | 3935 | 44,77
0,5 10 - 1552 | 14,85 | 18,73 | 26,26 | 38,00 | 40,83
1 - 13,31 | 12,69 | 17,04 | 2497 | 37,02 | 37,59
10 - 12,68 | 12,09 | 16,60 | 24,68 | 3680 | 36,93
c1 = 1 oo - 19,40 | 1835 | 3350 | 47,13 | 60,87 | 6597
-0,2 10 - 17,70 | 16,58 | 32,04 | 43,05 | 5954 | 62,47
c2 = 1 - 1576 | 14,63 | 30,93 | 39,93 | 5874 | 60,25
0,2 0 - 1523 | 14,12 | 30,70 | 39,29 | 5855 | 59,86
1,5 o0 - 22,72 | 21,35 | 50,61 | 53,60 | 91,16 | 93,77
10 - 21,08 | 19,65 | 46,61 | 52,18 | 86,93 | 87,83
1 - 19,35 | 17,99 | 4368 | 51,41 | 8330 | 86,03
o 0 - 18,90 | 17,58 | 43,10 | 51,26 | 82,66 | 85,71

(I): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Ritz*®
(ITI): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt
(III): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementacién de polinomios ortogonales

Tabla III. Valores de los coeficientes de frecuencia ; = 1/%%(12, i = 1,..,5 para una placa
Ty
rectangular ortotrépica con bordes 1 y 3 rigidamente empotrados, borde 4 libre (R ==
Ry =T\ =T =T, = oo, Ry = Ty = 0) y borde 2 eldsticamente restringido a
rotacién (Ry = r9a/D$?)) Dy/Hyy = 0,5, Dy/Hyy = 0,5, py, =0,2)

La Tabla IV contiene los resultados de los coeficientes de frecuencia para una placa
rectangular isotrépica con bordes 1, 3 y 4 rigidamente empotrados y borde 2 elasticamente
restringido a rotacién. En este caso la relacién de lados estd dada por r, = a/b.
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931 0 Qs Q3 Q4 Qs
r1=b/a R, () (1)

58 2453 | 2418 | 31,39 | 4415 | 6261 | 62,76
0,5 10 92,30 21,99 29,42 42,45 57,52 61,21
1 19.44 19,19 97,27 | 40.84 52.99 61,02
0 1864 | 1838 | 2671 | 4046 | 5199 | 59.60
cy = 1 o] 35,95 3546 72,18 72,33 106,74 129,42
~0,2 10 3406 | 3360 | 6738 | 70.81 | 10255 | 121.16
Cc2 = 1 32,04 31,78 63,42 69,65 99,74 116,00
0,2 0 3152 | 3128 | 6258 | 69.39 | 9920 | 11506
1,5 fo’s} 60,67 59,83 92,50 145,90 147,55 177,27
10 59,05 58,41 88,21 139,41 144,48 173,83
1 57,563 57,12 85,07 134,86 143,57 171,93
0 5718 | 6282 84.44 | 13406 | 14340 | 17159
o 2978 | 2958 | 3840 | 5402 | 7660 | 76,80
0,5 10 27,33 27,01 36,20 52,29 70,54 75,46
1 2325 | 2310 | 3343 | 5047 | 6428 | 74.26
0 2192 | 2180 | 3262 | 5000 | 6278 | 7303
c1 = 1 o0 43,46 43,38 88,33 88,48 130,56 158,44
0,2 10 41,70 41,49 82,70 87.32 | 12604 | 14858
cy = 1 39,35 39,14 77,37 86,35 122,60 141,35
0,2 0 3868 | 3848 | 7615 | 8612 | 121.80 | 139,93
1,5 o0 73,49 73,21 113,15 178,76 180,52 216,74
10 72.48 | 7204 | 10840 | 171,07 | 17828 | 213.68
1 7149 | 70.85 | 10439 | 16481 | 8177,95 | 21178
0 71,26 70,56 103,51 163,60 177,89 211,42

(I): Valores obtenidos usando el método de Rayleigh- Schmidt
(I1): Valores obtenidos usando el método de Ritz con implementacién de pohnomlos ortogonales

Tabla IV. Coeficiente de frecuencia fundamental Q; = &((ly)wza , ¢ =1,...,5 para una placa rectangular

isotrépica con lados 1, 3 y 4 rigidamente empotrados (Ri=Rs=Ry="T1 =T5 = T3 =Ty00)
y lado 2 el4sticamente restringido a rotacién (Ry = rea/ D&, Hy =0,3)

CONCLUSIONES

Se ha presentado un algoritmo general para el tratamiento de vibraciones transversales
de placas rectangulares. Para resolver el problema, se aplicé por un lado el método de
Rayleigh-Schmidt con una expresién polinémica con exponentes ajustables como funcién
aproximante y por otro el método de Ritz con el uso de polinomios ortogonales como
funciones aproximantes. Asi se derivaron ecuaciones de frecuencias que permiten el anilisis
de diversas caracteristicas geométricas y mecdnicas de las placas.

Fueron usados distintos coeficientes adimensionales de frecuencias, pardmetros de restric-
cién y relacién de lados. Como los valores obtenidos con los dos métodos mencionados son
cotas superiores de los valores exactos, el anilisis de las Tablas I a IV y la comparacién con
diversos trabajos previos muestra que los resultados obtenidos con los métodos desarrollados
en el presente articulo son en todos los casos mas exactos. Por otro lado, la implementacién
del método de Ritz como ha sido planteada no sélo arroja resultados mas precisos, sino que
facilita la obtencién de las frecuencias correspondientes a los modos superiores de vibracion.
Otra gran ventaja de estas aproximaciones es el hecho que los algoritmos obtenidos pueden
implementarse facilmente en una computadora personal.
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