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SUMARIO

O Método dos Elementos Finitos é utilizado através de suas verstes adaptativas h, p e
hp para analisar problemas de flexdo eldstica de placas semi-espessas. A abordagem adotada
considera a influéncia das deformagses cisalhantes transversais, caracterizando, assim, a teoria
de primeira ordem para flexio de placas semi-espessas, conhecida por teoria de Reissner-
Mindlin. Devido & complexidade no gerenciamento das informagdes em um problema auto-
adaptativo, ¢ utilizada a filosofia de programacao orientada a objetos (C++). Na discretizacdo
do problema é adotada a base hierdrquica para tridngulos de Webb e Abouchacra, recentemente
proposta em*?. O estimador de erro de Zienkiewicz e Zhu'® é utilizado para guiar o processo
de refinamento da malha. Finalmente, sio apresentados alguns resultados numéricos, sendo
comparados, quando possivel, com solugdes analiticas.

AN A, p AND hp-ADAPTIVE REFINEMENT FOR THICK PLATE FINITE ELEMENT

SUMMARY

In this work, the Finite Element Method is used through its h, p and hp adaptive
version to solve the Reissner-Mindlin plate elastic bending problem. The object oriented
programming philosophy (C++) is employed in order to overcome the natural difficulties
of handling information in a self-adaptive finite element code. The Webb and Abouchacra
hierarchical basis for triangular e lements, recently proposed in'?, is employed to discretize the
plate domain. The adaptive refinement is done in accordance with the Zienkiewicz and Zhu
error estimator'®. Finally, some numerical results are shown, being compared with analytical
solutions, when they are available.
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INTRODUCAO

Apesar dos significativos avangos alcangados no desenvolvimento da teoria
matematica e de algoritmos para o Método dos Elementos Finitos, a discretizacao
de um determinado problema depende, na maioria dos casos, do bom senso do analista
e das experiéncias adquiridas na solugao de outros problemas. No caso de os resultados
serem julgados ruins, a discretizacdo deve ser refeita. Dessa forma, é rezodvel supor
que se na concep¢do do modelo a intuicao do analista falhou, o mesmo pode acontecer
no julgamento da validade dos resultados’. .

Devido a estas incertezas, a possibilidade de se melhorar automaticamente a
qualidade de uma solu¢do numérica tornou-se uma questdo de grande interesse em
Mecanica Computacional. A solugdo aproximada, obtida através do Método dos
Elementos Finitos, pode ser melhorada mediante a implementacdo de estratégias
adaptativas, que consistem na modificacdo automatica do modelo nas regioes do
dominio onde a precisao ndo é satisfatéria. Assim, neste trabalho sao apresentadas
as versoes adaptativas h, p e hp do Método dos Elementos Finitos no contexto do
problema, de flexdo eldstica de placas de Reissner-Mindlin.

Estratégias adaptativas

As técnicas de refino adaptativo de malhas de elementos finitos sao, geralmente,
baseadas na mudanga de localizagao dos nds sem alterar a topologia da malha (refino ),
no refinamento da malha através do aumento do nimero de elementos (refino h), no
aumento da ordem polinomial dos elementos (refino p) ou através de combinagses
destes; principalmente dos refinos A e p (refino hp).

Nos métodos adaptativos estd implicita a capacidade de se avaliar localmente o
erro de discretizacdo, fornecendo uma medida da qualidade da solucdo aproximada.
Mediante esta informacao, as técnicas de refino acima mencionadas podem ser utilizadas
para melhorar de forma eficiente a solucdo obtida.

Versao h

No refino A da malha, a ordem polinomial das fungoes de interpolacao dos elementos
permanece constante, enquanto o tamanho dos mesmos é modificado em fun¢ao de uma
estimativa de erro calculadada localmente.

A versdo h adaptativa é adequada aos casos em que a solu¢do ndo ¢ suave em todo
o dominio, tais como interfaces entre materiais diferentes, camadas limites, fronteira de
uma frente plastica, etc.

Versao p

Esta metodologia procura criar uma sequéncia .de malhas -aumentando-se
sucessivamente a ordem polinomial das fungdes de interpolagio em cada elemento e
mantendo-se a topologia da malha inalterada, até que um nivel aceitdvel de erro local
seja alcancado.

A versao p adaptativa é adequada a problemas em que asolucdo analitica nao
possui pontos de singularidade. Neste caso, a energia de deformacao da fungdo erro
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decresce exponencialmente com o aumento da ordem polinomial dos elementos, sendo,
portanto, o método de controle do erro de discretizagdo mais eficiente para esta classe
de problemas®. Em contrapartida, a principal desvantagem da versdo p é que, em
problemas cuja solugdo nao é suave, a solugdo aproximada pode oscilar nas regides de
singularidade.

Outra desvantagem deste método é que o enriquecimento das fungoes de
interpolagdo de cada elemento, em funcio de uma distribuicio adequada do erro, produz
uma malha nao conforme que deve ser compatibilizada através de alguma técnica
impedindo, com isso, a utilizagdo de cdédigos comuns de andlise por elementos finitos.

Versao hp

Neste caso as estratégias h e p sd@o combinadas, obtendo-se entao o método mais
eficiente de controle de erro para uma vasta classe de problemas®, sendo este o motivo
do grande interesse no refinamento hp adaptativo, apesar do inconveniente de que
as estruturas de dados capazes de suportar versdes combinadas s&o extremamente
complexas.

Existem vérias formas de desencadear um refino Ap adaptativo de uma malha de
elementos finitos. Uma delas, e a mais utilizada, é fazer primeiramente um refino
h adaptativo da malha, até captar as singularidades, caso presentes no problema
analisado, e em seguida realizar um refino p uniforme até atingir uma precisido pré-
estabelecida. Outra maneira é fazer, sob algum critério, uma projegio simultanea dos
parametros h ¢ p da malha em cada iteragao do problema, até atingir uma precisio
aceitavel.

A BASE HIERARQUICA TRIANGULAR DE WEBB E ABOUCHACRA

Sabe-se que o procedimento padrdo para interpolar os deslocamentos tem a
vantagem de atribuir um significado fisico aos deslocamentos, mas com o inconveniente
de que as fungbes relativas a uma determinada ordem de aproximacdo diferem
totalmente das de outra ordem e, como consequéncia, também as respectivas matrizes
e vetores resultantes. Isso faz com que, por exemplo, em um processo p ou hp
adaptativo, o sistema obtido na iteracdo anterior (para um determinado p) nao seja
aproveitado. Este inconveniente pode ser resolvido utilizando-se uma base hierdrquica,
pois, neste caso, a matriz de rigidez e o vetor carregamento relativos a um grau p
estardo contidos nas matrizes e vetores correspondentes aos graus polinomiais maiores
ou igual a p + 1. Desta maneira pode-se aproveitar a matriz de rigidez e o respectivo
vetor carregamento calculados numa iteracdo anterior, diminuindo assim o custo
computacional na montagem de um problema auto-adaptativo.

Outra importante vantagem da utilizacdo de uma base hierdrquica nas versoes
p e hp é a facilidade de forcar a continuidade no contorno inter-elementos quando
estes possuem ordens diferentes. Neste trabalho é utilizada a Regra do Minimo para
obter uma aproximagao continua (conforme) dos deslocamantos, a qual baseia-se no
fato de que os coeficientes das fungdes de interpolacdo hierdrquicas, com exceg¢ao dos
coeficientes dos valores nodais, representam desvios de linearidade, podendo-se, dessa
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forma, simplesmente eliminar a func¢io de interpolagao associada ao lado do elemento de
maior grau, de modo a compatibilizar o lado comum aos elementos de ordens diferentes.
Esse mesmo procedimento pode ser empregado para impor, automaticamente, as
condicoes de contorno homogéneas nos modos hierdrquicos.

Recentemente, foi proposto por Webb e Abouchacra’?> um novo conjunto de
funcdes de interpolacdo hierdrquicas triangulares de continuidade C°. Tais fungdes
sdo construidas a partir dos polindmios de Jacobi, cuja propriedade de ortogonalidade
resulta em um melhor condicionamento da matriz de rigidez, quando comparado com
outras fungoes hierdrquicas para tridngulos.

As fungGes hierdrquicas de Webb e Abouchacra sdo organizadas em trés categorias:
fun¢ées nodais, fungdes de aresta e funcgbes de face.

Puncées nodais: associadas aos vértices do trigngulo
Considerando um tridngulo simplex mapeado em ¢ e n (Figural), pode-se definir

trés coordenadas naturais (1, {2 e (3, da seguinte maneira,

Area P23 _ Area 1P3 Area 12P

=, = = e = — 1
! Area 123 2 Area 123 3 Area 123 o

onde 0 < (¢1,¢2,(3) <leGi+ ¢+ (=1
Dessa forma, as trés primeiras fun¢oes de interpolagao sao dadas por

Ni=(
Ny =(o (2)
N3 =(3

Note que estas sao as fungoes lineares usuais para tridngulos.

Funcées de aresta: associadas aos lados do triangulo

As funcdes de interpolacgio associadas aos lados do tridngulo, para a n-ésima ordem,
$a0 escritas da seguinte maneira

Nat1 = GGPED (G - ¢1)
Noy2 = C2C3P¢(E’12) (€3 —¢2) (3)
Nays = GG PEE (¢ - ¢3)

onde a = %p (p+1),p=2,3,...,n¢e Pi(a’ﬁ) é o polinoémio de Jacobi, definido em uma

forma recursiva como

cx+e

(.5)
Pl (z) = 2

PP @) - LR 2) (@



UM REFINAMENTO h, p E hp 29

onde Pﬁ‘{’ﬁ ) = 0, Péa’ﬁ ) =1 e as constantes b,c,e e f sdo calculadas como

u=t—1, g=a+p0+4 s=g+u, h=s+1, t=s5-1

5
b=2z’gt,c=hst,e:s(a2—ﬂ2),f=2(a+u)(,8+u)h (5)
Funcoes de face: associadas aos modos internos
Finalmente, as fun¢des de face sdo construidas como segue
k 1(2,2k+5) 22 (C2—G
Notatri = QGG (1 - (3)" P (1-2¢s) P& 1-G (6)

onde k=p—3 —1.
O esquema da numeracio utilizado neste trabalho para o conjunto de funcdes N;
(egs. 2,3 e 6) pode ser visto na Figura 1b.

(1,0,0)

@ )

Figura 1. Elemento Mestre

E importante observar que somente os coeficientes das fungdes hierdrquicas
associados aos vértices representam deslocamentos nodais, os demais graus de liberdade
estao associados & desvios da linearidade®.

A geragdo automdtica do espago de fungdes de interpolagdo hierdrquicas N; e de
suas derivadas em relacdo a & e n é feita utilizando-se o software Mathematica versio 2.2.
O algoritmo implemantado pode ser visto no Apéndice A.

Uma complicacdo adicional quando utiliza-se estas fungdes base é que, se os
elementos sdo numerados sempre no sentido anti-horario, existe uma incompatibilidade
de sinal entre as fun¢des de aresta impares comuns a dois elementos adjacentes. Isso
significa que, para obter uma malha conforme em todo o dominio, deve-se corrigir o
sinal de uma das fungdes incompativeis.
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Uma forma simples de resolver este problema é, antes de sobrepor a matriz de
um elemento, verificar, para cada lado do elemento, se as equagbes correspondentes s
funcdes de aresta impares pertencentes ao elemento vizinho j4 foram sobrepostas. Caso
nao tenham sido, as linhas e colunas relativas as fungoes de aresta impares da matriz
do elemento que estd sendo sobreposto devem ser multiplicadas por —1.

O ESTIMADOR DE ERRO DE ZIENKIEWICZ E ZHU

Pela teoria de Elementos Finitos, o errc de discretizagdo e é uma decorréncia do
particionamento do dominio 2 e da escolha das funcoes de interpolagao®. Portanto,
pode ser escrito como a diferenca entre o valor exato da solugdo u e o valor u, obtido
numericamente, sendo dado por

e=u-—u, » (7)

A norma-energia do erro ||e||2E pode ser definida como

lel)% = /Q (8u — u,)T D (du — Hu,) dO (8)

onde 9 é um operador diferencial e D é a matriz constitutiva do material.
Uma forma mais conveniente de apresentar a equacdo (8) é em termos de tensdes,
ou seja

lelz = | (0 =0, D (o~ ) do ©)

Como néo se conhece o, o cdleulo da norma-energia do erro utilizando a equagao
(9) é ainda impossivel. No entanto, uma estimativa do erro pode ser obtida se o for
substituido por o, a qual é obtida a partir de um pés-processamento de o,. Neste
trabalho utiliza-se a Técnica da Projecdo®, que consiste na obtencdo de um campo
de tensdes continuo mediante uma projecdo de o, nas funcdes base. Dessa forma, o
campo de tensdes serd considerado continuo em todo o dominio e escrito em termos
de valores nodais, empregando-se a mesma base de funcoes de interpolacdo utilizada
para interpolar os deslocamentos, ou seja, 0* = Ng*, onde N € a matriz de func¢des de
interpolagio e &* denota o vetor tensdo nodal. Sendo assim, a equagdo (9) pode ser
escrita como

lle]

ks / (N&* - 0,)" D™ (NG* — 0,,) A (10)
Q

A minimizagao da expressdo (10)resulta no seguinte sistema de equacoes

ms* =F (11)
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sendo a matriz massa de densidade unitdria m e o vetor F escritos, respectivamente,
como

m={ N'NdQ e F= / NTg,dQ (12)
Q Q

Este procedimento é equivalente a resolver um problema de minimos quadrados®.

Necessita-se, agora, mostrar uma forma possivel de utilizar o erro de discretizagao
estimado para atingir uma precisdo pré-estabelecida, mediante modificagdo dos
pardmetros h e p da malha.

O processo de sucessivos refinamentos locais, até que seja obtida uma tolerancia
prescrita, nao é eficiente. Como uma alternativa, é proposto por Zienkiewicz e Zhu'®
uma maneira de se obter uma malha quase étima, através de uma equidistribuicdo do
erro, sendo este menor do que um limite previamente estabelecido.

Seja 144 0 erro relativo global maximo admissivel e dado por

Hog = leadll (13)

1/2
(I3 + llell3)

na qual e,g é 0 erro maximo admissivel HupHQE ¢ a norma-energia do deslocamento
aproximado uy. :

Partindo-se da premissa de que haja uma equidistribuicdo do erro em todos os
elementos da malha, a equagdo (13) pode ser escrita como

(mllesgl2) "
(lupl + Teliz)™””
Vi [l
(i, + i)
(el 4 pel)
\/7;

onde ||e¢,||; ¢ a norma-energia do erro admissivel do e-ésimo elemento e m € o nimero
de elementos da malha.

Dessa forma, pode-se difinir o pardmetro de enriquecimento local da malha como

Nad =

llezal z = 7ad

(13)

Quando utiliza-se um refinamento p adaptativo da malha, tem-se que para s > 10
elemento serd enriquecido. Nesse trabalho, o incremento da ordem polinomial dos
elementos ¢ unitdrio em cada iteragdo. No entanto, pode-se fazer uma projecdo
(extrapolagdo) da solucdo obtida na i-ésima iteracio de forma a estimar a nova ordem
de um dado elemento, mediante uma andlise da taxa de convergéncia local do elemento®.
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Sabe-se que este tipo de estimador de erro ndo funciona bem para elementos de
ordem elevada'®, sendo portanto utilizado neste trabalho apenas como um indicador
de erro nos problemas p adaptativos. O termo indicador de erro é empregado para
denotar uma estimativa, geralmente grosseira, do erro em um determinado elemento
da malha. Os indicadores de erro fornecem, apenas, informacoes para o controle de um
refinamento adaptativo, ndo quantificando, de forma satisfatéria, o erro de discretizagao
cometido’.

No caso de tratar-se de um enriquecimento ~ adaptativo é necessdrio calcular o
novo tamanho do elemento A, o que pode ser realizado assumindo uma convergéncia
assintética da solucao de elementos finitos a nivel global, ou seja

el < ah™in®) (16)

onde A é uma constante positiva que depende da intensidade das singularidades, caso
presentes no problema.
Dessa forma, pode-se escrever a expressdo elementar (15) como
o (he)mm(ﬁ;)\)

o (hg)min(p,)\) (]‘7)

K&

Sabe-se que para uma malha Stima a dependéncia de A é eliminada’®. Embora

a malha n#o seja 6tima, é bastante rasoivel predizer o novo tamanho do elemento
reescrevendo a equagio (17) da seguinte maneira

he = (%) | (18)

Assim, a cada elemento e da malha, estd associado um novo valor de tamanho ideal
he.
n

FORMULACAO DO PROBLEMA DE FLEXAO
DE PLACAS SEMI-ESPESSAS

Considerando um sistema cartesiano de referéncia (z, y, z), pode-se caracterizar
uma, placa como uma estrutura que possui uma dimensao muito pequena, comparada
com as outras duas dimensoes.

O dominio de interesse §! de uma placa é denotado da seguinte maneira

t t
Q={(x,y,z)€R3|zE {—5,5},(x,y)ESCR2} (19)
sendo S a projecio do dominio € sobre a superficie de referéncia e ¢ a espessura da
placa.
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As equagbes cinemdticas de uma placa semi-espessa, segundo a teoria de Reissner-
Mindlin, sdo aproximadas por”

Um(l‘, Y, z) ~ —z@z(x,y)
uy(xayaz) ~ —z0y(ac,y) (20)
ux(z,y,2) = w(z,y)

sendo u; e u, os deslocamentos nas direcbes = e y, u, 0 deslocamento na dire¢do
transversal z e ; e 6 as rotagdes da superficie de referéncia normal ao planos zz e yz,
respectivamente.

Como na teoria de Reissner-Mindlin utiliza-se a hipdtese de que a tensdo normal
transversal é nula (o, = 0), o principio dos trabalhos virtuais pode ser expresso da
seguinte maneira ®

/ ((56?0’/‘ +dela, - 6uTb) dQ — / sul'qdS =0 (21)
Q S

sendo du o vetor deslocamentos virtuais, de; e de, os vetores deformacdes virtuais
devido & flexao e ao cisalhamento transversal, respectivamente, o ¢ as tensbes devido &
flexao, o5 as tensdes devido ao cisalhamento transversal , b o vetor for¢a de corpo e q o
carregamento transversal distribuido por unidade de 4rea (o carregamento de fronteira
foi eliminado por simplicidade de apresentacio).

Introduzindo em (21), as relagdes constitutivas, as equagdes cineméticas
linearizadas e as funcoes de interpolacdo de Webb e Abouchacra, pode ser obtido,
apos o processo de integracdo?®, o sistema de equagoes

Ku, =f (22)

sendo K a matriz de rigidez global da estrutura, u, o vetor deslocamentos generalizado
e f o vetor carregamento consistente generalizado.

Particularizando-se a equagdo (11) para o estado de tensdes atuantes em uma placa
de Reissner-Mindlin, tem-se

mM;=F; ¢ mQ,=F, (23)

—x , . —
onde M; ¢é o vetor momento resultante suavizado e Q, o vetor esforco cortante
resultante suavizado. Os vetores F; e F, sdo dados, respectivamente , por

F, = / NTM;dQ? o F,= / NQ,d0 (24)
Q2 Q

sendo My o vetor momento resultante Q, e o esforco cortante resultante calculados via
Elementos Finitos. E importante observar que a resolugdo do sistema de equagbes (23)
é extremamente custosa. Uma alternativa para diminuir o custo computacional deste
processo é desenvolver uma forma de diagonalizar a matriz massa m.

Neste trabalho adotou-se uma forma alternativa para diminuir o custo no cdlculo
de M} e Q;, que consiste em resolver (23) a nivel de elemento e em seguida fazer uma
média aritmética dos valores nodais encontrados. Muito embora isto possa parecer o
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mesmo que calcular My e Q, diretamente nos nds, este procedimento fornece resultados
melhores, pois sabe-se que os pontos de integragdo sdo locais onde obtém-se os melhores
valores para as tensoes’.

ASPECTOS COMPUTACIONAIS

O problema da implementagdo computacional de novos procedimentos em um
programa de Elementos Finitos visando aproveitar a estrutura computacional j4
existente, pode tornar-se extremamente trabalhoso quando utiliza-se uma filosofia de
programagcdo procedural. Neste sentido, a filosofia de programagao orientada a objetos
fornece uma estrutura de trabalho que induz o programador a desenvolver seus c6digos
de forma modular, organizando o trabalho em classes. Esta particularidade, quando
devidamente utilizada, oferece vantagens no gerenciamento de grandes estruturas
computacionais, na atualizacdo do cédigo e na incorporacdo de novos procedimentos.

Neste trabalho sao exploradas as potencialidades oferecidas pela filosofia de
programacdo orientada a objetos, mediante a utilizacdo dos recursos ja existentes no
ACDPOOP®, ACDPFEM* e no gerador de malhas 2D ARANHA3 o qual basia-se
em técnicas ndo estruturadas frontais para discretizacdo de dominios arbitrérios, e
a implementacao de novos procedimentos (classes) compativeis com estes, de modo
a desenvolver uma estrutura computacional, capaz de gerenciar a complexidade das
informagbes inerentes a versdes h, p e hp adaptativas. Assim, durante o processo
iterativo, esta estrutura computacional permite gerenciar, entre outros:

a) O aumento do nimero de graus de liberdade associados com cada modo hierarquico;

b) O consequente aumento do tamanho das matrizes e vetores globais;

¢) A construgio automéatica do espago de fungdes de interpolacéo para qualquer ordem
polinomial; .

d) A compatibilizagdo das fungbes de interpolagdo entre elementos de diferentes
ordens;

e) A imposicdo automética das condicées de contorno homogéneas nos modos
hierarquicos;

f) A compatibilizacio de sinal das funces de aresta impares de elementos adjacentes;

g) O célculo do erro e definicdo dos pardmetros h e p da nova malha.

E importante ressaltar ainda que, devido & caracteristica modular dos
procedimentos implementoados neste trabalho, a aplicabilidade da estrutura
computacional desenvolvida néo se limita apenas & adaptavidade de placas de Reissner-
Mindlin, sendo facilmente extendida a outras classes de problemas.

RESULTADOS NUMERICOS

Na analise dos resultados é discutido primeiramente o fenémeno de locking,
caracterizado por uma excessiva rigidez da estrutura quando o modelo empregado
possui uma espessura muito reduzida. Em seguida é realizado um estudo de
convergéncia via enriquecimento h, p e hp da malha, mediante uma analise comparativa
entre as diversas técnicas de refino abordadas neste trabalho.
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Anadlise do fendmeno de locking

Para anilise do fenémeno de locking sao resolvidos numericamente trés problemas
submetidos a um carregamento transversal uniformemente distribuido, quais sejam,
placa quadrada simplesmente apoiada (Figura 2), placa quadrada engastada (Figura 4)
e placa circular engastada (Figura 6), sendo feita, em todos os casos, uma variacdo da
espessura t do modelo.

Placa quadrada simplesmente apoiada

O problema de uma placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a um
carregamento transversal uniformemente distribuido €’ resolvido utilizando-se ordem
polinomial p = 3 ¢ 4. O modelo empregado (Figura 2a) é discretizado com cinquenta
elementos finitos, considerando a dupla simetria, como é mostrado na Figura 2b. As
caracteristicas geométricas da placa, as propriedades do material e a discretizacao
utilizada s&o mostradas na Figura 2. Note que o pardmetro ¢ do modelo é variado
em uma faixa de 10 < L/t < 106.

f
/
E= 210x10° MPa
L t = variavel RN
v= 03
L=10m
x Q9= 1MPa
_lt
llllllllllldll“lll
////I////I///////////////// —f
(a) ()

Figura 2. Placa quadrada simplesmente apoiada, submetida a um carregamento
transversal uniformemente distribuido: a) modelo empregado € b) malha
utilizada

Os deslocamentos transversais w no centro da placa sao normalizados, utilizando-se
a solugao de placa fina de Timoshenko e Woinowsky-Krieger'®, dada por

L4
Weentral = 0, 004062 qD (25)

sendo D a rigidez de flexao, isto é

Et?
D= 12(1 = 12) (26)
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Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 3, onde nota-se uma concordancia
com a solugdo analitica de placa fina a partir da relacio L/t > 102, o que era esperado,
visto que para relagées I/t dessa ordem o modelo de Reissner-Mindlin utilizado neste
trabalho tende & teoria de placa fina de Kirchoff. Ressalva-se ainda que, neste caso,
nao é detectada qualquer perturbacao nos resultados, inclusive para os problemas cuja

espessura é extremamente reduzida, ndo manifestando-se, portanto, o fenémeno de
locking.
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B } =¢>-~ Ordemp=3
2 \
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= i
= v
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N \
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g
t 104 — 2
8 8
2 8
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1.02 —
§ 8.
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Figura 3. Deslocamento normalizado do né central em fungio da relacdo L/t

Placa quadrada engastada

Uma placa quadrada engastada, submetida a um carregamento transversal
uniformemente distribuido é analisada. O modelo empregado (Figura 4a) ¢ discretizado
com cinquenta elementos finitos de ordem polinomial p = 3 e 4, considerando a dupla
simetria, como é mostrado na Figura 4b. As caracteristicas geométricas da placa
(10 < L/t < 10%), as propriedades material e a discretizagao utilizada sido mostradas
na Figura 4.

Os resultados obtidos para deslocamentos transversais normalizados no centro
da placa sdo apresentados na Figura 5. A normalizacdo dos deslocamentos ¢ feita

utilizando-se a solugdo de placa fina de Timoshenko e Woinowsky-Krieger'®, que é
escrita como

L4
Weentral = 0, 001260 % . (27)

na qual a rigidez de flexdo D é dada por (26).
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Pela andlise da Figura 5, nota-se que os resultados obtidos para ordem polinomial
p = 4 sao coincidentes com a solucdo analitica de placa fina a partir da relagao
L/t > 10%. No entanto, quando utiliza-se ordem p = 3 é verificado um enrigecimento
do modelo na faixa 102 > L/t > 10* e uma posterior estabilizacio da resposta para
L/t > 10%.

Apesar da perturbagdo verificada nos resultados obtidos para ordem p = 3, o
fenémeno de locking ainda ndo é caracterizado, uma vez que, mesmo com a reducao da
espessura do modelo, a solugio mantém-se estével a partir de L/t = 10%.

AN

E= 210x10° MPa '
.............. L t = variavel | /
v= 03 : /)
L=10m [ /
=x 9=

| | 1 MPa L7\ D
R SO

(a) : (b)

Figura 4. Placa quadrada engastada, submetida a um carregamento transversal
uniformemente distribuido: a) modelo empregado e b) malha utilizada,
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Figura 5. Deslocamento normalizado do né central em funcéo da relagdo L/t
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Placa circular engastada

O problema de uma placa circular engastada, submetida a um carregamento
transversal uniformemente distribuido, é resolvido utilizando-se ordem polinomial p = 3
e 4. As caracteristicas geométricas da placa, as propriedades material e a discretizagao
utilizada sdo mostradas na Figura 6. Neste caso, o pardmetro ¢ do modelo € variado
em uma faixa de 1 < 2R/t < 10°. O modelo empregado (Figura 6a) é discretizado com
noventa e um elementos finitos, considerando a dupla simetria, como é mostrado na
Figura 6b.

E =210x10’ MPa
t = variavel

v =03

q =1MPa

R =500 mm

(a) (b)

Figura 6. Placa circular engastada, submetida a um carregamento transversal
uniformemente distribuido: a) modelo empregado e b) malha utilizada

Nesse caso é utilizada a solucio de placa semi-espessa de Reissner , dada por Van
der Wéeen'!, para normalizar os deslocamentos, ou seja

R4
Weentral — 3—45 (1 + 20) (28)

na qual D é dada pela equacio (26) e a constante c é escrita como

=50 (7) )

sendo k o fator de corre¢ido de Reissner, dado por k¥ = % (ref.”).

Pela analise dos resultados obtidos (Figura 7), nota-se uma concordéncia com a
solucdo analitica de placa semi-espessa para ordem polinomial p = 4 em uma ampla
faixa 2R/t. No entanto, quando o problema é resolvido utilizando-se ordem p = 3 o
locking manifesta-se provocando um apreciavel enrigecimento no modelo, com a redugao
da espessura da placa a partir de 2R/t > 2,10%.
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Figura 7. Deslocamento normalizado do nd central em fun¢éo da relagdo 2R/t

E importante observar ainda que, neste caso, o fendmeno de locking estd
nitidamente caracterizado uma vez que nao hi qualquer sinal de recuperagdo da
resposta para p = 3 na faixa 2R/t > 2,10%.

Anilise de convergéncia via enriquecimento h, p e hp da malha

No estudo de convergéncia via enriquecimento h, p e hp da malha, ¢ resolvido
numericamente o problema de uma placa quadrada engastada, submetida a uma
carga concentrada no centro (Figura 8) e o problema de uma placa rémbica
simplesmente apoiada, submetida a um carregamento transversal uniformemente
distribuido (Figura 13).

Neste trabalho, o processo de refinamento Ap adaptativo é desencadeado mediante
uma projecao simultinea dos parametros /4 e p da malha em cada iteracao do problema,
ou seja, primeiramente ¢ feito um incremento unitirio da ordem polinomial dos
elementos cujo erro é maior que o aceitavel (k > 1), em seguida é calculado 0 novo
tamanho do elemento através da equagdo {18). Esse precesso é repetido até que seja
atingida uma precisdo pré-estabelecida (k < 1).

Em ambos os casos é utilizado o estimador de erro de Zienkiewicz e Zhu'®, descrito
anteriormente, como indicador de erro para guiar o processo de refino adaptativo.

Placa quadrada engastada

Para andlise comparativa entre as diversas técnicas de refino de malha estudadas
neste trabalho é utilizado um modelo de placa quadrada engastada, submetida a um
carregamento transversal concentrado no centro (Figura 8). Neste modelo também
utilizou-se simetria, discretizando-se um quadrante da placa com cinquenta clementos
finitos, como pode ser visto na Figura 8a.
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|
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Figura 8. Placa quadrada engastada, submetida a um carregamento transversal
concentrado no centro: a) modelo empregado e b) malha utilizada

Na Figura 9 sdo apresentados os resultados para deslocamento transversal no centro
da placa, sendo este normalizado em relacdo & solugdo obtida para uma malha com
p uniforme igual a 10. Neste grifico pode-se notar claramente que quando utiliza-
se refinos adaptativos da malha tem-se uma substancial diminui¢do do nimero de
equagdes (nesse caso da ordem de quatro vezes), em relagdo ao refino p uniforme, para
obter a mesma solucdo em termos de deslocamentos. Portanto, mediante um refino
auto-adaptativo, consegue-se uma diminui¢do considerdvel do custo computacional para
montagem e resolucdo do sistema de equagoes.

1.0000 --+— R
o p=10
~ - =8
o e
3 o
2 0.9996 - i/ p=6
2
£
o
b=
1
5 09992 — a— -
§ Convergénciah.p e hp
2
€ ; &> p-Uniforme
[ oo
Rl - (O~ p-Adaptativo
o f
é i W h-Adaptativo  ;
E 0.9984 — j AN hp-Adaptativo
[%]
a p=4 | — — Soluggop=10
09980 —+ - — — — T , :
2000 4000 6000 8000

Numero de Equagdes

Figura 9. Convergéncia via enriquecimento h, p e hp adaptativos, comparada ao refino
p uniforme da malha



UM REFINAMENTO h, pE hp 41

E interessante observar que, para este caso, as estratégias de refino adaptativo
apresentam resultados muitos similares, do ponto de vista de taxa de convergéncia,
no entanto, ao utilizar-se um refino p adaptativo é necessario um niimero maior de
iteragoes para chegar & mesma solugdo obtida via enriquecimento h e hp adaptativos.

As Figuras 10, 11 e 12 mostram o resultado final obtido apds o processo iterativo
de refinamento &, p e hp adaptativos. Em todos os casos pode-se notar um refinamento
concentrado na regido préxima ao local onde é aplicado o carregamento, o que era
esperado, visto que esta é uma regido onde tem-se elevados gradientes de tensdes,
apresentando, portanto, os maiores erros de discretizac¢do. Isso mostra que o estimador
de Zienkiewicz e Zhu'®, fornece bons resultados como indicador de erro para as versdes
adaptativas aqui estudadas.

Figura 10. Refino obtido apds processo h adaptativo (97 elementos)

INFORMATION:

Pdlette:

1.000000E+01
9.625000B+00
9,250000B+00
8.875000B+00
8.500000B+00
8.125000E+00
7.7500008+00
7.3750008+00
7.000000E+00
6.625000E+00
6.250000E+00
5.875000E+00
5.500000E+00
5.125000E+00
4.750000E+00
4.375000E+00
4.000000E+00

(a ' (b)

Figura 11. Refino obtido apés processo p adaptativo: a) malha com 50 elementos e
b) distribuicdo da ordem polinomial p
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INFORMATION:

Palette:

6.000000E+00
5.875000E+00

5.750000E+00
5.625000E+00
5.500000E+00
5.375000E+00
5.250000E+00
5.125000E+00
5.0000008+00
4.875000E+00
4.750000E+00
4.6250005+00
M 4.500060E+00
{14.375000E+00
4.250000E+00
4.125000E+00
4.000000E+00

@) (b)

Figura 12. Refino obtido apds processo hp adaptativo: a) malha com 62 elementos e
b) distribui¢do da ordem polinomial p

Placa rombica simplesmente apoiada

Uma placa de forma rémbica simplesmente apoiada, submetida a um carregamento
transversal uniformemente distribuido (Figura 13) é analisada através das técnicas
de refino p uniforme e h, p e hp adaptativos, sendo feito, em seguida, um estudo
comparativo entre as referidas estratégias. Neste caso, devido a dupla simetria do
problema, também discretizou-se apenas um quarto do dominio com cinquenta e oito
elementos finitos, conforme pode ser observado na Figura 13b.

y s
E = 210x10 MPa
t=01m
v= 03
L=10m

q = 10’ MPa
= L
(a)
(b)

Figura 13. Placa rdombica simplesmente apoiada, submetida a um carregamento
transversal uniformemente distribuido: a) modelo empregado e b} malha
utilizada
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Os resultados para deslocamentos do né central, normalizados em relagio a solugéo
obtida com um refino p uniforme igual a 10, sdo mostrados na Figura 14, onde nota-se
taxas de convergéncia muito superiores para os processos h, p e hp adaptativos, frente
a0 refino p uniforme (equivalente a elementos finitos padrio). E possivel notar ainda
que, neste caso, os refinos p e hp adaptativos sdo superiores ao refino h adaptativo, do
ponto de vista de taxa de convergéncia.
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0.993 - T T l . I T T : l

2000 4000 6000 8000 10000

Nimero de Equagbes

Figura 14. Convergéncia via enriquecimento h, p e hp adaptativos, comparada ao
refino p uniforme da malha

No caso, de fazer uma comparagdo do processo de refinamento p adaptativo
frente ao hp adaptativo, pode-se notar que ambos possuem uma elevada taxa de
convergénciade, no entanto, o segundo converge mais rapidamente para a solugdo,
necessitando apenas 3 iteragdes, contrario & estratégia p adaptativa que necessita de
6 iteracbes para obter aproximadamente a mesma resposta. Portanto, o refino hp
adaptativo mostrou-se ser a técnica mais eficiente de controle do erro de discretizagéo
para o exemplo aqui estudado.

Os resultados finais apds o processo iterativo de refinamento h, p e hp adaptativos
sdo mostrados nas Figuras 15, 16 e 17, onde nota-se uma semelhanga qualitativa entre
as malhas obtidas mediante as trés metodologias, ou seja, o maior refino, em todos os
casos, estd localizado no vértice cujo dngulo interno € maior. Esta regido corresponde a
um local onde h4 gradientes de tensdes elevados, qual seja, local onde tem-se os maiores
erros de discretizagao, como pode ser visto na Figura 18.
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Figura 15. Refino obtido apds processo h adaptativo (135 elementos)

INFORMATION:
Palette:

.000000E+00
.666667E+00
.333333E+00
.000000E+00
.666667E+00
.333333E+00
.000000E+00
.666667E+00
.333333E+00
.000000E+00
.666667E+00
.333333E+00
.000000E+00
.666667E+00
.333333E+00
4.000000E+00

NN O 0

(b)

Figura 16. Refino obtido apds processo p adaptativo: a) malha com 58 elementos e
b) distribui¢do da ordem polinomial p

INFORMATION:

%
YaY,

Palette:

S5
X

.000000E+00
.933333E+00
.866667E+00
.800000E+00
.733333E+00
.666667E+00
.600000E+00
.533333E+00
.466667E+00
.400000E+00
.333333E+00
.266667E+00
.200000E+00
.133333E+00
.066667E+00
.000000E+00

N
<>

R A R S I W R

(b)

Figura 17. Refino obtido apds processo hp adaptativo: a) malha com 79 elementos e
b)distribui¢do da ordem polinomial p
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@ )

(c) (d)

Figura 18. Tensfio equivalente de von Mises: a) malha inicial; b) apés refino A
adaptativo; ¢} apds refino p adaptativo e d) apés refino hp adaptativo

CONCLUSOES

Os resultados numéricos apresentados anteriormente, mostram que, quando é
utilizada a base hierdrquica de Webb e Abouchacra'? de ordem polinomial p = 3, o
efeito de locking manifesta-se em alguns casos, provocando um enrigecimento no modelo.
No entanto, para ordens polinomiais superiores a 4 nido houve, nos casos analisados,
qualquer perturbacdo da resposta, quando a espessura do modelo é reduzida. Isso
sugere que seja utilizada ordem p > 4 para discretizacao das equagoes de placas de
Reissner-Mindlin através das funcoes de interpolacao estudadas neste trabalho.

Com relacdo & andlise de convergéncia via enriquecimento A, p e hp apresentado
anteriormente é possivel verificar que através de técnicas de refino adaptativo atinge-se
altas taxas de convergéncia, superiores as obtidas com malhas p uniforme, como era
esperado. ‘

Finalmente pode-se mencionar que mediante o uso de técnicas adaptativas evita-
se com que haja um refinamento desnecessirio nas regides do dominio onde o erro é
pequeno. Com isso consegue-se reduzir substancialmente as dimensoes das matrizes
de rigidez e correspondente vetores de carregamento, sendo verificado, portanto, uma
diminuig¢io aprecidvel dos custos computacionais para montagem e resolucao do sistema
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de equagdes, em relacdo aos métodos convencionais de andlise por Elementos Finitos.
Outra importante vantagem dos métodos adaptativos é que, com eles, possiveis erros
de discretizagdo decorrentes de falta de experiéncia ou desconhecimento do problema
especifico sdo corrigidos no processo iterativo.
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APPENDIX

Apéndice A. Algoritmo para Geragdo Automética do Espago de

Elementos Finitos de Webb & Abouchacra (Mathematica 2.2)

(* Calculo das Funcoes de Interpolacao Hierarquicas e Derivadas
(* para Elementos Triangulares J.P. Webb & R. Abouchacra,

(* "Hierarchal Triangular Elements Using Orthogonal Polynomials”,
(* Int. Jounal for Num. Methods in Eng., vol. 38, 245-257 (1995)

p = 10; (* Ordem polinomial arbitraria *)
alf = 2;
NumPsi = (p+1) (p+2)/2; (* Numero de funcoes de interpolacao *)
(* Calculo de Polinomio de Jacobi para "alf"™ = 2 e "bet"™ variavel
Do [
P[0,bet] = 0; P[l,bet] = 1;
Dol
i=3j-1; u=4i-1; g = alf + bet + i; s =g + u;
h=s+1; t=s-1; b=21g t; c=hs t;
e = s (alf*2 - bet"2); £ = 2 (alf + u)(bet + u) h;
P[j,bet] = ((c x+e)/b) P[j-1,bet] - (£/b) P[j-2,bet]
{3,2,p}
]
. {bet, 0,20}
]
(* Calculo de Polinomio de Jacobi para "alf" = 2 e "bet"™ = 2 *)
Q1{0] = Q2[0] = Q3[0] = Q[O0] = O;
QL[1} = Q2(1] = Q3[1] = Q[1] = 1;
Do[ -
i=3j-1; u=i-1; g=alf +2 +1i; s =g + u;
h=s+1; t=s-1; b=21igt; c=hs t;
e = s (alf*2 - 4); f =2 (alf + u) (2 + u) h;
Qlj] = ((cy +e) / b)Qlj-11 - (f/b) Q[j-21:
Ql{j] = ({(c y1 + e) / b) Ql[3~1]1 - (£/b) Q1(j-2]:
Q2131 = ({c y2 + e) / b) Q2[j-1] - (£f/b) Q2[j-2]:
Q3[j] = ({(c y3 + e) / b) Q3[3~-1] ~ (f/b) Q3[3-2]1;
+{3e2,p)

(* Vertice *)
Psi[l] = z1; Psi(2] = z2; Psi[3] = z3;°

Do
aa = ip (ip + 1) / 2;
(* Aresta *)
yl = z2 - z1;
Psilaa+l] = z1 2z2 Ql[ip-1]; -
y2 = z3 - 2z2;
Psilaa+2] = z2 23 Q2[ip-1];
y3 = z1 - 23;
Psilaa+3] = z3 21 Q3[ip-1];

Do ([
ni =1ip - 3 - i;
x =1~ 2 23;
y = (z2 - z1)/(1 - 2z3);
(* Face *) .
Psilaa+4+i] = (z1 z2 2z3 (1-z3)”ni) P[(i+l1l,2 ni+5] Q[ni+1]

,{i,0,ip-3}
]

{ip,2,p}

]

*)
*)
*)
*)

*)
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{* Imprime Funcoes de Interpolacao e Derivadas *}
Dol
Print{"Psi{",3,"] = (",Numerator[Simplify[CForm[Psi[}]]]],"™)/",
Denominator[Simplify[CForm[Psi{j]]]]]
, 13,1, NumPsi)
]

{* Avalia em csi e eta para derivacao *)

zl = l-csi-eta;
z2 = c¢si;
z3 = eta;
(* Avalia Derivadas em Relacao a csi *)
Dol
dCsiPsi[i] = D[Psi[i], csi];
Print["dCsiPsi[",i-1,"] = (",Numerator[Simplify[CForm[dCsiPsi[i]]]],")/",

Denominator [Simplify(CForm[dCsiPsi[i]]]]]
,{3,1,NumPsi}
1

{(* Avalia Derivadas em Relagdo a eta *}

Do [
dEtaPsi[i] = D[Psi[i], etal:;
Print["dEtaPsi{",i-1,") = (",Numerator[Simplify[CForm[dEtaPsi{i]]]],")/",

Denominator[Simplify[CForm[dEtaPsi[i]]]]]
,{3j,1,NumPsi}
1



