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RESUMEN 

Neste artigo aplica-se a teoria endocrónica da plasticidade desenvolvida por Valanis A 
modelacáo do comportamento mecanico de interfaces. Resumem-se as equacóes do modelo 
endocrónico e identificam-se os parametros e funcoes materiais a obter experimentalmente. 
Como exemplos de aplicacáo e teste da teoria, utiliza-se o modelo endocrónico na caracterizaciio 
do comportamento mecanico de interfaces geotécnicas e metálicas. Descreve-se sumariamente 
um programa de elementos finitos que permite analisar problemas planos em que o 
comportamento dos materiais e das interfaces em presenca possa ser modelado pela teoria 
endocrónica. Apresentam-se também exemplos de aplicacáo e teste do programa de elementos 
finitos desenvolvido. 

SUMMARY 

In this paper the application of Valanis' endochronic plasticity theory to the constitutive 
modelling of interfaces is proposed. The equations of the endochronic model are summarized; 
the material functions and parameters to be determined from experimental tests are also 
identified. The endochronic model is applied and tested in some examples which involve 
the characterization of the mechanical behaviour of geotechnical and metallic interfaces. A 
finite element program is developed for the analysis of plane problems in which the mechanical 
behaviour of the bulk materials,and the interfaces is modelled with the endochronic theory. 
Some examples of application and test of the finite element program are also given. 
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A teoria endocrónica da plasticidade foi introduzida por Valanisl para descrever 
a resposta elasto-plástica de materiais cujo comportamento depende da sua história 
de deformacáo. Para materiais em que o estado de tensáo é funcáo da história de 
deformacáo mas náo da velocidade de deformacáo, o tempo náo é a escala apropriada 
para formular as equacóes de evolucáo. Este facto está na base da ideia proposta 
por Valanis de que cada material possui uma escala de tempo designada por "tempo 
intrínseco" que é independente do tempo natural, sendo antes uma propriedade desse 
material em relacáo ii qual as suas equacóes de evolucáo devem ser formuladas. O 
estado actual de tensáo de um material será entáo um funcional de toda a sua história 
de deformacáo expressa em termos do tempo intrínseco. 

Desde a sua introducáo, esta teoria foi aplicada A descricáo do comportamento de 
diferentes materiais: metais2, solos3 e betáo4. 

Ao contrário das teorias clássicas da plasticidade, a teoria endocrónica consegue 
explicar o comportamento elasto-plástico dos materiais e distinguir entre situacóes de 
carga e descarga sem recorrer ao conceito de "superfície de cedéncia" no espaco de 
tensóes e sem necesitar de especificar um critério de "carga-descarga". Trata-se de 
uma teoria particularmente atraente para descrever o comportamento de materiais em 
que se torne difícil precisar o início da cedéncia plástica ou em que a deformacáo plástica 
se desenvolve gradual e continuamente logo após o início do carregamento. 

Experimentalmente observa-se que muitas interfaces exibem precisamente este 
tipo de comportamento elasto-plástico. Assim, neste artigo, adapta-se o modelo 
endocrónico ii descricáo do comportamento meciinico de interfaces. Entre outros 
modelos anteriormente propostos para o comportamento de interfaces referem-se o 
modelo hiperbólico5, os modelos de Desai61718 e o modelo de Michalowski e Mrozg. 

Na segunda seccáo deste artigo resumem-se as equacóes do modelo endocrónico e 
na seccáo seguinte apresentam-se exemplos de aplicacáo em que se faz a determinas50 
das propriedades materiais que caracterizam o comportamento sob solicitacóes normais 
e de corte de uma interface areia-betáo, o comportamento ao corte de uma interface 
entre dois solos e o comportamento ao corte de uma interface metálica. No último caso, 
para além de se modelar a relaeso entre a forqa de corte e os deslocamentos tangenciais 
também se modela o efeito de acoplamento que se reflecte no aumento da área real de 
contacto e da condutancia de interfaces com o aumento da forca de corte. 

Na quarta seccáo descreve-se sumariamente um programa de elementos finitos em 
que se implementou a teoria endocrónica da plasticidade quer para meios contínuos 
quer para interfaces. Este programa foi testado na determinacáo da carga última de 
uma coluna com uma junta inclinada e foi aplicado ao estudo da distribuicáo de tensóes 
numa interface entre um tubo e o meio elástico onde o mesmo está inserido. 

EQUACOES DA TEORIA ENDOCRÓNICA DA 
PLASTICIDADE PARA INTERFACES 

Sejam WT e w~ os deslocamentos relativos tangencial e normal, respectivamente, 
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de urna interface, isto é, os saltos das componentes tangencial e normal ao longo 
de uma superfície de possível descontinuidade no seio de um corpo. Limitar-nos- 
emos a estudar casos planos. Considere-se a decomposicáo dos incrementos desses 
deslocamentos relativos nas suas parcelas elásticas (dw5, dwN) e plásticas (dw;, dw;) 

dwN = dwN + dw; (a 
em que as parcelas elásticas se relacionam com os incrementos de tensáo de corte (dr)  
e de tensáo normal (da) por 

K$ e KN sáo os coeficientes de rigidez elástica para os comportamentos tangencial e 
normal da interface, respectivamente. 

O incremento de tempo intrínseco para uma interface é definido por 

definindo-se também os incrementos de tempo intrínseco tangencial e normal dzT e 
dzN, respectivamente, que se relacionam com o incremento de tempo intrínseco total 
d t  através de 

FT e FN sáo funcóes de endurecimento tangencial e normal, respectivamente, e k é um 
parametro material que determina a intensidade do acoplamento entre as deformacóes 
de corte e normal. 

Para transformacóes isotérmicas e com pequenas deformacóes as equacóes 
constitutivas da teoria endocrónica sáo 

em que p(zT) e +(zN) sáo núcleos singulares que satisfazem a condiciio p(0) = B(0) = oo, 
mas que siio integráveis no domínio O 5 z < oo e, de acordo com Valanis4, podem ser 
aproximados através de um número finito de termos de séries de Dirichlet: 
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A,, a,, B; e p; siio constantes positivas (finitas). Como consequencia, as equacóes (8,9) 
podem ser escritas na forma alternativa 

em que as grandezas QT e Pi devem satisfazer as equacoes diferenciais 

A partir das equacoes (1-7, 12-15) é possivel escrever as equacóes constitutivas da 
teoria endocrónica da plasticidade para interfaces na forma incrementallO: 

dt = D dw + dH, , 
em que 

Simultaneamente, o incremento de tempo intrínseco deve satisfazer a equacáo 
quadrática (cf.(3-7, 12-15)) 

e os incrementos das grandezas Q, e P; devem satisfazer as equacóes (cf.(l-4, 6, 7, 14, 

15)) 
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OS coeficientes ao, a l ,  a l ,  A, Q ,  B,  P, K& e l?+ que figuram nas equacóes incrementais 
anteriores tem as seguintes definicóes: 

1  2 1  2 
a0 = 1 - 

( A  t a;)2 (3 - ( B  t k;)2 (3 (21) 

K+Q dwT 
al = 

k  
t -K& e dwN ] (22) 

- [ ( A  t $).F, ( B  + K & ) 2  FI 
2 

a2 = 
k2 

- [ (  ' ( B + I ? & ) ~  (K& dwN)' J (23) 

n n 

A = EA. 4 = E a T ~ T  
r=l r = l  

(24) 

m m 

B  = CB; P = C P ~ B ;  
i=l i=l 

(25) 

A  
K$ = - e B  

A K N  = - 
1  + B l + q  (26) 

As equacóes (16-26) fornecem um processo simples para incrementalmente 
actualizar as tensóes o qual, de um ponto de vista computacional, é mais atraente 
do que o cálculo dos integrais nas equacóes (8,9). 

Os parametros e funcóes materiais da interface a determinar com base em testes 
experimentais sáo os seguintes: os coeficientes de rigidez elástica K& e K$, as funcóes 
de endurecimento FN e FT, os núcleos 4 ( z N )  e p(zT) e o parametro de acoplamento k.  
O seu modo de determinacáo é indicado em334J0. 

A forma do modelo utilizada neste trabalho permite modelar apenas o 
comportamento de interfaces que sofram adensamento durante os ensaios de corte. Para 
a modelacáo do comportamento dilatante Valanis e Peters" propuseram recentemente 
versóes modificadas da teoria endocrónica. 

Em todas as equacóes apresentadas nesta seccáo admitiu-se que a interface 
transmite tensóes de compressáo (a > O )  e que a componente elástica do deslocamento 
relativo normal da interface é também positiva ( w k  > O ) .  

M O D E L A ~ A O  DO COMPORTAMENTO 
MECANICO DE INTERFACES 

Comportamento normal e ao corte de urna interface areia-betiio 

Nesta seccáo aplica-se a teoria endocrónica da plasticidade i modelacáo do 
comportamento mecanico de uma interface areia-betBo, utilizando-se resultados 
experimentais obtidos por C.S. Desai e outros6~'. A rigidez elástica normal KN, a funcáo 
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de endurecimento FN e o núcleo @(ZN) foram determinados a partir de um ensaio de 
compressiio da interface'. A rigidez elástica de corte KT, a funcáo de endurecimento FT 
e o núcleo p(zT) foram determinados a partir de ensaios de corte directo da interface6. 

a) Rigidez elástica normal K%. 

Figura 1. Comparaciio entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo 
num ensaio de compressáo de uma interface areia-betiio. 

Na Figura 1 observa-se que a rigidez normal náo é constante ao longo do ensaio 
e que as curvas de descarga e de recarga náo se sobrepoem. Observa-se ainda que o 
declive da tangente A curva no início dos trocos de recarga é aproximadamente o mesmo 
pelo que Ii& náo depende de w;. No entanto K& nao é constante pois o declive no 
início das descargas é diferente do declive no início das recargas. Adoptou-se entiio a 
forma 

semelhante & utilizada por Valanis para areias3; Iio é o declive da tangente A curva no 
início do carregamento e as constantes Kl e m sáo determinadas com base nos declives 
das curvas do ensaio no início das descargas e das recargas". Obteve-se 

b) Funcáo de endurecimento FN 
Conhecido o valor da rigidez elástica para o comportamento normal da interface 

K& é possível separar as parcelas elástica e plástica do deslocamento normal relativo e 
tracar a curva a(wN)  para este ensaioI0. Verifica-se que esta resposta é essencialmente 
linear podendo ser aproximada por uma funcáo do tipo 



em que a0 é a ordenada na origem e aop é o declive dessa recta. Se as curvas de descarga 
e recarga coincidissem o núcleo $(zN) seria um delta de Dirac3 ($(%N) = ffo6(ZN)). 
Nesse caso 4 tomaria valores náo nulos apenas na vizinhanca de z' = m, pelo que, 
atendendo ao teorema do valor médio e as equacoes (5,7,9), a tensalo normal seria dada 

Por 

U = F N I N  $(zN - r') dt '  = UOFN (30) 

e a funcáo de endurecimento por 

Procedendo deste modo, como primeira aproximacáo para o caso presente, obteve-se o 
valor de B 

c) Núcleo q5(zN) 
Atendendo a que a0 tem o valor aproximado de 

00. = 6.46 psi , (33) 

definindo a* por 

e relacionando z~ com w& de acordo com (cf.(5,7,31)) 

foi possível, tal com em3J0, tracar a curva que relaciona (uo - u*) com ZN na primeira 
recarga do ensaio. Esta curva foi seguidamente aproximada pelo método de Prony12 
obtendo-se uma primeira aproximacáo para o núcleo q5(zN)lo. Uma vez que, neste 
caso, as curvas de descarga e de recarga do ensaio sáo bastante distintas uma da 
outra, a funcáo q 5 ( ~ )  náo é bem aproximada por um delta de Dirac. Por isso esta 
aproximacáo inicial foi seguidamente melhorada, por tentativas. Obtiveram-se bons 
resultados utilizando apenas dois termos no desenvolvimento em série na equacáo (11): 

com 
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d) Rigidez elástica de corte KT 
Pretendeu-se modelar a resposta registada durante o primeiro ciclo de carga, 

descarga e recarga de um ensaio de corte directo sob pressáo constante ( a  = 28psi) 
de uma interface entre areia (densidade relativa D, = 80%) e betáo, realizado com um 
deslocamento imposto máximo igual a 0.05 inch6. Verifica-se que o declive da tangente 
% curva no início dos trocos de carga, de descarga e de recarga é sensivelmente o mesmo, 
pelo que KT é aproximadamente constante. O seu valor é o declive dessas tangentes 
nesses pontos. Obteve-se 

e) Funcáo de endurecimento FT 
A funcáo de endurecimento ao corte em interfaces deve reflectir o efeito da pressáo 

normal na resposta ao corte e na tensáo de rotura por corte. Adopta-se portanto para 
FT a forma 

FT = FT (a)  

independente do tempo intrínseco t. Caso se pretendesse modelar a resposta ao 
longo de diversos ciclos do ensaio, FT dependeria também do tempo intrínseco z. 
No caso presente a funcáo de endurecimento depende apenas do ingulo de atrito 
da interface. Analisando as envolventes tensáo tangencial máxima/tensáo normal 
apresentadas em6 verifica-se que a re1acá.o entre a tensáo tangencial máxima e a tensáo 
normal é aproximadamente linear, tendo a forma (para o primeiro ciclo) 

A funcáo FT foi normalizada por forma a ser unitária para a pressáo normal de 
referencia a~ = 28 psi. Obteve-se 

FT = T m a x a  = 0.2637 + 0.0263 O . 
~ r n a x  (UR) (41) 

f )  Núcleo p(zT) 
Para determinarp(zT) comece-se por escrever (8) na forma 

em que 

e al é o valor de z no final da fase de compressáo normal do teste. O núcleo p 
é determinado resolvendo a equacáo integral (42) após a determinas20 de ~ ( y )  e de 
(dwT/dy)(y). Para determinar estas funcóes note-se que, conhecida a rigidez elástica 
para o comportamento ao corte KT, é possível separar as parcelas elástica e plástica do 
deslocamento tangencial relativo na interface e tragar a curva de T em funcao de w;; 
por outro lado tem-se4J0. 
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em que 

e al é a tensáo normal durante a fase de corte do ensaio. Utilizando agora o esquema 
numérico exposto em1°113 é possível resolver (42) e determinar o núcleo p. Para esta 
interface obteve-se 

com 

g) Parametro de acoplamento k 
O parametro de acoplamento k reflecte fundamentalmente a dependencia da parcela 

plástica do deslocamento relativo normal em relacáo á parcela plástica do deslocamento 
relativo tangencial. A sua determinacáo correcta seria necessária para modelar a 
resposta normal durante um ensaio de corte, isto é, para avaliar o adensamento da 
interface. Como nao dispomos de resultados experimentais que permitam caracterizar 
este comportamento náo é possível determinar o valor do parametro k. A influencia 
deste parametro na modelacáo das curvas da tensáo normal em funcáo do deslocamento 
relativo normal a(wN) e da tensáo tangencial em funcáo do deslocamento relativo 
tangencial r(w+) é insignificante tendo-se por isso considerado 

Nas Figuras 1 e 2 comparam-se os resultados experimentais com os resultados 
fornecidos pela teoria endocrónica para os parametros e funcóes determinados para a 
interface. A aproximacáo conseguida é bastante satisfatória. 

Comportamento ao corte de uma interface areia-argila 

Nesta seccáo aplica-se a teoria endocrónica da plasticidade ii modelacáo do 
comportamento mecanico de uma interface entre um solo arenoso e uma argila, 
utilizando resultados experimentais obtidos por Mateus da Silva1*. Uma vez que só 
se dispos de resultados obtidos em ensaios de corte náo foi possível modelar a resposta 
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Figura 2. Compara~;ao entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo 
num ensaio de corte sob tensiio normal constante de uma interface areia- 
betiio. 

normal desta interface. Assim, admitiu-se que a resposta da interface sob solicita~óes 
normais é elástica linear com uma rigidez elevada, modelando-se exclusivamente a sua 
resposta sob solicitacóes de corte. As propiedades materiais determinadas para esta 
interface sao: 

Ii'S = 11980 KNm-2 cm-' (49) 
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Figura 3. Comparacáo entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo 
em ensaios de corte para diferentes níveis de tensáo normal. 

Na Figura 3 comparam-se os resultados experimentais obtidos por Mateus da Silva14 
corn os resultados fornecidos pelo modelo. 

O modelo foi também testado num ensaio especial n5.o utilizado na determina550 
dos parimetros materiais. Este ensaio de corte iniciou-se corn o provete sujeito a uma 
tensáo normal de 200 KN/m2 a qual foi aumentada até 400 KN/m2 quando a tensi5.o de 
corte aplicada era aproximadamente igual a 100 K N / ~ ~ .  O ensaio de corte prosseguiu 
entáo corn a tens5.o normal de 400 K N / ~ ~  e corn o aumento da tensáo de corte até 
cerca de 200 K N / ~ ~ ,  posto o que se seguiu uma descarga por invers5.o do sentido do 
movimento da caixa de corte. Na Figura 4 comparam-se os resultados experimentais" 
corn os resultados obtidos corn o modelo e os parametros materiais (49-52). 

E 
\ o p o n t o s  e x p e r i m e n t a i s  C1Ll 
Z 
1 - c u r v a  d o  m o d e l o  

b 
u 3000 F 

5 Desiocament o Tangenciai Relat ivo w,Ccml 
e- 

Figura 4. Comparacáo entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo 
num ensaio de corte de um provete corn varias50 da tensáo normal. 
1-Aumento da tensáo normal; 2-Diminui~;áo da tensáo tangencia1 
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Comportamento ao corte de uma interface entre duas superficies de platina 

Courtney-Pratt e Eisner apresentam em15 resultados experimentais sobre o 
comportamento de uma interface entre superfícies polidas de platina num ensaio de 
corte sob forca normal constante. Segundo Bowden e Tabor16 o declive inicial da curva 
das tensoes de corte em funcáo do deslocamento relativo resulta da deformacáo elástica 
por distorcáo do corpo metálico utilizado no teste e náo da deformacáo da interface 
propriamente dita: a deformacáo por corte da interface é essencialmente plástica. Estes 
autores calcularam a parcela elástica dos deslocamentos e, por subtraccáo, obtiveram 
a verdadeira curva das tensíks de corte no ensaio em funcáo da parcela plástica 
do deslocamento relativo tangencial wk (ver Figura 5). Courtney-Pratt e Eisner15 
mediram também a condutincia eléctrica das superfícies em contacto durante as suas 
experiencias. Desprezando a condutincia de quaisquer películas existentes sobre as 
superfícies, a condutincia c pode ser relacionada com a área real de contacto A, pela 
expressáo 

em que ci e Al sáo os valores de c de A, no início do carregamento de corte. Na 
Figura 6 apresenta-se a relas50 obtida experimentalmente entre AT/Al e o quociente 
da forca de corte pe la forca norm'al (FIN)  no prbcesso de carregamento de corte, antes 
da ocorrencia de grandes deslizamentos. 

o ponlos experimentais C161 
- curva do modelo 

000 I 1 1 1 I 

O o 5 o 100 15. 20 o 25 0 

w: Cpml 

Figura 5. Deslocamentos tangenciais devidos deformacáo plhtica da interface. 

No decorrer dos referidos ensaios15 náo foi feita, para além da medicáo da 
condutincia já mencionada, qualquer outra medida que caracterizasse a deformacáo 
normal da interface. Apesar destas limitacoes nos resultados experimentais disponíveis 
procurar-se-á em seguida utilizar a teoria endocrónica na modelacáo simultinea do 
comportamento ao corte representando na Figura 5 e do acoplamento adicional 
evidenciado na Figura 6: aumento da deformacáo normal (com consequente aumento 
de área real de contacto e condutincia) em resultado do carregamento de corte. 

Dado que se desconhece o verdadeiro comportamento normal da interface (relacáo 
entre a pressáo u e o deslocamento relativo normal W N  em ensaios com carregamento 



Figura 6. Relacáa entre a forca de corte e a área de contacto real. 

puramente normal) a modelacáo desse comportamento pela teoria endocrónica será 
feita admitindo que a interface em questáo teria o comportamento experimental típico 
estabelecido por Woo e Thomas17 corn base nos resultados de sete artigos de diferentes 
autores. Ainda no que se refere ao comportamento normal da interface admitir-se-á, 
ao aplicar o modelo endocrónico, que esse comportamento é puramente plástico. Náo 
tendo sido efectuadas descargas e recargas normais no ensaio em questáo esta hipótese 
simplificativa nao assume relevancia especial dado que o mesmo tipo de relacóes entre 
a e WN pode ser obtido quer corn modelos elásticos quer corn modelos plásticos ou el 
asto-plásticos. Por outro lado, como os resultados finais disponíveis e que se pretende 
modelar envolvem, náo a variável cinemática que intervem na teoria endocrónica (o 
deslocamento relativo normal wN), mas sim a área real de contacto A,, utilizar-se-á 
novamente o trabalho de Woo e Thomas17 para correlacionar WN e A, de acordo corn 
o comportamento típico estabelecido por aqueles autores. 

As conclusóes fundamentais destes autores que ir50 ser utilizadas neste trabalho 
sáo as seguintes: 

i) A razáo entre a área real e a área nominal de contacto (A,/A) cresce corn a ten& 
normal adimensionalizada (u/H) de acordo corn uma lei de potencia de exponente 0.8 

ii) A diminuicáo da separacáo adimensionalizada (h/ul) é proporcional ao aumento 
do logaritmo da tensáo normal adimensionalizada (u/H) 

Para transformar a separacao normal h em deslocamento relativo normal WN 

truncou-se (tal corn emI7) a distribuicáo estatística das alturas das asperezas das 
superfícies no valor 3.5, isto é, tomou-se 

corn 
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a' é o desvio padráo desta distribuicáo. 
Determinam-se seguidamente as propriedades materiais da interface necessárias A 

sua caracterizacáo pelo modelo endocrónico. 
a) Núcleo +(zN) e funcáo de endurecirnento FN 
O comportamento normal da interface foi modelado admitindo que esta tem o 

comportamento típico caracterizado por (55). Os ensaios de corte foram conduzidos 
sob um valor máximo de tensáo normal a igual a 126 Kgf/mm215. A dureza da interface 
é 15 

tendo-se ainda adoptado para desvio padráo da distribuicáo estatística das alturas das 
asperezas das superfícies metálicas (indicadas em15 como polidas) o valor 

Admite-se que esta resposta é puramente plástica e que o núcleo $(zN) é um delta de 
Dirac 

O modelo endocrónico permite obter uma resposta de acordo com a correlacáo 
estabelecida por Woo e Thomasl' se se adoptar a funcáo de endurecimento na forma 

com 

b) Rigidez elástica ao corte Klf. 
Atendendo a o exposto anteriormente a deformacáo elástica da interface ao corte 

é desprezável pelo que, apenas por razoes numéricas, se adoptou um valor constante 
elevado 

c) Funcáo de endurecimento FT 
Náo se dispondo de resultados experimentais relativos a ensaios de corte desta 

interface sob outras forcas normais adoptou-se para funcáo de endurecimento ao corte 
o valor 
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o que corresponde a considerar que esta foi normalizada para o valor da forca normal 
correspondente a este ensaio. 

d) Núcleo p(zT) 
Dispondo-se já da curva da tensiio de corte r em funcáo da parcela plástica do 

deslocamento relativo tangencial w$ (Figura 5), é necessário construir a curva que 
relaciona a parcela plástica do deslocamento relativo normal induzida durante o ensaio 
de corte wks com a parcela plástica do deslocamento relativo tangencia1 w;. Para tal 
utilizou-se a curva experimental da Figura 6 e as correlasoes estabelecidas por Woo 
e Thomas". Atendeu-se-ainda a que a relaciio entre a área real e a área nominal de 
contacto no final do carregamento normal é igual a 

em que al é a tensáo normal do ensaio de compressáo. Na Figura 7 apresenta-se o 
resultado obtido. 

Figura 7. Parcela plástica do deslocamento relativo normal induzida durante o ensaio 
de corte. 

Se designarmos por 2; o valor do tempo intrínseco de corte z~ no final do ensaio 
de compress50 normal e se definirmos C como 

a equacáo constitutiva da teoria endocrónica para a tensáo de corte (8) toma a forma 

Para deterinar p(C) é necessário resolver (68), sendo preciso determinar em primeiro 
lugar r(C) e (dwg/dC)(C). Para isso é necessário conhecer a relaciio entre wg e (' durante 
a fase de corte do ensaio. A partir de (5-7, 9, 61, 65, 67) obtém-se que essa relacáo é 
dada increment almente por 
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que pode ser escrita na forma equivalente 

de = y(w;)dw; . 
Por integracáo numérica obténl-se a funcáo 

c = c(w;) 7 (71) 

que se representa na Figura 8. Esta funcáo é seguidamente invertida numericamente 
obtendo-se 

w: Cpml 

Figura 8. F'un~iio C(dT). 

Conhecidos T ( w ~ )  (Figura 5), wNs(w;) (Figura 7) e w;(C) (Figura 8) é agora 
possível obter as curvas T(() e (dw;/dc)(c). Utilizando estas relasoes resolveu-se 
numericamente a equacáo integral (68) de acordo com o exposto em4Jo, obtendo-se 
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p(C), cuja forma-foi por sua vez aproximada pelo método de Prony12. Obteve-se pasa 
o núcleo p(.zT) a expressáo 

com 

e) Parametro de acoplamento k 
O parametro de acoplamento k relaciona as parcelas plásticas dos incrementos de 

deslocamento relativo normal e tangencial durante a fase de corte. Segundo Valanis4 
esta relacáo tem, neste caso, a forma 

Neste caso verifica-se que o parimetro k náo poderá ser tomado constante já que 
ele cresce com a parcela plástica do deslocamento relativo normal. Adoptou-se entiio a 
forma 

com 

Nas Figuras 5 e 6 comparam-se os resultados experimentais com os resultados 
obtidos com o modelo endocrónico para os parametros e funcóes acima determinados. 
Na Figura 9 faz-se a mesma comparaqiio mas agora para um ensaio onde foram 
feitas algumas descargas e recargas na direccáo tangencial. A aproximaqáo é 
bastante satisfató~ia. Uma melhor avaliaqáo da capacidade da teoria em modelar 
o comportamento ao corte da interface metálica requereria, no entanto, resultados 
experimentais adicionais relativos a ensaios sob diferentes tensóes normais. 
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curva do  m o d e l o  

Figura 9. Relacáo entre a forca de corte e a área de contacto real no ensaio de corte 
corn realizacáo de descargas e recargas sucessivas. 

F o r m u l a ~ á o  variacional para a s  equacoes que  regem o campo de 
deslocamentos incrementais 

Sendo válida a hipótese dos pequenos deslocamentos, o Principio dos Trabalhos 
Virtuais para um corpo que ocupa um volume R corn fronteira I' e corn uma superficie 
de descontinuidade rw pode enunciar-se na forma incremental seguinte: Os incrementos 
dXj das forcas de massa equilibram os incrementos da;j do tensor das tensóes e os 
incrementos dtj do vector das tensóes em r e rw se e só se 

para qualquer campo de deslocamentos virtuais u;, suficientemente regular em R, 
compatível corn as deformacóes virtuais &rj em S1 e compatível corn os deslocamentos 
virtuais relativos wj* na superfície de descontinuidade r,. 

Discretizando o domínio R em elementos finitos planos isoparamétricos bilineares 
ou biquadráticos e a interface em elementos finitos unidimensionais (elementos de 

(e) interface sem espessura r, , e = 1,. ..,E) obtém-se, por substituicáo da equqáo 
constitutiva incremental(16) na express5.o (78) do P.T.V. e pela adopcáo de campos de 
deslocamentos incrementais e de deslocamentos virtuais de acordo corn a discretizacáo 
efectuada, a equacgo incremental de equilíbrio global 

em que K é a matriz de rigidez global, dq é o vector dos deslocamentos incrementais 
nodais, dFaP é o vector global dos incrementos das forcas aplicadas e dFpl(dz) é o vector 
global dos incrementos das pseudo-forcas plásticas de acordo corn a teoria endocrónica 
da plasticidade. 



As contribuicoes de cada elemento de interface (e = 1,. . . , E) para aquela equa@o 
sáo as seguintes: 

~ ( " 1  = lt, B ( " ) ~  D B ( ~ )  dr  @O) 

em que I'k) é a porgáo de l', pertenecente ao elemento (e) e B(F) é a matriz que 
relaciona os incrementos de deslocamento relativo dde)(x) com os incrementos dos 
deslocamentos nodais dq(") no elemento de interface. Esta relagáo tem a forma 

em que, atendendo A Figura 10, 

(e) COSO sena! -cosa -sena 
B ( ~ ) ( ~ )  = L. . . B~ (x) . . j, B?)(X) = N ~ ~ ) ( X )  -sena COSO sena -cosa 

Nje)(x) 6 a funcáo de forma associada aa nó j do elemento (e). 

Figura 10. Deslocamentos nas faces positiva e negativa da interface. 
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O programa de elementos finitos desenvolvido também permite a modelacáo de 
um comportamento elasto-plástico do dominio Q de acordo com a teoria endocrónica 
da plasticidade. As correspondentes contribuicóes de cada elemento finito plano para 
a equacáo (79) sáo da mesma natureza das contribuicóes dos elementos de interface 
acima indicadas1'. 

O problema semi-discreto a resolver é pois o seguinte: conhecidos os deslocamentos 
nodais q (e, consequentemente o vector dos deslocamentos relativos na interface w), o 
vector das tensóes t ,  o tempo intrínseco z e as grandezas materiais Q, e Pi em todos 
os pontos de integracáo de todos os elementos de interface, determinar um vector de 
deslocamentos incrementais dq tal que se verifica a equacáo incremental de equilibrio 
(79) e se verificam as equacóes (N) ,  (19) e (20) em todos os pontos de integra$% de 

todos os elementos rk). 
Técnica numérica para resolucáo do problema 

O problema discreto a resolver obtém-se aproximando os incrementos infinitesimais 
das equacoes a resolver por diferencas finitas ascendentes em que os valores de K, 
AFpl, ao, a l ,  az, QT e P; utilizados num dado passo sáo calculados com as propriedades 
materiais obtidas no final do passo anterior. Dada a náo linearidade destas equacoes é 
necessário um processo iterativo para as resolver. 

Assim, para cada incremento das forcas aplicadas, obtem-se . inicialmente os 
incrementos dos deslocamentos nodais Aq admitindo que a resposta é elástica, isto 
é, admitindo que Az = O e que, consequentemente, AFp' = O em (79). A partir 
destes valores calculam-se as deformacóes em cada um dos pontos de integracáo de 
cada elemento, obtendo-se seguidamente o incremento de tempo intrínseco Az em cada 
um desses pontos por resolucáo da equacáo quadrática (18). Esta equacáo fornece 
duas raízes que sáo reais para incrementos suficientemente pequenos3. Dessas raízes 
reais apenas uma é positiva3 sendo essa a adoptada já que, atendendo ii definicáo 
de dz, é a única que tem significado físico. Conhecido Az calcula-se AFP' e resolve- 
se novamente a equacáo (79) obtendo-se novos incrementos de deslocamentos nodais 
Aq. O processo iterativo continua até que um critério de convergencia previamente 
definido'' indique que se atingiu o equilíbrio e se satisfez a equacáo quadrática (18). 
Nessa altura actualizam-se as propriedades materiais Q, e P; (equacoes (19) e (20)), as 
tensóes e as deformasoes (deslocamentos relativos) na interface e repete-se o processo 
para um novo incremento das forcas aplicadas. 

A matriz das "constantes elásticas" D náo é modificada durante o processo 
iterativo, o que corresponde ao método da "tensáo inicial" utilizado em plasticidade 
clássica. 

Exemplo 1: Coluna com uma junta 

O programa de elementos finitos desenvolvido foi testado aplicando-o ii resolucáo 
de um problema simples cuja solucáo analítica é conhecidals. O problema consiste 
na determinacáo da carga última de uma coluna contituída por um material com 
comportamento elástico linear a qual contém uma junta inclinada, sem espessura e 
de fraca resistencia. Admitindo que a resistencia a. corte da interface é puramente 
coesiva e que a coluna tem um área unitária, a carga última será dada por'' 



MODELACÁO D E  INTERFACES GEOT~~CNICAS OU MET~LICAS 

- c' - '~lt sena cos a (86) 

em que c' é a coes% da interface e a é a sua inclinas%. O comportamento constitutivo 
da interface foi aproximado utilizando a teoria endocrónica da plasticidade. Admitiu- 
se que o comportamento normal da interface é elástico linear, com uma grande rigidez 
normal, tendo-se adoptado a seguinte relas% entre a rigidez elástica normal da interface 
e o módulo de compressibilidade do material constituinte da coluna 

O comportamento teórico da interface ao corte é puramente coesivo tendo-se adoptado 
uma coesb c' = I K N / ~ ~ .  Esse comportamento foi aproximado utilizando a teoria 
endocrónica da plasticidade e as seguintes propriedades materiaisfO: 

A análise do problema pelo método dos elementos finitos foi realizada utilizando a 
malha representada na Figura 11 para tres valores diferentes da inclinas50 da interface 
( a  = lo0, a = 20" e a = 30"). Para cada caso o carregamento axial foi aumentado 
incrementalmente e o correspondente incremento de deslocamento axial no topo da 
coluna foi calculado. Na Figura 12 apresentam-se os resultados obtidos nos tres casos. 
O cálculo termina quando em dado passo de carga o processo iterativo náo converge. 
O último ponto representado em cada curva corresponde ao último passo para o qual 
o processo iterativo ainda converge. Como se pode observar, o valor calculado de Pult 
praticamente coincide em todos os casos com o valor teórico dado por (86). 

Exemplo 2: Tubo enterrado num meio elástico 

Como exemplo de aplicacáo do programa de elementos finitos estuda-se a 
distribuicáo de tensóes numa interface entre um tubo metálico e o meio elástico onde o 
mesmo está inserido (Figura 13) e comparam-se os resultados numéricos obtidos com 
os resultados de Desailg e com a solucáo exacta do mesmo problema no caso particular 
de náo existir deslizamento ao longo da interfacelg. 

Admite-se que o solo é um meio homogéneo e elástico linear e que o material 
constituinte do tubo tem também um comportamento elástico linear. As respectivas 
propriedades sáo19 : 

Solo: 

módulo de elasticidade 
coeficiente de Poisson 
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Figura 11. Geometria e malha de elementos finitos. 

d 

-0.020 L I 
o 0.0 0.2 0.1 0.6 0.8 1.0 

p/p u i t  

Figura 12. Evolucáo do deslocamento vertical no topo da coluna. 

Figura 13. Tubo enterrado. 



Tubo: 

Et = 2.2 x 1 0 ~ ~ s i  (15.2 GPa) 
v = 0.25 . 

Desai considerou dois casos diferentes de atrito na interface correspondentes a, 
respectivamente: (i) ausencia de deslizamento; (ii) ocorrencia de deslizamento com 
atrito. Para os representar utilizou o critério de Coulomb para definir a ocorrencia de 
deslizamento 

1.1 = Iultg4 (94) 

e dois valores diferentes para tg4, respectivamente, 

Considerou ainda que o comportamento da interface sob solicitacóes normais era 
elástico linear com um coeficiente de rigidez igual a 

u.[ i n l  

Figura 14. Aproximaciio do comportamento ao corte idealizado paraa interface. 

e idealizou um modo de deformacáo da interface ao corte (Figura 14) que, pela teoria 
endocrónica, pode ser aproximado através do coeficiente de rigidez 



do núcleo p(zT) 

p(zT) = 227e-25 'T + l 0 0 0 e ~ ~ ' ~  zT + 5283e-3m0 zT , 
e das fungoes de endurecimento FT 

i) primeira situasalo: ausencia de deslizamento 

FT = 0.120560 , (100) 

ii) segunda situacalo: ocorrencia de deslizamento com atrito 

Na Figura 15 representa-se a malha de elementos finitos utilizada na análise deste 
problema. Nesta análise desprezou-se o peso do solo e do tubo. 
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Figura 15. Malha de elementos finitos. 

Nas Figuras 16 e 17 representam-se os valores de, respectivamente, a l p  e r / p  em 
funcáo do Sngulo t9 medido no sentido anti-horário a partir do eixo verical. Com 
o aumento do carregamento estes valores tendem, em cada ponto, para um valor 
constante. Nas mesmas figuras comparam-se estes resiiltados com os obtidos por 
Desailg que utilizou o método dos elementos finitos e o seu elemento de junta com 
espes~ura'~ e com os obtidos por Katonalg que utilizou elementos finitos de interface 
mistos. Possibilita-se ainda a comparacáo com a solucáo exacta do problema obtida 
por Burns e Richards e reproduzida em19 para o caso de existir uma aderencia perfeita 
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Figura 16. u / p  em funcáo de O. 
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Figura 17. r / p  em funcáo de O. 
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no contacto entre o tubo e o solo. Em ambas as situacóes (i) e (ii) se verifica que os 
resultados obtidos salo próximos dos apresentados por Desai em19 e dos obtidos por 
Katona e reproduzidos emlg. Os resultados obtidos na primeira situasalo salo próximos 
da solucáo exacta de Burns e Richards. 

Neste artigo aplicou-se a teoria endocrónica de plasticidade desenvolvida por 
Valanis ii modelagalo do comportamento meciinico de interfaces. As comparacóes 
efectuadas neste trabalho e em20 entre resultados experimentais e resultados fornecidos 
pelo modelo endocrónico mostram que este modelo fornece, de um modo geral, boas 
aproximacóes para o comportamento meciinico de interfaces. Apresentaram-se também 
alguns aspectos da resolucalo pelo método dos elementos finitos de problemas planos em 
que o comportamento dos materiais e das interfaces em presenca seja regido pelas leis 
constitutivas da teoria endocrónica da plasticidade. Nos exemplos testados neste artigo 
e emlo obtiveram-se bons resultados, o que permite encarar com boas perspectivas a 
aplicaciio do modelo e do programa desenvolvido a situacóes mais complexas. 
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