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RESUMEN

Neste artigo aplica-se a teoria endocrénica da plasticidade desenvolvida por Valanis a
modelagdo do comportamento mecanico de interfaces. Resumem-se as equagbes do modelo
endocrénico e identificam-se os parametros e fun¢des materiais a obter experimentalmente.
Como exemplos de aplicagao e teste da teoria, utiliza-se o modelo endocrénico na caracterizagio
do comportamento mecanico de interfaces geotécnicas e metalicas. Descreve-se sumariamente
um programa de elementos finitos que permite analisar problemas planos em que o
comportamento dos materiais e das interfaces em presenga possa ser modelado pela teoria
endocrénica. Apresentam-se também exemplos de aplicagdo e teste do programa de elementos
finitos desenvolvido.

SUMMARY

In this paper the application of Valanis’ endochronic plasticity theory to the constitutive
modelling of interfaces is proposed. The equations of the endochronic model are summarized;
the material functions and parameters to be determined from experimental tests are also
identified. The endochronic model is applied and tested in some examples which involve
the characterization of the mechanical behaviour of geotechnical and metallic interfaces. A
finite element program is developed for the analysis of plane problems in which the mechanical
behaviour of the bulk materials,and the interfaces is modelled with the endochronic theory.
Some examples of application and test of the finite element program are also given.
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INTRODUCAO

A teoria endocrénica da plasticidade foi introduzida por Valanis' para descrever
a resposta elasto-plistica de materiais cujo comportamento depende da sua histéria
de deformacdo. - Para materiais em que o estado de tensdo é fun¢do da historia de
deformacio mas nao da velocidade de deformagdo, o tempo nao € a escala apropriada
para formular as equagbes de evolugdo. Este facto estd na base da ideia proposta
por Valanis de que cada material possui uma escala de tempo designada por “tempo
intrinseco” que é independente do tempo natural, sendo antes uma propriedade desse
material em relagdo 3 qual as suas equaces de evolucdo devem ser formuladas. O
estado actual de tensio de um material serd entdo um funcional de toda a sua historia
de deformacao expressa em termos do tempo intrinseco.

Desde a sua introdugio, esta teoria foi aplicada a descri¢gado do comportamento de
diferentes materiais: metais?, solos® e betdo*.

Ao contririo das teorias classicas da plasticidade, a teoria endocrénica consegue
explicar o comportamento elasto-plistico dos materiais e distinguir entre situagoes de
carga e descarga sem recorrer ao conceito de “superficie de cedéncia” no espago de
tensbes e sem necessitar de especificar um critério de “carga-descarga”. Trata-se de
uma teoria particularmente atraente para descrever o comportamento de materiais em
que se torne dificil precisar o inicio da cedéncia plistica ou em que a deformagao plastica
se desenvolve gradual e continuamente logo apés o inicio do carregamento.

Experimentalmente observa-se que muitas interfaces exibem precisamente este
tipo de comportamento elasto-plastico. Assim, neste artigo, adapta-se o modelo
endocrénico & descrigio do comportamento mecdnico de interfaces. Entre outros
modelos anteriormente propostos para o comportamento de interfaces referem-se o
modelo hiperbdlico®, os modelos de Desai®"* e o modelo de Michalowski e Mroz®.

Na segunda secgio deste artigo resumem-se as equagdes do modelo endocrénico e
na seccao seguinte apresentam-se exemplos de aplicagdo em que se faz a determinagao
das propriedades materiais que caracterizam o comportamento sob solicita¢des normais
e de corte de uma interface areia-betdo, o comportamento ao corte de uma interface
entre dois solos e 0 comportamento ao corte de uma interface metalica. No iltimo caso,
para além de se modelar a relagio entre a forca de corte e os deslocamentos tangenciais
também se modela o efeito de acoplamento que se reflecte no aumento da area real de
contacto e da condutancia de interfaces com o aumento da forga de corte.

Na quarta secgdo descreve-se sumariamente um programa de elementos finitos em
que se implementou a teoria endocrénica da plasticidade quer para meios continuos
quer para interfaces. Este programa foi testado na determinagdo da carga iltima de
uma coluna com uma junta inclinada e foi aplicado ao estudo da distribui¢do de tensoes
numa interface entre um tubo e o meio eldstico onde o mesmo esta inserido.

EQUACOES DA TEORIA ENDOCRONICA DA
PLASTICIDADE PARA INTERFACES

Sejam wr e wy os deslocamentos relativos tangencial e normal, respectivamente,
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de uma interface, isto é, os saltos das componentes tangencial e normal ao longo
de uma superficie de possivel descontinuidade no seio de um corpo. Limitar-nos-
emos a estudar casos planos. Considere-se a decomposi¢io dos incrementos desses
deslocamentos relativos nas suas parcelas eldsticas (dw§, dw$;) e plasticas (dwh, dwy;)

dwr

dws + duwh n

duoy = dwy + duv¥ (2)

em que as parcelas eldsticas se relacionam com os incrementos de tensio de corte (dr)
e de tensao normal (do) por

. dr
R do

K5 e K§; sao os coeficientes de rigidez eldstica para os comportamentos tangencial e
normal da interface, respectivamente.
O incremento de tempo intrinseco para uma interface é definido por

d2? = |dwh? + KYdwR | , (5)

definindo-se também os incrementos de tempo intrinseco tangencial e normal dzr e
dzy, tespectivamente, que se relacionam com o incremento de tempo intrinseco total
dz através de

dz
dey = —
2r Fr (6)
dz
dzy = KFv (7)

Fr e Fy sio fungoes de endurecimento tangencial e normal, respectivamente, e k é um
parametro material que determina a intensidade do acoplamento entre as deformagoes
de corte e normal. _

Para transformacbes isotérmicas e com pequenas deformacbes as equagdes
constitutivas da teoria endocrénica sao

zr ndwlp .,
= —2\=—ZL4
r= [Tt - ) Shde (8)

ZN dwp
o = /(; qS(zN—z’)ﬁdz' y (9)

em que p{zr) e ¢{zn) sdo niicleos singulares que satisfazem a condi¢do p(0) = ¢(0) = oo,
mas que sio integraveis no dominio 0 < z < oo e, de acordo com Valanis*, podem ser
aproximados através de um ndmero finito de termos de séries de Dirichlet:
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plar) = 3 Ay 0T (10)
r=1

$(zn) = D Bi e PN (11)
i=1

A,, a,, B; e B; sio constantes positivas (finitas). Como consequéncia, as equagdes (8,9)
podem ser escritas na forma alternativa

T = }E_:QT (12)

r=1
m
o = ZPt ’ (13)
i=1
em que as grandezas (), e P; devem satisfazer as equagoes diferenciais
dqQ, dw?,
dZT + a,Q, = T—E r_1,2,...,n (14)
dP; duwh
— P, = Bi—X i=1,2,..., 1
dzn + ,8 dZN : m ( 5)

A partir das equagdes (1-7, 12-15) é possivel escrever as equagdes constitutivas da
teoria endocrénica da plasticidade para interfaces na forma incremental’®:

dt = Ddw + dH, , (16)

em que

_ [ do [ duy kg 0] _ [ -Z& Pz,
dt"{df}’ dw_{dwT}’ D= [0 ) de—{_—z"j:deT
(17)

Simultaneamente, o incremento de tempo intrinseco deve satisfazer a equagao
quadratica (cf.(3-7, 12-15))

apdz® + ay(dw;)dz + ax(dw;) = 0 (18)

e os incrementos das grandezas @, e P; devem satisfazer as equagdes (cf.(1-4, 6, 7, 14,

15))

4,0 dz  AK®
dQ, = r - a,Q, | — T g4 1
@ <A+K; "Q)FT AT ST (19)

B:P iz BiK§
dP; = | 5= — BiP; — -
F (B+K,§, p )kFN T By rg N (20)
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Os coeficientes ag, a1, a3, A, @, B, P, K§ e K% que figuram nas equagées incrementais
anteriores tém as seguintes defini¢oes:

2 2
0= - (&L _(EY
(A+K$) \Fr) — (B+Kg)? \Fy
. ‘
a; = -2 [ KTQ dwr kﬁ —-P—KX, dwN] (22)
(A+K5)?Fr  (B+ K§)? Fn
- 2
K& d k2 ,
a = - (B2} ¢ —— (K% dun)? (23)
A+ ks (B + Kg)?
A = ZA,. Q = Za‘l‘QT (24)
r=1 r=1
B = VB P = > B:B; (25)
i=1 i=1
e A e B
K& = 2 K§ = - (26)
K% K3

As equagbes (16-26) fornecem um processo simples para incrementalmente
actualizar as tensdes o qual, de um ponto de vista computacional, é mais atraente
do que o célculo dos integrais nas equagdes (8,9).

Os parametros e fun¢bes materiais da interface a determinar com base em testes
experimentais sdo os seguintes: os coeficientes de rigidez eldstica K§ e K%, as funcdes
de endurecimento Fyy e Fr, os nicleos ¢(zn) e p(z7) e o pardmetro de acoplamento k.
O seu modo de determinacio é indicado em?*1°.

A forma do modelo utilizada neste trabalho permite modelar apenas o
comportamento de interfaces que sofram adensamento durante os ensaios de corte. Para
a modelagdo do comportamento dilatante Valanis e Peters!! propuseram recentemente
versOes modificadas da teoria endocrdnica.

Em todas as equagbes apresentadas nesta sec¢do admitiu-se que a interface
transmite tensdes de compressao (o > 0) e que a componente eldstica do deslocamento
relativo normal da interface é também positiva (w$, > 0).

MODELA({Z‘]\O DO COMPORTAMENTO
MECANICO DE INTERFACES

Comportamento normal e ao corte de uma interface areia-betao

Nesta seccao aplica-se a teoria endocrénica da plasticidade & modelacio do
comportamento mecanico de uma interface areia-betio, utilizando-se resultados
experimentais obtidos por C.S. Desai e outros®’. A rigidez eldstica normal K§, a fungdo
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de endurecimento Fy e o nicleo ®(Zy) foram determinados a partir de um ensaio de
compressio da interface’. A rigidez elastica de corte K%, a fun¢ao de endurecimento Fr
e o nicleo p(zr) foram determinados a partir de ensaios de corte directo da interface®.

a) Rigidez elastica normal K¥;.
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Figura 1. Comparagio entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo
num ensaio de compressao de uma interface areia-betao.

Na Figura 1 observa-se que a rigidez normal ndo é constante ao longo do ensaio
e que as curvas de descarga e de recarga nio se sobrepoem. Observa-se ainda que o
declive da tangente a curva no inicio dos trogos de recarga é aproximadamente o mesmo
pelo que K% ndo depende de wh,. No entanto K§ nio é constante pois o declive no
inicio das descargas é diferente do declive no inicio das recargas. Adoptou-se entdo a
forma

K% = Ko + Ky(w)™ (27)

semelthante a utilizada por Valanis para areias®; K¢ é o declive da tangente a curva no
inicio do carregamento e as constantes Ky e m sdo determinadas com base nos declives
das curvas do ensaio no inicio das descargas e das recargas'®. Obteve-se

Ko = 2253 psi/in , K, = 1x10" e m = 4.22 . (28)

b) Fungio de endurecimento Fi

Conhecido o valor da rigidez elistica para o comportamento normal da interface
K é possivel separar as parcelas elastica e plastica do deslocamento normal relativo e
tragar a curva o(wk;) para este ensaio’. Verifica-se que esta resposta é essencialmente
linear podendo ser aproximada por uma fungio do tipo

o= ool + Buf) . (29)
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em que 0 é a ordenada na origem e g¢f3 é o declive dessa recta. Se as curvas de descarga
e recarga coincidissem o nicleo ¢(2n) seria um delta de Dirac® (¢(zn) = 006(2n)).
Nesse caso ¢ tomaria valores nio nulos apenas na vizinhanga de z' = 2y, pelo que,
atendendo ao teorema do valor médio e as equagdes (5,7,9), a tensdo normal seria dada
por

ZN
o = FN/ d(an — 2') dZ = ooFy (30)
0
e a fungao de endurecimento por

Fn =14 puwk . (31)

Procedendo deste modo, como primeira aproximacio para o caso presente, obteve-se o
valor de 8

g = 256in"! . (32)

c) Nicleo ¢(zn)
Atendendo a que 0 tem o valor aproximado de

oo = 6.46 psi , (33)
definindo o* por
o
= — 34
o = £ (34)

e relacionando zy com wk; de acordo com (cf.(5,7,31))

N = %ln(l-{-ﬂwf’v) , (35)

foi possivel, tal com em®?, tragar a curva que relaciona (op — 0*) com zy na primeira
recarga do ensaio. Esta curva foi seguidamente aproximada pelo método de Prony'?
obtendo-se uma primeira aproximagido para o nicleo ¢(zn)!°. Uma vez que, neste
caso, as curvas de descarga e de recarga do ensaio s3o bastante distintas uma da
outra, a fun¢do ¢(zy) ndo é bem aproximada por um delta de Dirac. Por isso esta
aproximagao inicial foi seguidamente melhorada, por tentativas. Obtiveram-se bons
resultados utilizando apenas dois termos no desenvolvimento em série na equagio (11):

2
#(zn) = D BieTFien (36)

1=1

com

By = 2730 By = 290
B, = 12850 B2 = 6000 (37)
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d) Rigidez eldstica de corte K%

Pretendeu-se modelar a resposta registada durante o primeiro ciclo de carga,
descarga e recarga de um ensaio de corte directo sob pressio constante (o = 28psi)
de uma interface entre areia (densidade relativa D, = 80%) e betao, realizado com um
deslocamento imposto méximo igual a 0.05 inch®. Verifica-se que o declive da tangente
a curva no inicio dos trogos de carga, de descarga e de recarga € sensivelmente o mesmo,
pelo que K% é aproximadamente constante. O seu valor é o declive dessas tangentes
nesses pontos. Obteve-se

K% = 1500 psi/in . (38)

e) Fungdo de endurecimento Fr

A funcdo de endurecimento ao corte em interfaces deve reflectir o efeito da pressdc
normal na resposta ao corte e na tensio de rotura por corte. Adopta-se portanto para
Fr aforma

FT = FT (0‘) (39)

independente do tempo intrinseco z. Caso se pretendesse modelar a resposta ao
longo de diversos ciclos do ensaio, Fr dependeria também do tempo intrinseco z.
No caso presente a funcdo de endurecimento depende apenas do angulo de atrito
da interface. Analisando as envolventes tensio tangencial mdxima/tensio normal
apresentadas em® verifica-se que a relagdo entre a tensio tangencial mdxima e a tensao
normal é aproximadamente linear, tendo a forma (para o primeiro ciclo)

Tmax = 06.792 + 0.6771 0o . (40)

A funcdo Fr fol normalizada por forma a ser unitiria para a pressio normal de
referéncia og = 28 psi. Obteve-se

Pro= Tma(9)_ g9637 1 002630 (41)
Tmax(O'R)

f) Nicleo p(zr)
Para determinarp(27) comece-se por escrever (8) na forma

v dwh,
(W) = [ oly-v)GEdy (42)
0 dy
em que
y =2z - 2! (43)
e 2! & o valor de z no final da fase de compressdo normal do teste. O nicleo p

é determinado resolvendo a equacdo integral (42) apés a determinagido de 7(y) e de
(dwf/dy)(y). Para determinar estas funcdes note-se que, conhecida a rigidez elastica
para o comportamento ao corte K%, é possivel separar as parcelas eldstica e pldstica do
deslocamento tangencial relativo na interface e tragar a curva de 7 em funcio de wf;
por outro lado tem-se**® '
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Dr ()" (14
dy 1+ 2ay
em que
oof3
= Yo (45)

e 0y é a tensdo normal durante a fase de corte do ensaio. Utilizando agora o esquema
numérico exposto em'*'® é possivel resolver (42) e determinar o nicleo p. Para esta
interface obteve-se

4
pler) = ) A, 77T (46)
r=1
com
Ay = 360 a; = 20
Az = 1000 oy = 140
Az = 3000 as = 2000
Aq = 8700 as = 9000 (47)

g) Pardmetro de acoplamento k

O pardmetro de acoplamento k reflecte fundamentalmente a dependéncia da parcela
plastica do deslocamento relativo normal em relagdo 4 parcela pléstica do deslocamento
relativo tangencial. A sua determinagido correcta seria necessiria para modelar a
resposta normal durante um ensaio de corte, isto é, para avaliar o adensamento da
interface. Como nio dispomos de resultados experimentais que permitam caracterizar
este comportamento ndo é possivel determinar o valor do parimetro k. A influéncia
deste parametro na modelagdo das curvas da tensdo normal em fun¢io do deslocamento
relativo normal o(wy) e da tensio tangencial em fungido do deslocamento relativo
tangencial T(wr) é insignificante tendo-se por isso considerado

k= 1. (48)

Nas Figuras 1 e 2 comparam-se os resultados experimentais com os resultados
fornecidos pela teoria endocrénica para os parametros e fun¢des determinados para a
interface. A aproximacdo conseguida é bastante satisfatdria.

Comportamento ao corte de uma interface areia-argila

Nesta secgdo aplica-se a teoria endocrémica da plasticidade 3 modelagio do
comportamento mecanico de uma interface entre um solo arenoso e uma argila,
utilizando resultados experimentais obtidos por Mateus da Silva'*. Uma vez que sé
se dispds de resultados obtidos em ensaios de corte nao foi possivel modelar a resposta
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Figura 2. Comparagdo entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo
num ensalo de corte sob tensao normal constante de uma interface areia-
betdo.

normal desta interface. Assim, admitiu-se que a resposta da interface sob solicitagdes
normais € elastica linear com uma rigidez elevada, modelando-se exclusivamente a sua
resposta sob solicitagbes de corte. As propriedades materiais determinadas para esta
interface sdo:

K% = 11980 KNm™2 cm™! (49)
Fr = 0.09219 + 0.00908 ¢ (50)
3
plzr) = Z A, e T (51)
r=1
Ay = 1227 oy = 40
Ay = 4800 a; = 300

As = 11068 o3 = 1000 . (52)
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Figura 3. Comparagio entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo
em ensaios de corte para diferentes niveis de tensiao normal.

Na Figura 3 comparam-se os resultados experimentais obtidos por Mateus da Silva!4
com os resultados fornecidos pelo modelo.

O modelo foi também testado num ensaio especial nio utilizado na determinacio
dos pardmetros materiais. Este ensaio de corte iniciou-se com o provete sujeito a uma
tensdo normal de 200 KN/m? a qual foi aumentada até 400 KN/m? quando a tensio de
corte aplicada era aproximadamente igual a 100 KN/ m?. O ensaio de corte prosseguiu
entdo com a tensio normal de 400 KN/m?® e com o aumento da tensio de corte até
cerca de 200 KN/ m?, posto o que se seguiu uma descarga por inversio do sentido do
movimento da caixa de corte. Na Figura 4 comparam-se os resultados experimentais*
com os resultados obtidos com o modelo e os pardmetros materiais (49-52).

g o pontos sxperimentals [14]

=

= 3000 —  curva do modelo

“ s

S 200}

Q

o

> 1000

s

[._

° Do Smmmidiiii e AP PPN PN SPEE |
o 0:0 021 0s2 053 004 055 0.6 0.7
5 Beslocamento Tangencial Retative w,leml
f_.

Figura 4. Comparag¢io entre os resultados experimentais e os fornecidos pelo modelo
num ensaio de corte de um provete com variagio da tensdo normal.
1-Aumento da tensdo normal; 2-Diminui¢io da tensdao tangencial
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Comportamento ao corte de uma interface entre duas superficies de platina

Courtney-Pratt e Eisner apresentam em'® resultados experimentais sobre o
comportamento de uma interface entre superficies polidas de platina num ensaio de
corte sob forga normal constante. Segundo Bowden e Tabor'® o declive inicial da curva
das tensoes de corte em fun¢io do deslocamento relativo resulta da deformacao elastica
por distor¢do do corpo metilico utilizado no teste e ndo da deformacao da interface
propriamente dita: a deformagao por corte da interface é essencialmente plastica. Estes
autores calcularam a parcela eldstica dos deslocamentos e, por subtracgdo, obtiveram
a verdadeira curva das tensbes de corte no ensaio em fun¢io da parcela plastica
do deslocamento relativo tangencial wh. (ver Figura 5). Courtney-Pratt e Eisner'®
mediram também a condutancia eléctrica das superficies em contacto durante as suas
experiéncias. Desprezando a condutincia de quaisquer peliculas existentes sobre as
superficies, a condutancia ¢ pode ser relacionada com a édrea real de contacto A, pela

expressao
¢ A, 1/2
s-@) 59

em que ¢y e A; sdo os valores de ¢ de A, no inicio do carregamento de corte. Na
Figura 6 apresenta-se a relagio obtida experimentalmente entre A,/A; e o quociente
da forca de corte pe la forga normal (F/N) no processo de carregamento de corte, antes
da ocorréncia de grandes deslizamentos.

F/N

o ponlos experimentals (18]
curva do modelo

L | 1 1 ]

Oo Sa 10a 15, 20, 255
w; Cem)

Figura 5. Deslocamentos tangenciais devidos & deformagao pldstica da interface.

No decorrer dos referidos ensaios'® nio foi feita, para além da medigdo da
condutincia ji mencionada, qualquer outra medida que caracterizasse a deformagao
normal da interface. Apesar destas limitacdes nos resultados experimentais disponiveis
procurar-se-3 em seguida utilizar a teoria endocrénica na modelagdo simultinea do
comportamento ao corte representando na Figura 5 e do acoplamento adicional
evidenciado na Figura 6: aumento da deformagio normal (com consequente aumento
de 4rea real de contacto e condutidncia) em resultado do carregamento de corte.

Dado que se desconhece o verdadeiro comportamento normal da interface (relagio
entre a pressdo o e o deslocamento relativo normal wy em ensaios com carregamento
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Figura 6. Relagdo entre a forga de corte e a area de contacto real.

puramente normal) a modelacio desse comportamento pela teoria endocrénica serd
feita admitindo que a interface em quest3o teria o comportamento experimental tipico
estabelecido por Woo e Thomas'’ com base nos resultados de sete artigos de diferentes
autores. Ainda no que se refere ao comportamento normal da interface admitir-se-3,
ao aplicar o modelo endocrénico, que esse comportamento é puramente plistico. Nao
tendo sido efectuadas descargas e recargas normais no ensaio em questdo esta hipdtese
simplificativa nao assume relevincia especial dado que o mesmo tipo de relagdes entre
o e wy pode ser obtido quer com modelos eldsticos quer com modelos plasticos ou el
asto-pldsticos. Por outro lado, como os resultados finais disponiveis e que se pretende
modelar envolvem, ndo a varidvel cinemdtica que intervem na teoria endocrénica (o
deslocamento relativo normal wy), mas sim a drea real de contacto A,, utilizar-se-3
novamente o trabalho de Woo e Thomas'” para correlacionar wy e A, de acordo com
o comportamento tipico estabelecido por aqueles autores.

As conclusdes fundamentais destes autores que irdo ser utilizadas neste trabalho
sdo as seguintes:

i) A razdo entre a drea real e a drea nominal de contacto (A, /A) cresce com a tensdo
normal adimensionalizada (o/H) de acordo com uma lei de poténcia de exponente 0.8

A JA =~ (o/H)*® ; (54)

i) A diminuigido da separacdo adimensionalizada (h/¢’) é proporcional ao aumento
do logaritmo da tensdo normal adimensionalizada (o/H)

hjo' =~ 0.6 — 0.8log(c/H) . (55)

Para transformar a separacdo normal h em deslocamento relativo normal wy
truncou-se (tal com em'’) a distribui¢do estatistica das alturas das asperezas das
superficies no valor 3.5, isto é, tomou-se

wN = fzo - h (56)

com
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ho = 350" ; (57)

o' é o desvio padrao desta distribuigdo.

Determinam-se seguidamente as propriedades materiais da interface necessarias a
sua caracterizagio pelo modelo endocrénico.

a) Nicleo ¢(zy) e fungdo de endurecimento Fy

O comportamento normal da interface foi modelado admitindo que esta tem o
comportamento tipico caracterizado por (55). Os ensaios de corte foram conduzidos
sob um valor méximo de tensio normal o igual a 126 Kgf/mm?'®. A dureza da interface

5 15
e

H = 093 x 126 = 117.2Kgf/mm® | (58)

tendo-se ainda adoptado para desvio padrio da distribuicdo estatistica das alturas das
asperezas das superficies metélicas (indicadas em' como polidas) o valor

o = 0.1lpym . ‘ (59)

Admite-se que esta resposta é puramente plistica e que o nicleo ¢(zx) é um delta de
Dirac

#(z2n) = oob(2n) - (60)

O modelo endocrénico permite obter uma resposta de acordo com a correlagdo
estabelecida por Woo e Thomas'” se se adoptar a fun¢io de endurecimento na forma

Fy = /% (61)
com
B = 33.2um™! (62)
e
oo = 0.008Kgf/mm? . (63)

b) Rigidez elastica ao corte K%

Atendendo a o exposto anteriormente a deformagao eldstica da interface ao corte
é desprezével pelo que, apenas por razdes numéricas, se adoptou um valor constante
elevado

K% = 10°Kgf/mm?/um . (64)

¢) Funcio de endurecimento Fr

Nao se dispondo de resultados experimentais relativos a ensaios de corte desta
interface sob outras for¢as normais adoptou-se para fungdo de endurecimento ao corte
o valor '
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Fr = 1.0 , (65)

o que corresponde a considerar que esta foi normalizada para o valor da for¢a normal
correspondente a este ensaio.

d) Ntcleo p(27)

Dispondo-se ji da curva da tensio de corte 7 em funcido da parcela pldstica do
deslocamento relativo tangencial w} (Figura 5), é necessirio construir a curva que
relaciona a parcela plistica do deslocamento relativo normal induzida durante o ensaio
de corte wh; 5 com a parcela plistica do deslocamento relativo tangencial w}. Para tal
utilizou-se a curva experimental da Figura 6 e as correlagbes estabelecidas por Woo
e Thomas'’. Atendeu-se_ainda a que a relagdo entre a drea real e a drea nominal de
contacto no final do carregamento normal é igual a

AJA w (S’Hl)o's (66)

em que 0; é a tensdo normal do ensaio de compressio. Na Figura 7 apresenta-se o
resultado obtido.

0.04
£ e e —
g 0.03 S e
. 0:02F 277
2 0,01 k7
Ouoo 3 1 1 1 L J
0o Se 100 15, 200 25,

wy Crem]

Figura 7. Parcela plastica do deslocamento relativo normal induzida durante o ensaio
de corte.

Se designarmos por ZX o valor do tempo intrinseco de corte zr no final do ensaio
T
de compressio normal e se definirmos { como

( =2zr — 2zp , (67)

a equagdo constitutiva da teoria endocrénica para a tensio de corte (8) toma a forma

dwT

"0 = [olc-¢)ieta (68)

Para deterinar p(({) é necessirio resolver (68), sendo preciso determinar em primeiro
lugar 7(¢) e (dwh./d()(¢). Paraisso é necessdrio conhecer a relagio entre wh- e { durante
a fase de corte do ensaio. A partir de (5-7, 9, 61, 65, 67) obtém-se que essa relagio é
dada incrementalmente por
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1
d¢ = |1 + —dwh
J e (5) -1

que pode ser escrita na forma equivalente

d¢ = y(wh)dw} .

Por integracdo numérica obtém-se a fungao

¢ = ((wh) ,

(69)

(70)

(71)

que se representa na Figura 8. Esta funcdo é seguidamente invertida numericamente

obtendo-se

wh = wh(() .

300 B

255 B

¢& [pem]
N

15n B 4

10« |

Oug 1 1 -l 1

Oa Sa 10, 15 20a

w; Cpeml

Figura 8. Funcio ((uwh).

(72)

Conhecidos 7(wh) (Figura 5), wﬁ,s(w;) (Figura 7) e wh(¢) (Figura 8) é agora
possivel obter as curvas 7({) e (dwl/d()({). Utilizando estas relagdes resolveu-se
numericamente a equagio integral {68) de acordo com o exposto em*'°, obtendo-se
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p(¢), cuja forma foi por sua vez aproximada pelo método de Prony’?. Obteve-se para
o niicleo p(zr) a expressio

3
pler) = ) Ae™T (73)
r=t
com
'A1 = 4.037 ap = 0.1084
A, = 17.742 az = 0.7338
As = 167.881 os = 10.3974 (74)

e) Parametro de acoplamento k

O parametro de acoplamento k relaciona as parcelas pldsticas dos incrementos de
deslocamento relativo normal e tangencial durante a fase de corte. Segundo Valanis*
esta relagdo tem, neste caso, a forma

dwh _ 1 . (75)

dwp \/emw‘,’;, (29.)2 -1

(41

k

Neste caso verifica-se que o parametro £ ndo podera ser tomado constante ja que
ele cresce com a parcela plastica do deslocamento relativo normal. Adoptou-se entdo a
forma

k= ko + kie™ (76)

coIm

ko = 1215 k; = 3.826 x 107 e m = 94 . (77)

Nas Figuras 5 e 6 comparam-se os resultados experimentais com os resultados
obtidos com o modelo endocrénico para os parametros e fungdes acima determinados.
Na Figura 9 faz-se a mesma comparagio mas agora para um ensaio onde foram
feitas algumas descargas e recargas na direccdo tangencial. A aproximagio é
bastante satisfatoria. Uma melhor avaliagio da capacidade da teoria em modelar
o comportamento ao corte da interface metdlica requereria, no entanto, resultados
experimentais adicionais relativos a ensaios sob diferentes tensdes normais.
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0a6 o pontos experimenlals [15]

0.4 F — curva do modelo

0.2 |

Fs/N
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0e5 1.0 105 240 205
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Figura 9. Relagao ente a for¢a de corte e a drea de contacto real no ensaio de corte
com realizagdo de descargas e recargas sucessivas.

APROXIMACAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
DE PROBLEMAS DA TEORIA ENCOCRONICA DA
PLASTICIDADE COM SUPERFICIES DE DESCONTINUIDADE

Formulagdo variacional para as equagdes que regem o campo de
deslocamentos incrementais

Sendo vélida a hipétese dos pequenos deslocamentos, o Principio dos Trabalhos
Virtuais para um corpo que ocupa um volume £ com fronteira I' e com uma superficie
de descontinuidade I',, pode enunciar-se na forma incremental seguinte: Os incrementos
dX; das forcas de massa equilibram os incrementos do;; do tensor das tensdes e os
incrementos dt; do vector das tensdes em I' e ', se e s6 se

/Q doyjel;dQ + /F dtjudr = /Q dX;udQ + /P dt;usdr (78)

para qualquer campo de deslocamentos virtuais u}, suficientemente regular em 2,
compativel com as deformagGes virtuais ¢}; em () e compativel com os deslocamentos
virtuais relativos w} na superficie de descontinuidade T,

Discretizando o dominio 2 em elementos finitos planos isoparamétricos bilineares
ou biquadriticos e a interface em elementos finitos unidimensionais (elementos de
interface sem espessura 1‘55), e = 1,...,E) obtém-se, por substituigdo da equagio
constitutiva incremental (16) na expressdo (78) do P.T.V. e pela adopgao de campos de
deslocamentos incrementais e de deslocamentos virtuais de acordo com a discretizagao
efectuada, a equacio incremental de equilibrio global

K dq = dF* + dFP'(dz) , (79)

em que K é a matriz de rigidez global, dq € o vector dos deslocamentos incrementais
nodais, dF®? é o vector global dos incrementos das forcas aplicadas e dF?!(dz) é o vector
global dos incrementos das pseudo-forgas plisticas de acordo com a teoria endocrénica
da plasticidade.
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As contribuicdes de cada elemento de interface (e = 1,..., E) para aquela equagio
sdo as seguintes:

K© = [ BOTDBO (80)
ris
dFP)(dz) = - / , BOT dH(dz)ar (81)
ris

em que Tl ¢ a porgio de I',, pertenecente ao elemento (e) e B(®) é a matriz que
relaciona os incrementos de deslocamento relativo dw(®)(x) com os incrementos dos
deslocamentos nodais dq{®) no elemento de interface. Esta relacio tem a forma

dw(®(x) = BE(x)dq® , (82)

em que, atendendo & Figura 10,

(e
dwl®(x) = dw{g)(x) ) (83)
dwy’(x)
(o () @ = N cosqa sena —Cosa —Sena
B*(x)=[...B; (x)..1, Bj"(x)=N; (x)[ —sena cosa  Sena —cosa]’ (84)
(e)+
T _ T © _ J 943 i
dq = [..dq;”" ..] e dq;’ = dqie)— ; (85)

Figura 10. Deslocamentos nas faces positiva e negativa da interface.
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O programa de elementos finitos desenvolvido também permite a modelagao de
um comportamento elasto-plistico do dominio  de acordo com a teoria endocrénica
da plasticidade. As correspondentes contribui¢cbes de cada elemento finito plano para
a equagao (79) sio da mesma natureza das contribui¢des dos elementos de interface
acima indicadas’.

O problema semi-discreto a resolver é pois o seguinte: conhecidos os deslocamentos
nodais q (e, consequentemente o vector dos deslocamentos relativos na interface w), o
vector das tensdes t, o tempo intrinseco z e as grandezas materiais @, e P; em todos
os pontos de integragio de todos os elementos de interface, determinar um vector de
deslocamentos incrementais dq tal que se verifica a equagao incremental de equilibrio
(79) e se verificam as equagdes (18), (19) e (20) em todos os pontos de integragio de

todos os elementos I‘Sff).

Técnica numérica para resolugdo do problema

O problema discreto a resolver obtém-se aproximando os incrementos infinitesimais
das equagOes a resolver por diferencas finitas ascendentes em que os valores de K,
AF? ag, aq, ag, Q, e P; utilizados num dado passo sio calculados com as propriedades
materiais obtidas no final do passo anterior. Dada a nio linearidade destas equacdes é
necessario um processo iterativo para as resolver.

Assim, para cada incremento das forcas aplicadas, obtém-se inicialmente os
incrementos dos deslocamentos nodais Aq admitindo que a resposta é eldstica, isto
é, admitindo que Az = 0 e que, consequentemente, AF?' = 0 em (79). A partir
destes valores calculam-se as deformagGes em cada um dos pontos de integragao de
cada elemento, obtendo-se seguidamente o incremento de tempo intrinseco Az em cada
um desses pontos por resolucdo da equagdo quadritica (18). Esta equagio fornece
duas raizes que s3o reais para incrementos suficientemente pequenos®. Dessas raizes
reais apenas uma ¢é positiva® sendo essa a adoptada ji que, atendendo a definigdo
de dz, é a tinica que tem significado fisico. Conhecido Az calcula-se AF?! e resolve-
se novamente a equagio (79) obtendo-se novos incrementos de deslocamentos nodais
Aq. O processo iterativo continua até que um critério de convergéncia previamente
definido® indique que se atingiu o equilibrio e se satisfez a equagdo quadratica (18).
Nessa altura actualizam-se as propriedades materiais @, e P; (equagdes (19) e (20)), as
tensdes e as deformagdes (deslocamentos relativos) na interface e repete-se o processo
para um novo incremento das forgas aplicadas.

A matriz das “constantes eldsticas” D ndo é modificada durante o processo
iterativo, o que corresponde ao método da “tensao inicial” utilizado em plasticidade
cldssica.

Exemplo 1: Coluna com uma junta

O programa de elementos finitos desenvolvido foi testado aplicando-o a resolugdo
de um problema simples cuja solu¢cdo analitica é conhecida'®*. O problema consiste
na determinac¢do da carga iltima de uma coluna contituida por um material com
comportamento eldstico linear a qual contém uma junta inclinada, sem espessura e
de fraca resisténcia. Admitindo que a resisténcia ao corte da interface é puramente
coesiva e que a coluna tem um &rea unitaria, a carga dltima serd dada por'®
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cI

Pt = (86)

sena cos a
em que ¢’ é a coesdo da interface e a € a sua inclinagdo. O comportamento constitutivo
da interface foi aproximado utilizando a teoria endocrénica da plasticidade. Admitiu-
se que o comportamento normal da interface é eldstico linear, com uma grande rigidez
normal, tendo-se adoptado a seguinte relagao entre a rigidez eldstica normal da interface
e 0 m6dulo de compressibilidade do material constituinte da coluna

(K& )interfa,ce/ (K )meio = 100m . (87)

O comportamento tedrico da interface ao corte é puramente coesivo tendo-se adoptado
uma coesio ¢/ = 1KN/m?. Esse comportamento foi aproximado utilizando a teoria
endocronica da plasticidade e as seguintes propriedades materiais'®:

K§ = 100 000 KN/m (88)
K% = 100 000 KN/m (89)
Fr =10 (90)
p(zr) = 50 000 ¢80 907 4 100 000 e=270 090 (91)

A anilise do problema pelo método dos elementos finitos foi realizada utilizando a
malha representada na Figura 11 para trés valores diferentes da inclinagdo da interface
(@ = 10° a = 20° e a = 30°). Para cada caso o carregamento axial foi aumentado
incrementalmente e o correspondente incremento de deslocamento axial no topo da
coluna foi calculado. Na Figura 12 apresentam-se os resultados obtidos nos trés casos.
O célculo termina quando em dado passo de carga o processo iterativo nio converge.
O dltimo ponto representado em cada curva corresponde ao dltimo passo para o qual
o processo iterativo ainda converge. Como se pode observar, o valor calculado de Py,
praticamente coincide em todos os casos com o valor teérico dado por (86).

Exemplo 2: Tubo enterrado num meio eldstico

Como exemplo de aplicacdo do programa de elementos finitos estuda-se a
distribui¢do de tensées numa interface entre um tubo metélico e o meio eldstico onde o
mesmo estd inserido (Figura 13) e comparam-se os resultados numéricos obtidos com
os resultados de Desai'® e com a solu¢io exacta do mesmo problema no caso particular
de ndo existir deslizamento ao longo da interface'®.

Admite-se que o solo é um meio homogéneo e elastico linear e que o material
constituinte do tubo tem também um comportamento eldstico linear. As respectivas
propriedades sio'®:

Solo:
médulo de elasticidade E, = 3000psi (20.670MPa)
coeficiente de Poisson v, = 0.333 (92)
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Figura 11. Geometria e malha de elementos finitos.
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Figura 12. Evolugao do deslocamento vertical no topo da coluna.
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Figura 13. Tubo enterrado.
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Tubo:
E; = 2.2 x 10°psi (15.2 GPa)
v = 0.25 . (93)

Desai considerou dois casos diferentes de atrito na interface correspondentes a,
respectivamente: (i) auséncia de deslizamento; (ii) ocorréncia de deslizamento com

atrito. Para os representar utilizou o critério de Coulomb para definir a ocorréncia de
deslizamento

7| = loltes (94)

e dois valores diferentes para tgg, respectivamente,

tgp = 2.0 (95)
tgd = 0.25 . (96)

Considerou ainda que o comportamento da interface sob solicitagGes normais era
eldstico linear com um coeficiente de rigidez igual a

K§ = 10000 psi/in , (97)

20.

T [pst]

1.00 —

Relag8o T/w, [18]
— Curva do modelo

i " e J

0.0 0.5

w.L In]

Figura 14. Aproximagao do comportamento ao corte idealizado para a interface.

e idealizou um modo de deformagao da interface ao corte (Figura 14) que, pela teoria
endocrénica, pode ser aproximado através do coeficiente de rigidez

K% = 128.8 psi/in (98)
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do nicleo p(z7)
p(zr) = 227e725 T 4 1000170 T 4 528373000 | (99)
e das fun¢Ges de endurecimento Fr
i) primeira situagdo: auséncia de deslizamento

Fr = 0.120560 , (100)

il) segunda situagao: ocorréncia de deslizamento com atrito

Fr = 0.015070 . (101)

Na Figura 15 representa-se a malha de elementos finitos utilizada na andlise deste
problema. Nesta anilise desprezou-se o peso do solo e do tubo.

Elemento de
interface

Figura 15. Malha de elementos finitos.

Nas Figuras 16 e 17 representam-se os valores de, respectivamente, o/p e 7/p em
fungdo do angulo @ medido no sentido anti-horario a partir do eixo verical. Com
o aumento do carregamento estes valores tendem, em cada ponto, para um valor
constante. Nas mesmas figuras comparam-se estes resultados com os obtidos por
Desai'® que utilizou o método dos elementos finitos e o seu elemento de junta com
espessura’® e com os obtidos por Katona'® que utilizou elementos finitos de interface
mistos. Possibilita-se ainda a comparacao com a solugdo exacta do problema obtida
por Burns e Richards e reproduzida em'® para o caso de existir uma aderéncia perfeita



o /p

T/p

MODELAGAO DE INTERFACES GEOTECNICAS OU METALICAS

Solugdo exacta [19]

Solugdo por elementos finltos de DESAI e de KATONA [19] }ton@:ZuO

Solugdo por elementos finltos

Solugdo por elementos finltos de DESAI [13]

Solugdo por elementos finlitos de KATONA [19] }tunQ:O.ZS
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Figura 16. ¢/p em fungio de 6.

Solugdo exacta [19]

SolugBo por elementos finltos de DESAI e de KATONA [19] }ton¢=2.0
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Figura 17. 7/p em fungéo de 4.
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no contacto entre o tubo e o solo. Em ambas as situacdes (i) e (ii) se verifica que os
resultados obtidos sdo préximos dos apresentados por Desai em!® e dos obtidos por
Katona e reproduzidos em'. Os resultados obtidos na primeira situagio siao préximos
da solugio exacta de Burns e Richards.

CONCLUSOES

Neste artigo aplicou-se a teoria endocrénica de plasticidade desenvolvida por
Valanis a modelacdo do comportamento mecanico de interfaces. As compara¢des
efectuadas neste trabalho e em?®® entre resultados experimentais e resultados fornecidos
pelo modelo endocrénico mostram que este modelo fornece, de um modo geral, boas
aproximagoes para o comportamento mecanico de interfaces. Apresentaram-se também
alguns aspectos da resolugao pelo método dos elementos finitos de problemas planos em
que o comportamento dos materiais e das interfaces em presenca seja regido pelas leis
constitutivas da teoria endocrdnica da plasticidade. Nos exemplos testados neste artigo
e em'® obtiveram-se bons resultados, o que permite encarar com boas perspectivas a
aplicagdo do modelo e do programa desenvolvido a situagGes mais complexas.
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