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RESUMEN

Las computadoras digitales han permitido la resolucién de problemas que hace afios
resultaban intratables. El excelente software matematico desarrollado por reconocidos
especialistas constituye una formidable herramienta para el ingeniero. No obstante, su uso
exclusivo independiente del tamafio del problema a resolver ocasiona una merma en la capacidad
de manejo y desarrollo de férmulas y métodos analiticos y disminuye la capacidad de resolucién
de problemas. Un procedimiento adecuado en la resolucién de problemas debe basarse en el
entendimiento y modelado del problema real. Para'ello es fundamental la correcta formulacién
de problemas de contorno, de problemas de valores iniciales y problemas de autovalores. En este
trabajo se presenta el planteo y aplicacién de un funcional adecuado para obtener un modelo
matematico que describa el comportamiento dinamico de vigas Timoshenko con condiciones
de contorno generales. Ademds, se aplica el método de Rayleigh-Ritz para resolver un caso
particular.

SUMMARY

Digital computers have made possible the solution of mathematical problems once
considered intractable. The excellent mathematical software available constitutes a formidable
tool for the engineer. Nevertheless, its exclusive use regardless of the size of the problem, causses
loss of analytical skills and diminishes the problem solving capability. An adequate approach
to problem solving must be based on understanding and modelling the real problem. For this it
is fundamental the correct formulation of boundary value problems, initial value problems and
eigenvalues problems. In this work, it is shown the construction and application of an adequate
functional that yields the mathematical model which describes the dynamical behaviour of
Timoshenko beams with general boundary conditions. Also, Rayleigh-Ritz method is applied
in a particular case.
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INTRODUCCION

Los profesionales de la ingenieria, se enfrentan con problemas cada vez mas
complejos, que requieren una creciente preparacion matematica y habilidad para aplicar
distintos métodos matematicos. El ingeniero debe hacer uso del excelente software
numérico existente, pero el mismo debe ser usado con cuidado complementindose en
muchos casos su uso con algin tipo de andlisis (analitico o numérico o de otra indole),
que permita dar seguridad a los valores numéricos proporcionados por la computadora.
Por otra parte, no debe desecharse la ensefianza y el uso de métodos analiticos ya que el
uso exclusivo de software numérico para resolver problemas provoca inconvenientes en
el desarrollo de las capacidades de estudiantes de ingenieria. Numerosos especialistas
desde varios afios atrds vienen alertando sobre el tema, indicando que el uso generalizado
de la computadora produce una merma en la capacidad de manejo y desarrollo de
férmulas y métodos analiticos, y una pérdida en la capacidad de discernimiento en la
resolucién de problemas®—2.

Un procedimiento eficiente para resolver problemas, debe estar basado en un
correcto entendimiento del problema original, y en la posibilidad de formular un modelo
matemadtico adecuado. Esto implica el conocimiento de las limitaciones del modelo, y
fundamentalmente la posibilidad de determinar si los valores numéricos obtenidos son
confiables. La correcta formulacién de problemas de contorno, problemas de valores
iniciales y problemas de autovalores, constituye un paso esencial para la adecuada
construccién de modelos matematicos que permitan describir el comportamiento de los
sistemas en estudio. _

El célculo de variaciones, constituye una formidable herramienta de uso en la fisica
matemética, en la ingenierfa, y en diversas dreas de las ciencias donde se aplica la
mateméatica. En particular, el cdlculo de variaciones permite obtener de una manera
sistemdtica, rigurosa y eficaz a las ecuaciones diferenciales y a las correspondientes
condiciones de contorno, que describen el comportamiento estitico y/o dindmico de
elementos estructurales como cuerdas, membranas, vigas y placas**®”. Con respecto a
las vigas es ampliamente conocido que la teoria de Euler-Bernoulli, presenta dificultades
para el andlisis del comportamiento dindmico, cuando se consideran modos superiores
de vibracién o cuando las dimensiones de las secciones transversales no puedan ser
despreciadas.

El profesor S. Timoshenko®, formuld ecuaciones diferenciales que contemplan los
efectos de los esfuerzos de corte y de inercia rotatoria. Este nuevo modelo matemadtico,
fue objeto de estudio y aplicacién por numerosos investigadores que generaron una
tremenda cantidad de informacién, sobre el comportamiento de las denominadas vigas
Timoshenko.

Numerosos textos y publicaciones cientificas, presentan la formulacién variacional
de problemas de contorno y/o de autovalores, que corresponden a las vigas Timoshenko.
No obstante, generalmente no figura tratado el caso de extremos eldsticamente
restringidos, que constituye un caso de importancia tanto en la teorfa como en las
aplicaciones®.

En este trabajo se presentan los detalles de la construccién de un funcional
adecunado para el problema a resolver, y el uso de un manejo algebraico que permite
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compactar a las expresiones analiticas y disminuir el trabajo analitico correspondiente.

El funcional construido es tal que al ser minimizado permite obtener el
modelo matemdtico que describe el comportamiento estdtico y dindmico de vigas de
Timoshenko con condiciones de contorno generales. Estas condiciones de contorno
permiten contemplar como casos particulares a los distintos tipos de apoyos clasicos,
es decir rigidamente empotrado, simplemente apoyado, deslizante y libre.

La formulacién analitica de estas condiciones de contorno generales se obtiene al
considerar que los extremos de la viga estan eldsticamente restringidos contra rotacién
y contra translacién. La consideracién de este tipo de vinculos permite contemplar
como casos particulares a los apoyos cldsicos mencionados y también permite tratar
efectos de flexibilidad que son de importancia en la prdctica.

FORMULACION DEL PROBLEMA VARIACIONAL Y
OBTENCION DEL PROBLEMA
DE CONTORNO CORRESPONDIENTE

Dado que en la teoriade vigas Timoshenko intervienen dos funciones que permiten
describir el efecto de la inercia rotatoria y de los esfuerzos de corte, consideraremos un
funcional que dependa de dos funciones u y v de dos variables. Teniendo en cuenta
las expresiones de energias correspondientes y el Principio de Hamilton*, planteamos el
siguiente funcional, que debe ser extremizado:

12 I
I(%,”)=/t /; F{zy,zq,u(z1, 22), Ug, (Z1, T2), Uz, (21, T2),
1 1
v($1,332),Uzl(x1,$2),vx2($1,x2)} dzidza+
t2
+/ Ciu®(ly, 22) + Cou®(la, zo)+
31

+Dl’£)2(§1,22) + D2’1}2(§2,22)}0{2¢2 (1)

donde z1 € [l1,023], z2 € [t1,t2], ¥ 13, l2, t1, t2 son constantes. La integral doble
corresponde a la energia de deformacién de la viga mientras que la integral simple
corresponde a las energias de deformacion de los vinculos rotacionales y translacionales.

El funcional (1) depende de las funciones u y v y de sus derivadas parciales de
primer orden.

Supongamos que el integrando ¥ admite derivadas primera y segunda continuas,
en el dominio de integracién D = [Iy, 3] X [t1,12], con respecto a todos sus argumentos.
Ademds, suponemos que u y v son continuas en D, junto con sus derivadas de primer
y segundo orden.

Vamos a calcular la variacién de (1) que corresponde a la transformacién de las
funciones admisibles u y v, en las nuevas funciones @ y 7, de acuerdo a:

W(z1,22) = u(z1,22) + Ep(z1,22) Bz, 22) = v(21,22) + En(T1,22) (2)
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donde £ es un parametro arbitrario y tanto ¢ como 7 satisfacen las mismas hipétesis de
continuidad que u y v. La variacién funcional (1) correspondiente a las transformaciones
(2) es la parte principal lineal en £, del incremento Al = I(%,v)—I(u,v). Si se agrupan
términos y se utiliza el signo de sumacién se compacta la expresién analitica de Al,
resultando:

t2 Iz
AI:[ [ {F[mlaz27u+§¢""’u$2+£90.1:2’v+£"77"'7vl‘2 +£77.’L‘2]
1 1

—F[z1,%2,Uy . vy Ugy ¥y« . vy Vgy |} dT1dTo+
2 2,2

+ M3 {6 [t 2) + (122 = ¥ 2)] +
1 4=1

+ D; [0l 22) + (i 22))" = v* (ki 32)| } dos

La variacién 61 de (1) se puede obtener al aplicar el desarrollo de Taylor y eliminar
los términos de orden superior a £. Entonces es:

t2 I 2
I =¢ /l [Fu(oo + Fyn+ E (Fuz; Pz; + sz,- nx;)] dzidza+
t 1

i=1

t, 2
+2§/t > A{Ci[uli, z2)(li, 22)] +

1 =1
+ Di[v(li, w2)n(li, x2)]} da (3)
Debemos ahora transformar los términos del integrando de (3), que contienen los
factores ¢y, ¥ 7z;. Para ello consideremos las siguientes férmulas

a(Fuz' <P) aFuz'
837:T - ( Bz-‘)tp'{-Fuz;%’i (4)
O(Fo,m) _ (0F, .
‘ 8:1;T - ( (9:1,“‘) n+ F“Iinx‘ (O)

Reemplazando en (3) a Fy, ¢z, ¥ Fu, 7, POT las expresiones obtenidas de Dy
(5), resulta:

12 I
oI :E / {Fugo + Fvn
131 1y

2 a(Fux(p) aFu:' 8(sz77) aFU.r’)
t E [ 8xi - ( a(l:,' ) L4 t 3.’1,‘,' h 8171' n dwldm2+

=1

ta 2
+2§/ > {Cilu(li, z2)(li, z2)]+

1 =1

+Di[v(li$ 1’2)77(li7 :1:2)]} dzs
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Al agrupar términos resulta:

t2 rl2 2 oF,,. 2 0F,,.
61 = E{/tl /11 [(Fu - ; 9%, ) w+ (Fv _;_-—axi ) 7]] dridzo+

ta pla 2 a[FquO] 3[Fur-77]
+/tl 1{1 Z[ Gt e | dmdaat

i=1

+2 /t2 Z {Ciluly, z2)(li, z2)] + Di[v(li, z2)n(l;, z2)]} d.’L‘g} (6)

t i=1

Si en la segunda integral de (6) aplicamos la regla de Barrow resulta:

2l 2 [O(F,,. O(F,,.
/2 / 2 Z ( T4 ()0) + ( z'n) dl']d.Tz —
141 151 a-’r; 3.’6,'

=1

= /t2 22: [(—1)i (Fu,l e(li, 22) + Fo, (s, wz))] dza+

oo

+ /112 22: [(‘Ui (F'U»z2 (1, ) + Fy,, n(xl,t,-))] dz (7)

1 4=1

Vamos a considerar que las funciones u(z;,z3) y v(21,22) no sufren variacién en
los puntos t; y o, esto es:

o(z1,t1) = 0, p(21,t2) =0, 7(z1,t1) =0, (z1,t2) =0  Vazqp € [I1,1))]

De esta manera, la segunda de las integrales del segundo miembro de la expresién
(7), es nula. Luego (6) se transforma en:

t2 rh 2. OF,
61 = // F, — —_—zi | ot
(-2 )
t OF,,
+<F‘u_z 3 .')U]dl‘ldl‘ﬁ'
=1 L

+ /tt2 22:[ ((—1)iFu,1 + 2C;u(l;, 1'32)) e(li, z2)+

1 4=1

+ ((-1)'F.., +2Ds0(li, 22)) (i, 22) 1 deza } (8)
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Dado que buscamos la funcién que hace estacionario al funcional (1), debemos
igualar a cero la expresién (8).
Supongamos en primer lugar que las funciones incrementos ¢ y 7 son tales que:

e(li,22) = @(la, 22) = n(l,22) = N(lz,22) =0 Va3 € [t1, 1] (9)

Es evidente que si 6/ se anula para todas las funciones admisibles ¢(z1,22) ¥y
n(z1,z7) entonces se anulard para aquellas que verifiquen la condicién adicional (9). Si
las condiciones (9) valen, entonces de (8) resulta:

2

2 rh O0F,,.
61 = F, - —
VNI

2.0
+ (Fv_z
1=1

Fy,,
Oz,

Si igualamos (10) a cero y tenemos en cuenta que tanto el intervalo [t1,%3] como
las funciones admisibles ¢(z7,z2), 7(z1,z2), son arbitrarias; de la aplicacién del
Lema Fundamental del Calculo de Variaciones’, resultan las siguientes ecuaciones de
diferenciales:

) 77] dzydzy (10)

2 OF,,.
Fu - Z -—5;—" - 0 (11)
i=1 ?
v 1 € [ll,lz] y A 9.
-y 0 (12)
v o Oz - '

Las ecuaciones (11) y (12) son las ecuaciones de Euler que corresponden al funcional

(1).
Si ahora eliminamos a las condiciones (9), pero tenemos en cuenta que v y v deben
satisfacer a las ecuaciones (11) y (12), la expresién (8) se transforma en:

ol = f/:z 22: [((—1)51"%1 + 2Ciu(li,$2)) e(li, z2)+
+ ((~1)'Fo,, +2Dio(li, 22)) 1(li; 22)] do (13)

Si (13) se iguala a cero, teniendo en cuenta que [t1,1;] es arbitrario y a su vez que
e(l1,z2), ©(la,z2), n{ly,z2) y n(l2,z2), son funciones admisibles arbitrarias, resultan
las expresiones:

[(-1)'Fu., +2Ciu(l,22)] = 0 (14)
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[(-1)'F,,, +2Div(li,22)] =0 (15)

Las expresiones (14) y (15) constituyen las condiciones de contorno del problema.
En conclusién el problema variacional planteado, que consiste en hallar un extremo para
el funcional (1) es equivalente al problema de contorno constituido por las ecuaciones
diferenciales (11) y (12) y las correspondientes condiciones de contorno (14) y (15).

FORMULACION DE UN PROBLEMA DE CONTORNO Y
DE AUTOVALORES PARA VIGAS TIMOSHENKO

El principio de Hamilton, aplicado al problema de vibraciones transversales de
vigas, cuando los efectos de inercia rotatoria y corte son tenidos en cuenta viene
expresado por la variacién del siguiente funcional*®.

o= [ []or (5) +0a (G-

—EI (a’f) - KGA <g—‘: - ¢)2 +2Qu }dodt—

- /h{klw(o,t) + k29?(1, 1) + K1w?(0,t) + Kw?(l, t)}dt (16)
t1

donde es:

la funcién que describe los desplazamientos laterales de la viga.
la funcién que describe las rotaciones de segmentos paralelos ala linea
neutra, por accién de la flexién.
coeficiente de corte.
densidad del material de la viga.
area de la seccion transversal de la viga.
momento de inercia de la seccién respecto al eje neutro.
médulo de Young.
moédulo de corte.
carga transversal aplicada.
k1 y ko: coeficientes de rigidez rotacional.
Ky y Ky:  coeficientes de rigidez translacional.

e Qb &

El funcional (16) es un caso particular del funcional general (1) planteado en el
apartado anterior, dado que es:

F = F[:l), t, ¢(x,t), 'Qb.ry "/)t’ ’U)(.’L‘, t); W, wt] =
= 0.5{pIY? + pAw? — EIY? — KGA(w, — ¥)? + 2Qw} (17)
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Condicién en el extremo Coeficientes de Expresiones analiticas
rigidez o flexibilidad enz=0yz=1
Simplemente apoyado m=0 =0 Yo(z,t) = 0
kiy=0 ke =0 U)(:L‘,t)—‘:O
Rigidamente empotrado m =20 n2=20 P(z,t) = 0
$1 =0 ¢ =0 w(z,t) =0
Libre ky =0 ky=0 Ye(z,t) = 0
K =0 Ky=0 wy(z,t) — ¢P(z,t) =0
Deslizante $1=0 ¢2=0 Y(z,t) = 0
Ki=0 K;=0 we(z,t) — P(z,t) =0
Tabla I
u(xl,mg) '—‘¢’($,t) [ll,lg] :[0, 1] Cl = —k1/2 Dl :—K1/2

U(.’El,xz) =w(x,t) [t17t2] :[tl,tz] Cg = - k2/2 Dg = — K2/2
(z1,2) =(z,1)

El reemplazo de F'y sus derivadas en (11) y (12), conduce a la obtencién de las
ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de la viga cuando ejecuta
vibraciones transversales. Asi es:

B(ELS)  d(pIvy) _

KGA(w, - $) + = 5 =0 (18)
[KGA(ws — )]  d(pAwy) _
0+ - - = =0 (19)

Por otra parte, de (14) y (15) resultan las condiciones de contorno que describen a
los distintos tipos de vinculos, que la viga puede poseer en los extremos:

kl"/)(o’t) :EI¢Z(O>t) (20)
kap(l,t) = - EIs(l,t) (21)
K1w(0,¢) =K G A[ws(0, ) — %(0,1)] (22)
Kaw(l,t) = — KGA[ws(l, 1) — (1, 1)] (23)

Para vigas de seccién uniforme las ecuaciones (18) y (19) se transforman en:

KGA(wg — ¥) + EIthyg — pIthy =0 (24)
Q + KGA(wsp — ) — pAsy =0 (25)
Las ecuaciones (18) y (19), junto con las condiciones de contorno (20)-(23)

constituyen el problema de contorno y autovalores que describe el comportamiento
dindmico de las vigas Timoshenko.
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ANALISIS DE LAS DISTINTAS CONDICIONES DE CONTORNO

El funcional (16) contiene términos que corresponden a la energfa almacenada en los
vinculos de los extremos. Debido a esto, en las correspondientes condiciones de contorno
figuran los coeficientes ki, k2, K1, K2 que representan a las rigideces rotacionales
y translacionales. Este planteo general permite contemplar todas las condiciones de
apoyo cldsicas. En la Tabla I se muestran los valores que deben tomar los coeficientes
de rigidez o sus reciprocos, para obtener las distintas condiciones de contorno, asi como
las expresiones analiticas correspondientes. Se usé la siguiente notacién 7 = K2,

m = K71, ¢ = k{1, é2 = k3.
EJEMPLO DE APLICACION

Una aplicacién de interés en la ingenierfa surge del andlisis del comportamiento
dindmico de vigas Timoshenko. Consideremos una viga de espesor constante cuyos
extremos estan eldsticamente restringidos contra rotacién. Es conveniente expresar a
las ecuaciones diferenciales (24) y (25) en términos de una sola de las variables w o 7.
Para ello, derivamos respecto a la variable z en (24):

Si despejamos 1, de (25) y reemplazamos en (26) resulta:

&%w 8w E _ 8w
Bl trige — P10t 25) porom
2 4 2 2
pil 0w _ pl [ 04Q EI 0%Q
&g o7 =91 (xaa) 32 ~ (g o= (27)

Con un procedimiento similar se obtiene una expresién analoga en la variable .

A efectos de desarrollar un algoritmo simple, que permita obtener valores del
coeficiente de frecuencia fundamental, vamos a aplicar el método de Rayleigh-Ritz
con una expresién polinémica como funcidén aproximante. Para modos normales de
vibracién es:

w(z,t) =W(z) sen wi
P(x,t) =¥(z) sen wt

con lo cual el problema de contorno se independiza del tiempo. Al igualar la expresién
de la energia de deformacién méxima del sistema mecdnico en estudio y la energfa
cinética maxima de la viga, para formar el cociente de Rayleigh resulta el siguiente
funcional: :

! 2 2 2 2 a\I’ 2
21(\1/,W)=/ puPIW? + pAwW? — EI (%) -
0
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ow 2 2 2
~-KGA _6:_22_ -9 dx — [kI‘I/ (0) + kz‘I’ (l)]
Consideremos el siguiente cambio de variables:
dWy(z
W() = Wy(z) + We(z), ¥(x) = ZLE)
dW z) dW(z _ oz
tu(e) = T2, DD _ y(o) 4 0,a), 5= 2,
dz 1’
I kil i _KG PA
r=yp k= gpi= b y= 5 Q= gyl
donde es:
Wy(z) : deflexién debida a la accién de la flexién.
We(z) : deflexién debida a la accién de los esfuerzos de corte.
6.(z) : dngulo de rotacién por efecto de los esfuerzos de corte.
: coeficiente de frecuencia fundamental.
De esta forma el funcional (28) se transforma en:
2 de 2 2 2
21w, W) = [ [~02 G - 0wy (e) + Wate)r

Y+ ()(‘ﬁf)}ﬂ

+[ky (d—Wd—fx(i)y + ks, (m)z

dwf

dz

Las condiciones de contorno quedan expresadas de la siguiente manera:

_ dW; d? Wf
k1——=(0) = (0)

_ dW; a2 W,
R L) =)

w(0)=0, W(1)=

Consideremos las siguientes funciones aproximantes:

4 4
Wf(.’l:) = Af Z aif‘, WC(.’L‘) = Ac Z bi?
=1

i=1

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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donde:

As y A, son las correspondientes amplitudes y los coeficientes a; y b; se determinan
de las condiciones de contorno (30)-(32). Si se reemplazan las expresiones (33) en el
funcional (29) y se minimiza el correspondiente cociente de Rayleigh, respecto a los
coeficientes As y A, se obtiene la ecuacién de frecuencias. La Tabla II contiene valores
del coeficiente de frecuencia fundamental Q para distintos valores de la relacion /1y
para dos tipos de apoyos en los extremos. Los valores de k; y k2 que deben adoptarse
en las condiciones de contorno (30) y (31) se obtienen de la Tabla I. A efectos de
establecer una comparacién de valores numéricos, se incluyen los valores de referencia
[14]. Dicha comparacién permite concluir que el uso del método de Rayleigh-Ritz con
las expresiones (33) como funciones aproximantes, permite obtener un algoritmo que
proporciona valores con una buena precisién desde el punto de vista préactico y que
se caracteriza por una notable simplicidad tanto en el trabajo analitico como en el
numeérico.

r/l Extremos rigidamente Extremos simplemente
empotrados apoyados
) (1) ) 1)

0.01 22.26 9.85

0.02 21.74 9.79

0.04 19.99 19.93 9.57 9.57

0.06 17.85 9.24

0.08 15.77 15.74 8.84 8.84

0.10 13.93 8.40

0.12 12.38 12.37 7.96 7.96

Tabla II. Valores del coeficiente de frecuencia fundamental 2 = %’}w?z, en funcién

de la relacién r/l s = (MKLG)T, K =0.85,s = 1.7489r, u = 0.3.

(I): valores obtenidos en el presente trabajo.
(II): valores de referencia [14].

CONCLUSIONES

Mediante el uso del cdlculo de variaciones, se obtuvieron las ecuaciones diferenciales
y las correspondientes condiciones de contorno, que describen el comportamiento
dindmico de vigas Timoshenko, cuando sus extremos estin eldsticamente restringidos
contra rotaciéon y translacién. Este problema es general y contempla como casos
particulares a los tipos cldsicos de apoyo en los extremos, que normalmente se tratan en
los libros de texto. Ademds, constituye un modelo matemdtico que permite considerar
efectos de flexibilidad en los extremos, hecho que en la préctica es de gran importancia,
dado que las caracteristicas tedricas de los distintos apoyos en realidad no se manifiestan
con toda precisién. Asi, por ejemplo un apoyo rigidamente empotrado puede ser
dificil de lograr en la prictica, y el vinculo en realidad puede presentar algin tipo
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de flexibilidad. Por otra parte, la aplicacién del método de Rayleigh-Ritz con funciones
aproximantes polinémicas permitié obtener un algoritmo caracterizado por una gran
simplicidad tanto desde el punto de vista analitico como del numérico.
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