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RESUMEN

En este articulo presentamos un método de perturbaciones singulares para problemas de
contorno relacionados con sistemas acoplados de ecuaciones en diferencias de segundo orden con
coeficientes variables involucrando un pardmetro pequefio ¢. Estudiamos el comportamiento
asintético de la solucién cuando e tiende a cero.

SUMMARY

In this paper singular perturbations for coupled second order boundary value difference
systems with a small parameter ¢ are treated. The asymptotic behavior of the solution when €
approaches zero is studied.

INTRODUCCION

Tres tipos de problemas conducen de un modo natural al estudio de modelos
discretos descritos por sistemas de ecuaciones en diferencias de segundo orden
conteniendo pardmetros pequefios. La primera fuente de esta clase de problemas
es la simulacién digital donde las ecuaciones diferenciales se aproximan por las
correspondientes ecuaciones en diferencias’.  También, el estudio de sistemas
muestreados®, o los sistemas controlados por ordenador®® conducen de un modo natural
a dichos modelos discretos. Finalmente, muchos sistemas bioldgicos, socioldégicos y
econdémicos son descritos mediante modelos discretos*?. Ademas de estas situaciones
donde la descripcién del sistema fisico viene dado en términos de sistemas acoplados de
ecuaciones en diferencias, los analistas numéricos tratan con ellos al disefiar y analizar
algoritmos para la resolucién numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales o de otro
tipo®.
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El método de las perturbaciones singulares para el estudio de problemas de
contorno relacionados con ecuaciones en diferencias escalares de segundo orden ha sido
desarrollado en*'®. Recientemente dicho método ha sido aplicado satisfactoriamente en®
para estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de problemas de contorno
para sistemas acoplados de ecuaciones en diferencias con coeficientes constantes. En
este articulo, extendemos los resultados de* y ® tratando sistemas acoplados de
ecuaciones en diferencias con coeficientes variables. Consideremos el problema de
contorno (P,) definido por

eV (k+2)+ A(R)Y(k+1)+ B(k)Y(k) = F(k); 0< k< N -2 1)
Y(0) = a; Y(N) = (2)

donde A(k), B(k) son matrices en IR,,x,n con A(k) invertible, a, son vectores en
IR,,x1 y donde el problema reducido (P,),

ARYY (k+1)+ B(k)Y (k) = F(k); 0< k< N -2 (3)
Y(0)=a; Y(N)=4

no admite solucién. El objetivo de este articulo es estudiar el comportamiento asintético
de la solucién Y, del problema (P,) cuando ¢ tiende a cero. Para ello, obtendremos
la solucién explicita Y, del problema (P.). Posteriormente, aplicaremos el método del
desarrollo interior y exterior, mostrando que la capa limite de (1) estd siempre en el
punto final £ = N.

Si C es una matriz en Ryxm ¥y CT es la matriz traspuesta de C, entonces
denotaremos por ||C|| la raiz cuadrada del maximo valor propio de CTC 1?4, i
C es una matriz en R,,xm con ||C|| < 1y si I denota la matriz identidad en Ry, xm,
entonces de''*** | la matriz I — C es invertible |[|[(I - C)7 Y| < (1~ ||IC|) ' ¥

I-c)yt=14+>c" (4)

n>1

PERTURBACIONES SINGULARES

Empezaremos esta seccién mostrando que el problema de contorno perturbado (P,)
admite una solucién unica {Y.(k)} para valores suficientemente pequefios del parametro
€. Consideremos el problema de valores iniciales

eY(k+2)A(k)Y(k+ 1)+ B(k)Y(k)=F(k); 0<kE<N -2
Y(0)=a;Y(1)=1
donde 4 es un vector en IR,,x1, a determinar, de modo que la solucién del problema
(5) satisfaga Y(N) = .
En primer lugar, demostraremos por induccién, que parah = 2,3, -+, N —2, existen
matrices C(h) en Rp,xm y vectores D(h) en R, 1, tales que
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Y(R) = (~1/e)"[A(h ~ 2)--- A(0) + eC(R)}y + D(h) (6)

Para h = 2 la ecuacién (6) se verifica tomando C(2) = 0, D(2) = (F(0)—B(0)a)/e.
Supongamos que se verifica (6) para 2 < h < j y veremos que se verifica (6) para j + 1.
En efecto, de (1) y (6) se sigue que

Y(i+1) = (-1/e)[AG - 1)Y(5) + B(7 — D]+ (1/e)F(i - 1)
= (-1/e)AG - D{(=1/ey A - 2)A(F - 3)- - A(0) ++ eC(3)ly +
+D(j)} +(=1/e)B(i ~ 1){(-1/e)7*[A(F ~ 3)A(5 — 4)--- A(0) +
+ eCG-Dh + DE-1}+(1/e)F(G - 1)
= (=1/e¥[A(F — 1)A(G - 2)--- A(0) +¢C(j + )]y + D(j +1)

donde

C(j+1) = A(j - 1)C(j)~ B(j — 1)A(j - 3)A(j — 4)---A(0) — eB(j —1)C(j — 1)

DG+1)=(F(G-1)—-A(G-1)D() - B(7 - 1)D(7 - 1))/¢

De aqui, para h = N se verifica

Y(N) = (~1/e)¥ AN - 2)A(N - 3)---A(0) + <C(N)}y + D(V) (1)

Nétese que de la invertibilidad de A(j) y de (4), se sigue que para valores pequefios
de ¢, el coeficiente de v en (7) es una matriz invertible y por tanto, imponiendo la
condicién Y(N) = 8, podemos afirmar que existe un inico vector 7y determinado por
la ecuacién

7 = [A(N - 2)A(N - 3)---A(0) + eC(N)]7}(B ~ D(N)) (=)™
De este modo el siguiente resultado ha sido demostrado:

LEMA 1. Si A(k) es invertible para 0 < k < N —2, el problema de contorno perturbado
(P.) admite una solucién dnica Y, para valores suficientemente pequefios del parametro
E.

A continuacién estudiaremos el comportamiento asintético de Y,. Consideremos el
problema de valores iniciales

A(R)Z(k + 1)+ B(k)Z(k) = F(k), Z(0)=a, 0<k< N —1 (8)

De la invertibilidad de A(k), es claro que la tnica solucién de (8) viene dada por

Z(k) = {~[A(k - 1)]7"B(k - DH{~[A(k - 2)]7"B(k - 2)} - --{[A(0)] " B(0)}o +
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+ [A(k = 1)]7 F(k — 1) + {~[A(k = 1)} ' B(k - 1)}[A(k - 2)] ' F(k - 2) +
+ {~[A(k - 1)]7'B(k - 1)H{—-[A(k - 2)] " B(K — 2)H{[A(k - 3)] ' F(k - 3)} +
+o o {~[A(k = 1)] 7' B(k — 1)H{~[A(k - 2)] 7' B(k - 2)} - --
- {=[A) T B(L}HA(Q)]'F(0) k21 (9)

Por otra parte consideremos el problema

W(k+2)+A(k)W(k+1)= F(k); W(N)=B-Z(N); k=N-2,N-3,---,0 (10)

donde Z(N) viene dado por (9) para k = N.
De (10) se sigue que W(2) = —A(0)W(1) + F(0), W(3) = —-A(L)W(2) +
F(1),---,W(k)= —A(k —2)W(k - 1) + F(k — 2), de modo que podemos escribir

W(k) = (-A(k - 2))(-A(k - 3)) - - - (-A(0))W (1) + F(k - 2)+
+(—A(k - 2))F(k~-3)+ (—A(k — 2))(—A(k - 3))F(k - 4)+
+oo 4+ (AR - 2)) (- A(k - 3)) - - (- A(1)) F(0) (11)

En particular, para k¥ = N obtenemos

W(N) = (AN - 2))(-A(N - 1)) ---(-A(Q))W(1) + F(N - 2)+
+ (AN = 2))F(N -3)+ (AN = 2))(-A(N - 3))F(N -4)+--- (12)
+ (A - 2))(-A(N - 3))---(-A(1))F(0)

De la invertivilidad de las matrices A(7) y de (11) se sigue que

W(1) = [(~AN - 2))(- AN - 3)) - (~A©))] "+
+ {B-Z(N)- F(N -2)- (AN - 2))F(N - 3) -
— (—A(N — 2))(~A(N ~ 3)F(N - 4) = -~
— (—A(N — 2))(-A(N - 3)) (A1) F(0)}

y sustituyendo en (11) se sigue que

W (k) = (-A(k = 1)) (= A(k)) ™" -+
(AN = 2))7H{B - Z(N) - F(N - 2) - (-A(N - 2))F(N - 3)-
— (AN - 2))(-A(N -3))F(N - 4) - --- = (AN - 2))(-A(N - 3)) - -
o (-AQ)F0)} + F(k-2)+ (-A(k-2)F(k-3) + -+
+ (AR - 2))(-A(k - 3)) - (-AQ))F(0) k21 3
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Estamos interesados en aproximar uniformemente en o < k < N, la solucién Y,
del problema (P.), en términos de las soluciones Z y W de los problemas (8) y (10)
respectivamente.

Consideremos la sucesién

R(k) =Y. (k) — (Z(k) + eV *W(k)); 0<Ek<N-2 (14)

entonces se verifica

eR(k +2) + A(K)R(E + 1) + B(k)R(k) =
= e(Ye(k+2)—Z(k+2)—e" *72W (k+2))+ A(k)(Ye(k+1)- Z(k+1) - T+ W (k+1))+
+B(k)(Ye(k) — Z(k) — eV W (k)) + e(Ye(k + 2) + A(k)Ye(k + 1) + B(k)Y.(k)) =
= F(k) — (A(k)Z(k +1) + B(k)Z(k) — e * 1 (W(k + 2) + A(R)W (k + 1))—
—eZ(k+2) - N EB(R)YW(R) =
= —eZ(k+2) - eV F1R(k) — eV *B(R)W (k)
R(0)=a—a—-e"W(0); R(N)=p8- Z(N)- W(N)

En consecuencia R(k) definida por (14) satisface el problema de contorno

eR(k+2)+A(k)R(k+1)+B(k)R(k) = —eZ(k+2)—N ¥ F(k)—-eN*B(k)W (k) (15)

R(0) = —e"W(0); R(N)=0

Nétese que de (14) se deduce que la sucesién Z(k) + ¢V~*W(k), converge
uniformemente a la solucién Y, (k) del problema (P,) cuando ¢ — 0, para 0 < k < N,
si demostramos que la solucién R(k) de (15) satisface la propiedad

R(k)=0(¢), & — 0, uniformemente para 0 < k < N

El siguiente resultado que es una generalizacién del principio del méaximo obtenido
en'? para el caso escalar, nos permitird demostrar que R(k) = 0(¢), cuando ¢ — 0,
uniformemente para 0 < £ < N,

LEMA 2. Sea U(k) la solucién del problema de contorno

eU(k+2)+ A(K)U(k +1)+ B(k)U(k)=G(k); 0<k<N-2 (16)

U(0), U(N) fijados
donde A(k), B(k) son matrices en IR, con A(k) invertible, G(k), U(k) son vectores
en Rox1 con G(k) = ~eZ(k + 2) — eV "*F(k) — eN-*B(k)W(k), y donde Z(k) es

la solucién del problema (8). Entonces para ¢ suficientemente pequeiio, existe una
constante p > 0 tal que
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OISI;%{IIU(J)H} < plel TN+ 1T + osgg?;_z{HG(k)ll} (17)
Demostracién. Consideremos la sucesién de matrices {C(k)} definida por C(0) = A(0)
y C(5) = A(j)—eB(5)[C(j —1)]7. Nétese que estas matrices estan bien definidas si es
suficientemente pequefio porque A(j) es invertible. De (4) y supuesta la invertibilidad
de C(7), de la expresién de C(j+ 1) se concluye su invertibilidad para valores pequefos
de € puesto que C(j +1) = A(j + 1){I - e[A(j + 1)]7B(j + 1)[C(5)]"'}. La solucién
de la ecuacién en diferencias que aparece en (16) puede escribirse como la solucién del
sistema

Heol(U(N — 1), U(N = 2),---,U(1)) = col(G(0) — B(0),G(1),---
., G(N = 3),G(N — 2) - eU(N))

donde
0 0 0 0 0 el  A(0)]
0 0 .-+ 0 0 el AQ1) B(1)
0 0 .- 0 eI A(2) B(2) 0
H= : : (18)
el AN-=-3) -+ 0 O 0 0 0
| A(N-2) B(N-2) --- 0 O 0 0 0

Consideremos la sucesién D(j) definida por

D(0) = G(0)—B(0)U(0), D(N-2) = G(N-2)—eU(N)-B(N-2)[C(N-3)]"'D(N-3)

D(j)=G() - BMCGH-VI'D(G~-1), j=1,2,---,N-3 (19)
Eliminando B(1), B(2), -+, B(N — 2) en el sistema

Heol(U(N —1),---,U(1)) = col(G(0) — B(0),G(1),-+,G(N — 3), G(N — 2) — eU(N))

obtenemos el sistema equivalente

Keo(U((N -1),---, U(1)) = (D(0), D(1),---D(N —2)) (20)
donde D(j) estd definido por (19) y

T 0 0 0 0 0 e C(0)]
0 0 0 0 e C@) 0
0 0 0 eI C2 0 0
K = ] _ (21)
el C(N-3) --- 0 0 O 0 0
lC(N-2) B(N-2) ---0 0 0 0 0
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De (19)—(21) se sigue que

UN-1) =[C(N-2)]7'D(N -2)=[C(N -2)]"{G(N - 2) -
eU(N) - B(N - 2)[C(N -3)]"'D(N - 3)} =
[C(N = 2)]"H{G(N - 2) - eU(N)} -

[C(N - 2)]7'B(N - 2)[C(N - 3)]'G(N - 3)+
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+ [C(N - 2)]7'B(N - 2)[C(N - 3)]"'B(N - 3)[C(N — 4)]"'1G(N —4) +
+

et (Z1YTHMOWV - 2)]7 B(N - 2)[C(N - 3)]"'B(N - 3)---
- [C(N=)NT'B(N -HC(N-G -GN —j-1)+---+
+( L)Y C(N - 2)] " B(N - 2)[C(N - 8)]'B(N - 3)---

~lem)” 115’(1)[0(0)] 'G(0)-

— ()N (N - 2)]7'B(N - 2)[C(N - 3)] 'B(N - 3)---
[C(1)]7'B(1)[C(0))7B(0)U(0)

Llamando T'(j) = [C(7)]~'B(j), podemos escribir

[C(N - 2)]"H{G(N - 2) - eU(N)} -

— T(N - 2)[C(N = 3)]"'G(N - 3) +

+ T(N - 2)T(N - 3)[C(N -)]"'G(N - 4)+--- +
+ (=1)Y7'T(N - 2)T(N - 3)---

TN =) C(N = =)' G(N = j— 1)+ -+

U(N —1)

+ (~D¥'T(N - 2)---T(1)[C(0)) ' G(0) - (-1)V*T(N - 2) - --

--T(1)T(0)U(0)
Tomando normas en (22) se sigue que
0N - DI < pn-1 {e[[UMN)] + [[U(0)]] oI 1G(k)}

donde

(22)

pn-1 = [C(NV = 2)]7Y| max{1,1+ [C(N - 2)[l {T(N —2)][ || [C(N - 3)] ]|+

HICHN = 2| IT(N = 2)I IT(N =) | [C(N = )7 +---+
HICN = 2)[[IT(N = 2)|| |T(N = 3)If ---
Tl e
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T(N = 2)|| -~ 17 T}

Ahora, utilizando el método de induccién supongamos que para cualquier k < N -1
existe una constante positiva pj tal que

[0 < AT+ 10O + | gmax G (25)
De (20) y {21) se sigue que

U(k-1)=[C(k-2)]"{D(k - 2) — eU(k)}
y de la hipétesis de induccién y de (19) se sigue que

Uk~ DI < pe—a {2 UM + IU(O)]} + omax , IG(E)IT}

donde

pe-1 = | [C(k—2)7" | max{pw, epi+| B(k—2)|| [| [C(k~3)] M| [| B(k=3)[| | [C(k—4)] "]

O IBO) S 1+ pe) + 1+ 1Bk = 2)] [CCk=3)] 7 + -+
1Bk = 2)ll | [C(k = )7 1Bk = 3)I| | [C(k = 47|+ || [N}

Puesto que para valores pequefios de ¢, se verifica que €2 < ¢, tomando
que p peq N q N

p= ma'x{]"pl,pZa te 'PN-l}

se verifica (17) para valores pequefios de ¢£. Teniendo en cuenta que G(k) = —eZ(k +
2) —eN-k-1PF(k) — eN-*B(k)W(k), y las condiciones de contorno satisfechas por R(k)
en (15), se sigue que R(k) definida por (14) satisface

R(k) = 0(¢),cuando ¢ — 0, uniformemente para 0 < k< N
con lo que queda demostrado el siguiente resultado:

TEOREMA 1. Consideremos el problema (P.) donde A(k) es invertible en Ry ¥
sean Z(k), W(k), las soluciones de los problemas {8) y (10) respectivamente. Si Y, (k)
es la solucién del problema (P.) entonces se verifica

Y.(k) = Z(k) + N *W (k) + 0(¢), € — 0, uniformemente para 0 <k < N

NOTA. Obsérvese que el teorema 1 nos permite obtener aproximaciones explicitas
ficilmente calculables de la solucién exacta Y, del problema (F,), definidas por
Z(k) + eN-*W(k), donde Z(k) estd definida por (9) y W(k) por (13), siendo esta
aproximacién uniformemente convergente en 0 < k < N, cuando ¢ — 0. Este resultado
generaliza los obtenidos en* para el caso escalar, y en® para el caso de sistemas con
coeficientes constantes,
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