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RESUMEN

Este articulo presenta una formulacién de Bunov-Galerkin para el andlisis, mediante Elementos
Finitos, de problemas estéticos y dindmicos de lubricacién gaseosa. Para la parte espacial del problema
se emplean las habituales funciones C°, mientras que la integracion en €l tiempo se realiza con un par
de prediccidncorreccién basado en el método de Newmark, algoritmo éste bien conocido en el
contexto del andlisis dindmico de estructuras. Se realiza un breve andlisis del esquema resultante
en su aplicacion a ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La discusién se ilustra con
dos ejemplos motivados en la tecnologia de cabezas voladoras para discos de almacenamiento magné-
tico. La principal motivacién de este trabajo es el desarrollo de un método numérico flexible, capaz
de resolver los diversos problemas que se presentan en actuales y, predeciblemente, futuras aplicacio-
nes de la lubricacién mediante pelicula de gas. El Método de los Elementos Finitos en combinacién
con el procedimiento de integracién temporal presentado es una técnica ventajosa en este sentido.

SUMMARY

This paper presents a Bunov-Galerkin Finite Element formulation for the analysis of static and
dynamic gas lubrication problems. For the spatial part standard C® functions are used whereas for
time integration a predictordmplicit corrector pair based on the Newmark method of structural
dynamics is used. A brief analysis of this algorithm as applied to first order ODEs is presented.
Then two examples from the technology of flying heads for magnetic recording disk files are solved.
The main motivation for this work is to provide a flexible numerical technique able to handle the
quite diverse problems occurring in present and, predictably, future gas lubrication applications.
The Finite Element method in conjunction with the time integration procedure presented here
is an advantageous tool for this purpose.

INTRODUCCION

Este trabajo discute una aplicacién del Método de los Elementos Finitos (MEF),
basada en una formulacién de Bunov-Galerkin, al andlisis estdtico y dindmico de
problemas de lubricacidén gaseosa representados mediante la cldsica ecuacién de Rey-
nolds. Esta ecuacidn describe, aproximadamente, el campo de presiones generado
por el flujo de gas entre dos superficies proximas, que se hallan en movimiento relativo.
Es una ecuacidén de tipo parabdlico no lineal, su dominio espacial es una superficie
bidimensional y posee una estructura similar a la de los tipicos fendémenos de transpor-
te mediante difusién-conveccidn.

La resolucién numérica de la ecuacién de Reynolds se ha convertido en un punto
crucial en varias aplicaciones de la tribologia, tanto en el régimen incompresible como
compresible! . La mayor parte de los estudios numéricos sobre el comportamiento
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de cojinetes de gas han utilizado esquemas de Diferencias Finitas®®, mientras que
el uso del MEF ha sido mas limitado. La primera aplicacion del MEF al caso estatico
empled una técnica de variacion de pardmetros para linealizar las ecuaciones de
campo?. Mds adelante se utilizé el habitual método de Newton-Raphson, en combina-
cién con un espacio aproximadamente basado en los conocidos polinomios de Hermi-
te®. En gran medida, el interés despertado en la resolucién numérica de la ecuacién
de Reynolds para flujo compresible es debido al andlisis y disefio de cabezas voladoras
para discos de almacenamiento magnético. Debido a los valores de los.pardmetros
de disefio en los productos actuales, resulta habitual detectar en los perfiles de presio-
nes gradientes muy pronunciados y transitorios a gran velocidad. El problema presenta
las tipicas caracteristicas de los flujos dominados convectivamente. Motivados por
esta situacién, hemos presentado recientemente el uso de una formulacién de Garlekin
en combinacion con una técnica de integraciéon selectiva-reducida®, que permite
mantener una buena precision global evitando la resolucion detallada de la capa limite.
En esta ultima referencia se emplearon los habituales C° cuadrildteros de Lagrange,
lo que resulta ventajoso cuando el espesor de la pelicula es discontinuo o varia brusca-
mente ya que entonces, la solucién del problema carece de derivadas primeras conti-
nuas. El trabajo presente extiende el andlisis al caso transitorio, pero sélamente se
considera el método de Bunov-Galerkin en su forma habitual, es decir, no se introduce
ningtn procedimiento de “upwind”.

El resto de este trabajo puede esquematizarse como sigue. Primeramente presenta-
mos la formulacién débil de la ecuaciéon de Reynolds y ‘el procedimiento habitual
utilizado para la resolucidn del caso estacionario. Bdsicamente éste consiste en la utili-
zacién de funciones de prueba C° y el proceso iterativo de Newton-Raphson. En segun-
do lugar, discutimos el esquema de integracion temporal en su aplicacion a los sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que resultan de la formulacién
variacional, una vez que ha sido realizada la aproximacion espacial. El principal algorit-
mo utilizado a este respecto es una par de prediccidén-correccidén implicita basado
en el bien conocido método de Newmark” , de nuevo en conexién con el procedimiento
de Newton-Raphson. Este esquema es formalmente equivalente a una familia de méto-
‘dos lineales de dos pasos (tres puntos) y da lugar a un grupo bastante amplio de
algoritmos de integracion de segundo orden, con distintas propiedades de estabilidad
y precisiéon. Se incluye un breve andlisis de esta familia de algoritmos en su aplicacion
a ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Finalmente, se presentan dos
ejemplos originados en la tecnologia de las cabezas voladoras para discos de almacena-
miento magnético. Puesto que hemos restringido aqui nuestra atencién al método
de Bunov-Galerkin en su forma habitual, se hace necesario prestar cierta atencion
a la forma en que se realiza la discretizacién en la proximidad de las capas limite.
De nuestra experiencia, concluimos que, normalmente, es suficiente situar tres o cuatro
nodos dentro de la capa limite para asegurar resultados estables, tanto en el caso
estdtico como en el dindmico. A este respecto sugerimos una estimacién ‘“ad hoc”
para calcular el maximo tamafio admisible de los elementos en la susodicha area.
Ademds, con el objetivo de comparar, incluimos en los ejemplos algunos resultados
obtenidos con un simple método iterado de Euler. Nuestros resultados son también
contrastados con una solucién obtenida mediante Diferencias Finitas®.

La principal conclusion de este articulo es que, sin haber explotado todas las formu-
laciones posibles, el método de los Elementos Finitos es una técnica numérica flexible
y poderosa para el andlisis de cojinetes de gas. Ademds, el procedimiento de integraciéon
temporal utilizado es un algoritmo simple y adecuado no sélamente para la presente,
sino también para otras ecuaciones parabdlicas no lineales. Finalmente mencionamos,
que ha sido nuestra intencidén recoger aqui solamente la formulacién bdsica y dar
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una mera ilustracidon de las posibilidades del esquema. Esperamos presentar, en una
proxima comunicacién, una utilizacién mds extensa de esta herramienta para discutir
¢l comportamiento de un tipo de cabezas auto-soportadas para dispositivos de almace-
namiento magnético.

FORMULACION DEBIL DE LA ECUACION DE REYNOLDS

El campo de presiones generado por €l flujo de gas entre dos superficies préximas
en movimiento relativo, satisface aproximadamente la ecuacién bidimensional de
Reynolds®, que puede escribirse en forma adimensional como:

d(ph)
ot

v(ph®yp —Aph)=¢ (1)

donde p = p(x,t) es la presion adimensional (presién/presion de referencia p,),
h representa el cociente del espesor de pelicula y una separacién de referencia h,
(normalmente la separacidn en el borde de salida) y se supone dato del problema,
A = 3uLv/p,hZ es el pardmetro vectorial adimensional del cojinete; L es una longitud
caracteristica (p.e. la longitud del cojinete), u es la viscosidad dindmica, v es la veloci-
dad relativa de las superficies del cojinete, ¢ = 12u7L2 /p,h2 es un segundo pardmetro
adimensional* y finalmente, 7 es una frecuencia caracteristica utilizada para adimen-
sionalizar la escala de tiempos (puede tomarse igual a uno).

A lo laigo de este trabajo Q representa un dominio en R? y I' su contorno supuesto
suave. Escalares y puntos se representan con los usuales caracteres romanos v los
vectores en negrita. Se hace uso de la habitual notacién del operador v esto es, vz
indica la divergencia del vector 2"y Vz el gradiente del escalar z.

La expresion débil de la ecuacidén (1) se obtiene tras multiplicacién por la funcion
de ponderacién w y aplicacion de la formula de Gauss-Green

_ / (ph® yp —Aph)nwdT + [ (hp® yp —Aph)vwda + / o(h 3P +p M ywdai=0 (2)

Q Q odt ot

donde n es el vector unitario normal al contorno I'. Siguiendo ia prictica habitual
las funciones de ponderacién w se eligen de forma que toman valor cero en la parte
del contorno I'; donde se imponen las condiciones de contorno esenciales p =p(x,t),
la otra parte del contorno es denominada I'. Las funciones w y sus derivadas parciales
se suponen de cuadrado integrable en el dominic $2. De acuerdo con la ecuacion (2)
la condicién de contorno natural establece la prescripcién de (ph® yp—Aph)n que,
como puede demostrarse, es igual al flujo adimensional de masa q(x,t). Notese que para
incorporar explicitamente esta condicién de contorno en la formulacién variacional
del problema es necesario integrar por partes tanto el término difusivo como el convec-
tivo de la ecuacién.

En la version de Elementos Finitos del método de Bunov-Galerkin la parte espacial
de la solucién aproximada a la ecuacién (2) se busca en un espacio de splines polinémi-
cos de pequefio soporte N;(x) esto es, p(x,t) = Zyl(t)N (x), o en notacién directa,

p = Ny (el indice t se utiliza para 1ndlcar la traspuesta de una matriz o vector
columna). Como es habitual un elemento N; de la base el espacio aproximante toma

* Los pardmetros A y 0 son denominados en la terminologia inglesa como “bearing number” y
““squeeze number” respectivamente.
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_valor unidad en sélamente uno de los nodos y cero en los otros, de forma que el vector
vt =[v1, Y2, --., Yn ] representa el valor de la funcién p(x,t) en los nodos. La igualdad
(2) es satisfecha siendo w cualquier miembro de subespacio aproximante o, de forma
equivalente, para todos los elementos de la base N;. Definiendo

K(y,t) %VN[Ntyh:"VNty — AhN'ylde
M) =[ ciNN‘de  , F@)=— / 3 NNt g 3)
Q N ot

La ecuacién (2) puede escribirse de forma mds compacta como
K(y,t) + M(t)y =F(t)y 4)

que representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la funcién y(t).

EL CASO ESTATICO

La solucién correspondiente al régimen estacionario puede obtenerse resolviendo
la eq. (4) con la condicion de que el espesor de pelicula sea independiente del tiempo
oh/at = 0, o directamente resolviendo el sistema no lineal de ecuaciones K(y,0) = 0.
Adoptamos el ultimo procedimiento y utilizamos el bien conocido método de Newton-
Rapson para reducir el problema a una secuencia de ecuaciones lineales

KT(yn )AYn =R(Yn) ] ym-l =Yn + AYn (5)

donde la matriz tangente K¢ y el residuo R se definen como

R(ya) = —K(ya,0)

KT(yn)=a_K(.y’_0))
0y  (Y=Ya

Los habituales procedimientos del FEM pueden emplearse para resolver esta ecua-
cién. Por ejemplo, Rodhe y Oh® utilizaron los polinomios de Hermite como base
de su aproximacién y en el presente trabajo empleamos los cuadrildteros Lagrangianos
de cuatro nodos®. Sin embargo, como ya se ha mencionado, aparece una dificultad
cuando el pardmetro del cojinete A aumenta y la ecuacion (1) queda dominada por
las derivadas espaciales de primer orden. Entonces la solucién desarrolla una c#pa
limite de espesor 0(1/ IAD'. La malla de elementos debe ser lo suficientemente fina
para recoger los bruscos cambios que tipicamente se presentan en estas estructuras y,
de no ser as{ se aparecen oscilaciones indeseables en la solucidon numérica que pueden
hacer que ésta resulte totalmente inaprovechable. En el primero de los ejemplos que
se considera mds tarde, sefialamos un criterio ‘ad hoc’ (basado en la bien conocida
condicién sobre el numero de Peclet para problemas de transporte) para estimar
el tamafio médximo de los elementos que deben situarse en la capa limite. Generalmente
basta con colocar tres o cuatro nodos de los cuadriliteros bilineales dentro de la capa
Iimite para asegurar estabilidad, tanto en el caso dindmico como estatico, aunque
la situacién transitoria es un poco mds exigente en cuanto a discretizacion se refiere,
Este tipo de fenémeno, frecuente en el andlisis de flujos dominados convectivamente,

=/ N[N*h® VNby, + Ny h®VN¢ — AhN‘ldQ  (6)
Q
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ha conducido a las denominadas formulaciones ‘upwind’***®  que pretenden evitar
la resolucién detallada de la capa limite a la vez que se preserva una buena precisién
en ¢l resto del dominio. Estas técnicas, habitualmente empleadas para la resolucion
de la ecuacién de Navier-Stokes, las ecuaciones lineales de transporte y mds reciente-
mente algunos problemas hiperbSlicos'#, han sido utilizadas recientemente, en una
de sus versiones mds simples?, en el contexto de la ecuacién de Reynolds®.

EL CASO DINAMICO

En el caso dindmico el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales
de primer orden (4) debe resolverse. Para mantener 1a sencillez de notacién es conve-
niente escribir dicha ecuacién matricial en la forma canénica

y=f(y,t) (7

donde f(y,t) = M 1(t)[F(t)y—K(y,t)]. La condicién inicial se obtiene imponiendo
¥ =Y, , habiéndose obtenido y, de la solucién estéitica.

Por varias razones todos los métodos descritos a continuacién son implicitos. En
primer lugar, como ya se ha mencionado, una malla fina tiene que emplearse en la capa
limite. Esto implica que cabe esperar modos propios altos que impondrian una severa
restriccién en el tamafio del intervalo de tiempo a utilizar con cualquier esquema
explicito de integracion. En segundo lugar, la ecuacion (7) es no lineal y sus coeficien-
tes dependen del tiempo. Esto significa que la matriz de coeficientes tiene que recalcu-
larse, en cualquier caso, al menos cada pocos pasos, haciendo caros los esquemas
explicitos.

El método de Newmark para ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Uno de los procedimientos mds cominmente empleados para la integracién de las
ecuaciones de segundo orden de la dinamica de estructuras, lo constituye ¢l bien cono-
cido método de Newmark?. Bdsicamente éste consiste en una familia de algoritmos
implicitos de segundo orden parametrizada por dos escalares. Aqui utilizamos las rela-
ciones asoctadas con este procedimiento para obtener un algoritmo con vista a la
resolucién de las ecuaciones de primer orden (7). Mas adelante se verd que el esquema
es equivalente a un habitual procedimiento linear implicito de dos pasos (tres puntos),
como ha sido sefialado ya por Zienkiewicz!® con referencia a las ecuaciones de la
dindmica estructural. A este respecto sefialamos que este algoritmo ha sido utilizado
sélo ocasionalmente para ecuaciones diferenciales de primer orden y no en la forma
general discutida aqur®. Sin embargo el procedimiento resulta bastante util ya que
su precision y la disipacién numérica pueden ajustarse ficilmente modificando los
valores de los dos pardmetros mencionados.

Los pasos que constituyen el esquema son como sigue.

1) Predicciéon.— Supdnganse conocidas en un instante t, las cantidades yn,yn, y una
aproximacién a y, (mds adelante se explica cémo calcular ¥, a partir de y, € y,).
Los superindices se refieren al instante de tiempo en que las variables o furciones
son evaluadas. Una predicciéon de segundo orden de y.,; € Yn+1 representada por

. Vos1 € Yae1 se calcula como:

. .. 2 oo _ £ ..
¥o¢1 =Yn T YnlAt +V¥, Azt , Yn+#1 =Yn T YndAt (8)
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donde At es el tamafio del intervalo de tiempo.

2) Correccién.— Las bien conocidas ecuaciones de Newmark” pueden escribirse como:

y .Y _ 28-vy
Ynr1 = —— (Yn+1 Yn) — at At = _"Yn
Bat 2 ©)
.. .1 -2B¢
1 = Y. )= —— Yn — ¥
et 5At2 Vs = Vo) =57 ¥ ~ 38

donde v y 8 son dos pardmetros constantes a determinar. El paso de correccion consiste
de la ecuaciéon

M1 Voe1 + K(Yos1 tone1) — Foar1 Yaer =0 (10)
junto con la ecuacién (9); .

Debido a que la ec. (10) es no-lineal en y,,; hacemos uso, una vez mds, del método
iterativo de Newton-Rapson. La versidn linearizada del corrector es

[Mn+1 ﬁZt + K’I‘(yin+1 atn+1) - Fm-l ]Ayzﬁl = Fn+1 yi,ﬂ — Mn+1 ).’inﬂ —_ K(y;_ﬂ ,tn+1)
Yol =yie FAYRG L VEL SVL, ol Avia (11

pAt

donde K, es la matriz tangente definida en la ec. (6). Este segundo paso es repetido
un numero fijo de veces o hasta que el residuo, esto es el miembro derecho de la
ec. (11),, sea mds pequefio que una cierta cota. Generalmente, hemos adoptado
el criterio habitual de detener el proceso iterativo, dentro de cada intervalo de tiempo,
cuando el ultimo residuo calculado es mds pequefio que una cierta fraccién del compu-
tado al comienzo del intervalo (es normalmente recomendable combinar esta regla
con un limite superior al nimero total de iteraciones por intervalo de tiempo, corrien-
temente dos o tres iteraciones son suficientes).

3) Una aproximacién de segundo orden a Y,.; se obtiene mediante la ec. (9) o de
forma equivalente

Yn+1= Yn + — (yn+1 —yn+1 ) (1 2)
BAt

donde yn.1 es el Gltimo valor calculado en el paso 2.

Tras este ultimo paso la variable tiempo se incrementa en At. Notese que este tipo
de implementacién permite fdcilmente modificar el tamafio del intervalo de tlempo
El algoritmo prosigue volviendo al paso uno.

En los ejemplos que se presentan mds abajo, el andlisis dindmico se realiza siempre
tras el cdlculo de la solucion estdtica y se utilizan los valores de yo = ¥, = O para
iniciar el caso dindmico.

Para examinar las propiedades del algoritmo presentado escribimos éste en la habi-
tual forma de los métodos multipaso. Sustituyendo la ecuacién (9); en el miembro
izquierdo de la ec. (7) a la vez que ¥, se expresa en funcién de yy, ,Yn, € Yn—1 mediante
eliminacion de ¥,_; de las ecuaciones (9) (escritas entre los instantes t, y t,—;)
se obtiene

OpYns1 T OqYn T O2Yn_1 + AtBoYns1 +B1Vn + B2Vn—1)=0 (13)
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donde
. . 2y 1—
ao =‘—1 P al"_‘—’y'y—- ) a2=_7’y_
1 1
Bo=C o g =N L g = (1/246) (14)

Noétese sin -embargo que la eliminacién de y,_; es sélamente posible si 28+y. Para
el caso en que 28—y = 0 se observa de la ecuacidon (9) que el método se reduce a la
aproximacién de Crank-Nicholson,

Va1 —Ya =%(~7n+m) . 15)

Las propiedades de convergencia y estabilidad del método pueden, en una primera
fase, ser estudiadas con la ayuda de la teoria de los métodos lineales multipaso.
En particular, es posible comprobar que el algoritmo es consistente de segundo orden
y que tiene un intervalo de estabilidad real ilimitado para

2B>v>1/2 . (16)

Esta condicidn aseguraria la estabilidad numérica del algoritmo si los autovalores
de f en la ec. (7) fuesen reales y negativos. Ademds en este caso el teorema de equiva-
lencia de Lax® asegurarfa la convergencia. Sin embargo, dado que la matriz K,, defini-
da por la ec. (6), es asimétrica, sus autovalores pueden ser complejos y la conclusidén
precedente debe adoptarse con precaucién. A pesar de ello, los experimentos numé-
ricos realizados hasta ahora parecen indicar que los limites (16) pueden emplearse
con confianza.

Mayor conocimiento sobre las propiedades de estabilidad puede obtenerse calcu-
lando las raices del polinomio caracteristico asociado con la ec. (13), obtenido al
aplicar esta tdltima expresion a la ecuaci6n escalar de prueba x = Ax!7. Dado que
el método considera dos intervalos consecutivos de tiempo, dos raices distintas pueden
en general esperarse. El moédulo de éstas es una medida del factor de amplificacion
involucrado en el proceso de integraciéon. Como es bien sabido un método estable
debe presentar ambas raices menores que uno. Ademds, es también deseable, y de
hecho esta propiedad figura como parte de algunas otras definiciones de estabilidad,

. ! . pe . s XAt s

que las raices evolucionen como el verdadero factor de amplificacién e*=*, tendiendo
a cero segun el producto AAf tiende a menos infinito. Esto aseguraria que los modos
altos son rdpidamente disipados, dejando sélamente la significativa respuesta asociada
a los modos bajos. En la Figura 1 el médulo de las raices asociadas con el método
de Newmark ha sido representado para varios valores de v y 8 (en la figura indicados
: como G y B-respectivamente). En el grdfico correspondiente a v = 0.5 el factor de
amplificacién de la aproximacion de Crank-Nicholson (28 =) ha sido también dibu-
- jado. Para cada caso una de las raices es representada mediante linea continua y otra
con trazo discontinuo, cuando ambas son complejas conjugadas no es posible hacer
la distincién y s6lamente puede observarse la linea continua.

Métodos del mismo orden de consistencia pueden ser comparados mediante los
valores correspondientes de la constante de error. Esta constante es simplemente
el primer coeficiente no nulo del desarrollo en serie de Taylor que se emplea para
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determinar el orden de consistencial”. Puede comprobarse que este coeficiente se
escribe en términos de los pardmetros « y 8 como?®:

1
=1 [8(26—y)+1]

Este valor junto con las propiedades de estabilidad ilustradas en la Fig. 1 sirven
para efectuar una primera evaluacién de un esquema dado. Ndtese que el minimo
valor de la constante de error se obtiene con el método de Crank-Nicholson: C=1/12.
De hecho, Dahlquist!® ha demostrado que la constante de error mds pequefia que
puede obtenerse con cualguier método de segundo orden, que sea incondicionalmente
estable, corresponde al método de Crank-Nicholson. Es bien sabido que el precio por
este resultado 6ptimo es una relativamente pobre evolucién de las raices correspon-
dientes (Fig. 1), lo que causa un amortiguamiento demasiado lento y de cardcter oscila-
torio de los modos altos. '

1. 1.
s .5
1 | \ i 1

-28 ~18. . -28 -12.

Crank~Nich \'

G =8.5

-20 -18
s .5
6 =1.5 A 6~ 2,
B=i., 1,25, 1.5, |~ B~ 1,50, {.75, 2.

Figura 1.— Médulo de las raices del polinomio caracteristico asociado al método de Newmark para
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

La familia y=1.5 resulta un método particularmente atractivo. Para $=0.8 la constan-
te de error es s6lamente 1.6/12. y el dibujo (para G=1.5) de la Figura 1 indica cémo,
para pequefios valores de f (p.e. B=1.), el factor de amplificacién converge rdpida-
mente hacia cero. Los valores $=0.8 y y=1.5 han sido sugeridos por Zienkiewicz®
al deducir el esquema dado por las ecuaciones (13) v (14) como una aplicacién del
M.E.F. en la direccién del tiempo. De hecho el valor de estos parametros se correspon-
de con una ponderacién “consistente” de tipo Galerkin.

Debe indicarse que todos los coémputos presentados aqui han sido realizados
empleando una matriz de masa consistente, tal y como se indica en la ecuacién (3),
dado que algunos experimentos realizados con una matriz condensada por cuadratura
dieron lugar a resultados muy pobres.

Método iterado de Euler.

Con el proposito de comparar en los ejemplos que siguen se ha empleado también
una version iterada del método de Euler de diferencias atrasadas. Es bien conocido



ANALISIS ESTATICO Y DINAMICO DE COJINETES DE AIRE 35

que este algoritmo es extremadamente estable pero posee sblamente una precision
de primer orden. El esquema utilizado consiste de una prediccion de primer orden

Yor1 =2Yn — Yn—1 (7)

seguida sélo de una pasada por el corrector

/ 9 h,,; NNtAy, do +/ o9h|  NNtay.do +

493 At 0 tn+l

[ YNIN*y, h® VN' Ay, — Altpys N'Ay, J4Q = fap (18)
Q -

donde
f+1=/£_ﬂ
T Jg At ot

Antes de realizar la siguiente prediccién del valor de y debe ser actualizado, esto es
Yn+1 ZYn + Ayn'

NNty, dg _[ N[N'y2,. h3 VNty, — ANty, ] _/ GNAT (19)
Q Fq

tn+l

EJEMPLOS.

Los ejemplos que siguen estdn motivados en el andlisis de cabezas volantes para
discos de almacenamiento magnético. Una situacidn dindmica tipica incluye un patin
(cabeza) plano o formado por dos planos* volando, a una altura que varia entre lum
y 4um, sobre el disco, que gira alrededor de su eje a unas 3.600 r.p.m. En todos los
casos el patin se considera fijo en el espacio y las irregularidades en la superficie del
disco se simulan mediante crestas o indentaciones. Estas y cualquier otra variacién
del espesor de pelicula es simplemente recogida mediante una funcién h =h{x,t) apro-
piada. El cambio en el espesor de pelicula produce una perturbacién en el perfil
estdtico de presiones. Esta respuesta transitoria es el objeto del andlisis.

Ejemplo 1.

Se consideran un cojinete de anchura infinita con un patin plano y una cresta
de perfil senoidal. En la Figura 2 se presenta un esquema de la geometria cuya defini-
cidén exacta es como sigue: el cociente entre el mdximo y el minimo espesor de pelicula
es 4., la altura de la cresta es el 20% del minimo espesor de pelicula (en el borde
de salida) y la longitud de la cresta es el 30% de la proyeccién horizontal del patin.
Los cdlculos se han realizado con un pardmetro de cojinete A=400. y un pardmetro
0=100. Inicialmente la cresta se sitia desde —0.3 a 0.0. La velocidad adimensional
de la cresta ha sido independientemente fijada a 10. esto es, se requieren 13x1072
unidades de tiempo para cruzar completamente la superficie del cojinete.

Para establecer las dimensiones apropiadas de los tlementos que deben situarse
en ¢l borde de salida de cara a evitar la aparicién de oscilaciones numéricas indeseables,

* La denominaci6n inglesa correspondiente es “tapper-flat slider”.
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Hm / Ho = 4,
. b/ Ho = 8.25
Hm| | /L =903

Hd
Pt b

L

Figura 2.— Patin plano unidimensional con una cresta senoidal en la superficie del disco.

comparamos la ecuacion de Reynolds con la ecuacién lineal de fendmenos de transpor-
te. En el caso unidimensional ésta puede escribirse como

d29 dd
k2 Y g2
dx? " dx

donde k es la difusividad, u la velocidad de flujo y 9 una cierta propiedad que es trans-
portada (p.e. temperatura). La condicién habitual para la estabilidad sobre una malla
uniforme con elementos de tamafio A es A<2k/u. Por analogia sugerimos tomar en
el caso de la ecuacidon de Reynolds 2ph?/|A|. Hacemos notar sin embargo que en
la préctica se utilizan, generalmente, mallas no uniformes y que nosotros hemos obte-
nido buenos resultados imponiendo la condicién mencionada sélamente en la zona
proxima al borde de salida. En este caso haciendo la aproximaciéon ph~1, puede
emplearse la siguiente estimacion A<2/{Al|. En el ejemplo presente ésta da A<0.00S.
Los cdlculos mostrados a continuacién han sido realizados con A=0.00375, que estd
un poco por debajo del limite para tener un cierto margen de seguridad en el cdlculo
dindmico. Como regla prictica mencionamos también que 4 o 5 de estos pequefios
elementos bastan normalmente para cubrir toda la capa limite y por lo tanto para
asegurar la estabilidad.

En la Figura 3 los perfiles de presiones han sido dibujados para distintos instantes
de tiempo. Aparece un mdximo en el pico de presiones alrededor de t=0.110, cuando
la cresta se sitGa desde x=0.8 a x=1.1.

Fl objetivo principal de este ejemplo es comprobar las propiedades de convergencia
del esquema de integracién temporal. En la Tabla 1, se comparan los perfiles de presio-
nes en el instante t=0.11, para varios tamafios del intervalo de tiempo, en términos
de error cuadrdtico medio dado por

0,

e= 1%}:Ellp(xi)—yi]’f vz

donde N es el numero total de nodos, p(x;) el valor de referencia para la presién
en el nodo i e y; el valor calculado de la presién en ese nodo. El valor de referencia
se ha obtenido por el método de extrapolacién de Richardson.

De la observaciéon de los resultados recogidos en la Tabla 1 pueden sefialarse los;
siguientes puntos. En primer lugar, se consigue, efectivamente, la esperada tasa de
convergencia cuadrdtica del algoritmo de Newmark. En segundo lugar, segiin se va’
disminuyendo el tamafio del intervalo de tiempo el algoritmo con $=0.25, y=0.5
muestra un comportamiento progresivamente mejor, a pesar del mds pobre coeficiente
de amortiguamiento predicho, que aquél con $=0.8, y=1.5. S6lamente para intervalos
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Figura 3.— Perfiles de presiones para el ejemplo de la Figura 2.

de tiempo relativamente grandes, At=0.02, ambos métodos dan una precisién similar.

Esto puede ser debido a que el mayor amortiguamiento numérico del segundo rdpida-

mente se deshace de los modos altos asociados con el gran At. En relacién con esta

observacion seflalamos también que recientemente ha sido probado que el método

de Crank-Nicholson en combinacién con el método de los Elementos Finitos (es decir
nuestro esquema con 2f=w) se comporta mucho mejor que su equivalente en Diferen-

cias Finitas en el ¢ontexto de problemas de transporte2?. Probablemente esta conclu-

sién resulte también aplicable al caso presente explicando los buenos resultados obser-

vados en la prictica.

Newmark Euler atrasado
At v=28 y=15 =8
e e/At? e e/At? e e At
0.02000 0056 140. 0.056 140. 0083 415
0.01000 0.017 170. 0018 180. 0.043 434
0.00500 00047 188. 00062 248, . 0023 476
0.00250 0.0013 208, 0.0018 288. 0011 452
000125 0.00034 217. 000051 326. 00058 421
Tabla 1

Hacemos notar que, en general, mallas que dan resultados estables en €l caso estdtico
pueden resultar, dependiendo del tipo de excitacién considerado, inadecuadas para
el andlisis dindmico. En particular, la capa limite en el borde de salida se hace ligera-
mente mds estrecha”y su pendiente aumenta seglin el pico de presiones se desplaza
hacia la derecha.

Ejemplo 2.

Finalmente, consideramos un patin bidimensional de tipo Winchester cuya geome-
tria ha sido delineada en la Fig. 4. Esta cabeza ha sido usada extensamente durante



38 C.GARCIA SUAREZ

varios afios en diversos dispositivos de almacenamiento magnético. Su definicion exacta
para este ejemplo es como sigue: la superficie del cojinete es 1.0x0.10 y el espesor
de pelicula es 15.0, 2.0 y 1.00 en las lineas x=0.0, 0.10 y 1.0 respectivamente. Los
pardmetros adimensionales del cojinete son A=400.0 y 6=1.692x10*%.

Hm / Ho = 15.

Hi / Ho = 2.

b/ Ho = .25

L . Lt /L=.9

TTTT T rrrrTrITTT l1/L=.3

NSNS E N NOENEN]

Hm | Hi L1 Ho

bll rrrrarrrrrrrrererTya

[

Figura 4.— Vista lateral de una cabeza tipo Winchester y un defecto senoidal en la superficie del disco.

La excitacidén considerada en este ejemplo es un defecto en la superficie del disco,
modelado como una identacién de forma senoidal. La longitud del defecto es 30
la del cojinete, su profundidad 20% del espesor de pelicula en el borde de salida
y su anchura es idéntica a la del patin 0.10. La velocidad adimensional es igual a
492x107°2. En su posicién inicial el defecto se sitia en las abcisas x=—0.3 y x=0.0,
justo a la entrada del cojinete. Por simetria s6lo se considera la mitad del cojinete.

En la Fig. 5 se muestra la malla empleada. No se ha hecho ningin intento de optimi-
zar ésta ya que los resultados se muestran con un mero proposito ilustrativo. Sefialamos
que es aconsejable situar una linea de nodos a lo largo de la recta x=0.1, donde el
primer plano del patin se intersecta con el segundo: de esta forma el cardcter abrupto
de la solucién es perfectamente capturado con los elementos C°. El refinamiento
de la malla en esa drea es introducido fundamentalmente para obtener un cédlculo

i

Figura 5.— Malla ‘para la cabeza Winchester de la Figura 4 (por simetria s6lamente se considera
la mitad del patin, la zona obscura en el borde de salida contiene 4x6 elementos).

{direccién del flujc}
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preciso del pico de presiones y no es realmente un requerimiento para la estabilidad
numérica. Para el borde de salida puede emplearse la estimacidén del ejemplo anterior
y sélamente cuatro elementos han sido situados a lo largo de la direccién de flujo
para cubrir toda la capa limite.

El cdlculo ha sido realizado con $=0.8 y ¥=1.5 y un incremento de tiempo de 1.00
(aproximadamente 1./25. del tiempo necesario para que el defecto cruce totalmente
el cojinete).

En la Figura 6a se han representado las isobaras y en la Figura 6b una vista lateral
del perfil de presiones, en este Gltimo case las diversas lineas representan las presiones
a lo largo de las rectas horizontales en la malla de la Figura 5.

1.8

1.4

1.3

1.2

€2 0.z 8.4 8.6 8.8 1.0

Figura 6a.— Perfil estdtico de presiones para Figura 6b.— Vista lateral del perfil estdtico de
el ejemplo nim. 2 (isébaras). presiones para el ejemplo ndm. 2 (presién
a lo largo de las lineas horizontales de la-

Figura 5).

Los resultados de este ejemplo se han comparado, tanto en el caso dindmico como
estdtico, con los obtenidos mediante un algoritmo de Diferencias Finitas3#®. La solu-
cién por Diferencias Finitas ha sido calculada con una malla no uniforme de 50x20
puntos (sin haberse considerado la condicidn de simetria), puede tomarse por lo tanto
como un resultado de referencia ya que nuestra malla es ligeramente mds grosera.
En la Figura 7 se muestra una comparacién en términos del perfil de presiones a lo
largo de la linea central del cojinete en los instantes t=0.0 y t=15.0. Como cabia
esperar se observa una muy buena correlacidén entre ambas soluciones.

1.5 1 1.5

1

8.8 8.2 0.4 2.6 8.8 1.8 8.8 8.2 8.4 9.6 8.8 1.8
Perfil estético de presiones a lo largo del eje del patin. Presidn a o largo del eje del patin en el instante t = 15.

Figura 7.— Comparacion entre una solucién obtenida con Diferencias Finitas (trazo continuo) y el
presente esquema (rombos).
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En la Figura 8 se recoge una representacion tridimensional de la presidon para los
instantes t=5.0, 10.0, 15.0 y 20.0. La escala adimensional de tiempos empleada se
obtiene multiplicando el tiempo real por la frecuencia 7=10%s72.

Nétese que incluso con el moderado tamafio de defecto considerado en este ejemplo
se produce una seria perturbacion en el perfil de presiones. Para defectos de mayor
profundidad es necesario refinar la malla a lo largo de toda la superficie del cojinete.
Tal vez en estos casos una formulacién alternativa como elementos méviles o algiin
tipo de “upwind” resulte preferible, aunque es posible que en tales situaciones algunas
de las hipotesis implicitas en la ecuacién de Reynolds dejen de ser razonablemente
satisfechas.

Hg= 15.8 t =22.8

Figura 8 .— Representacién tridimensional de presiones para el ejemplo niim. 2 en los instantest =50,
150,200.

CONCLUSIONES

Se ha presentado la aplicacién de una formulacién de Elementos Finitos, basada
en el método de Bunov-Galerkin y un algoritmo de integracién temporal desarrollado
a partir del método de Newmark, procedimiento éste bien conocido en su aplicacion
a lp dindmica de estructuras, al andlisis estdtico y dindmico de cojinetes de gas.
El-esquema estudiado presenta la inherente flexibilidad del método de los Elementos
Finitos v su respuesta lo hace muy adecuado para el tratamiento de problemas prac-
ticos.

Los puntos mds relevantes de la discusion precedente pueden resumirse como sigue,
Los simples cuadrildteros C°, en combinacién con discretizaciones disefiadas juiciosa-
mente, son suficientes para asegurar la estabilidad de la solucién numérica ain en
el caso de valores altos del pardmetro de cojinete (JAl). En este sentido, se ha sugerido
una regla *“ ad hoc” para seleccionar automdticamente el tamafio de los elementos
que deben situarse en el borde de salida. Para el caso dindmico el algoritmo de predic-
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cidbn-correccion empleado presenta la esperada tasa de convergencia cuadrdtica y unas
buenas propiedades de estabilidad, suponiendo que se calcule la matriz de amortigua-
miento de forma consistente. v

Se han incluido, en la discusién que precede, un breve andlisis del algoritmo para
la integracién en el tiempo en su aplicacidn a ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden. Los resultados de éste y los obtenidos en su aplicacién prictica
animan a un andlisis mds profundo del esquema y a utilizarlo para el tratamiento
de la ecuacion de Reynolds y de otras ecuaciones parabolicas no lineales.
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