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RESUMEN

El andlisis de tableros de puente de seccién tipo losa con aligeramientos circulares por métodos
tales como emparrillado plano, teorfa de la losa ortétropa, elementos finitos tipo placa, etc., tropieza
con el inconveniente de que no existen métodos sencillos suficientemente aproximados para determi-
nar las caracteristicas mecdnicas transversales, dato imprescindible para realizar dicho analisis.

En el presente trabajo se efectiia un estudio paramétrico de la distorsion de la seccién transversal
de este tipo de tableros mediante un programa de elementos finitos, supuesto en estado de deforma-
cién plana, para obtener una inercia y un drea reducida de cortante transversales equivalentes.

Estas caracteristicas mecdnicas, resultado del estudio de una serie de diferentes geometrfas
de tableros, se recogen en férmulas compactas de disefio.

SUMMARY

The development of simple and accurate procedures to evaluate the transversal elastic bending
and shear rigidities for concrete circular voided slab bridges is of most importance for the analysis
of such structures by methods like plane grillage, orthotropic plate theory, finite plate bending
elements etc.

In this work a parametric study about the shear distortion of the cross section of this kind
of bridges has been carried out using two dimensional finite elements. Results for the flexural
and shear stiffnes are presented in a compact form for several geometric conditions of slab thickness
circular voids diameter.and voids separation.
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INTRODUCCION

Dentro de las tres tipologias transversales de tableros de puentes mds -utilizadas
(vigas, losas y secciOn cajon), las losas constituyen una solucién apropiada para puentes
de luces pequefias y medias. Su campo de aplicacion varia entre los 10 y los 45 metros
de luz.

Los tableros losa compiten ventajosamente en numerosos aspectos con aquellos
que estan formados por vigas prefabricadas. Entre dichas ventajas, citaremos:

— Ventajas de tipo estructural: Mayor rigidez a torsién y a flexién. Mayor durabili-
dad y seguridad a causa de su hiperestatismo. A

— Ventajas de tipo constructivo: Presentan gran facilidad para adaptarse a plantas
dificiles, y un encofrado y hormigonado mds sencillo que otras tipologias.
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— Ventajas de otros tipos: Supresién de juntas de calzada, mayor libertad en la dis-
posicion de elementos de apoyo, y mejores cualidades estéticas.

Pueden distinguirse dos tipologias fundamentales en los tableros losa: (Figura 1)

— Losas de inercia concentrada, cuando la rigidez a flexion del tablero se concentra
en una zona reducida del mismo, y ’

— Losas de inercia distribuida, cuando la rigidez a flexién longitudinal se reparte
uniformemente en la seccién transversal.
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b) Losas de inercia concentrada.

Figura 1. Ejemplos de tableros de puente de seccion losa.

En ambas tipologias puede plantearse la necesidad del aligeramiento de la seccidn.
Los aligeramientos surgen a efectos de reducir, en lo posible, el peso propio de la losa,
eliminando el material de las zonas en que contribuye menos a la resistencia
del tablero. Se trata, por lo tanto, de dar a los aligeramientos una geometria que
conserve, en la mayor medida, la inercia de la seccidn, con el objeto de aumentar
el rendimiento de ésta.

Suele convenir, por criterios de orden econdmico y constructivo, aligerar aquellas
losas —tanto de inercia concentrada como distribuida-— que superen los 25 metros
de luz, siempre que su canto sea constante. En losas de canto variable, la posibilidad
de aligerar vendrd condicionada, en cada caso particular, por la tipologia longitudinal
del tablero.
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Los aligeramientos suelen presentar formas cuadradas, rectangulares, o circulares
(Figura 2). Deben redondearse o acartabonarse las esquinas que presenten fuertes
dngulos, a efectos de facilitar el hormigonado.

Como materiales para la realizacién de los aligeramientos se emplean el tiblex
sobre cuadernas, el nervometal, el fibrocemento-y el poliuretano. También se han
empleado, en aligeramientos circulares, tubos hinchables de goma que pueden
recuperarse una vez se ha producido el fraguado.

En el presente trabajo nos cefiiremos al estudio de secciones losa con aligeramientos
circulares, por ser uno de los tipos utilizados con mayor frecuencia, y con un compor-
tamiento menos estudiado hasta el presente.
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Figura 2. Diversos tipos de aligeramientos.

Los métodos de andlisis mas comunmente utilizados para el calculo de tensiones
y esfuerzos en tableros de puentes estdn basados, hoy por hoy, en la Teoria de la Elasti-
cidad. Sobre este marco se han desarrollado métodos como la teoria de la losa
ortétropa, ldmina plegada, emparrillado, elementos finitos, etc. Un resumen de la apli-
cabilidad de los diferentes métodos de cdlculo a distintos tipos de puentes, ha sido
realizado por Cusens y Pama*. Estos autores sefialan el gran campo de aplicacién
del método de los elementos finitos en el andlisis de distintas tipologias de tableros,
cualquiera que sea su tipologia en planta y disposicién de apoyos. También sefialan
la facilidad del método del emparrillado para modelizar todo tipo de tableros, si bien
estiman muy limitada su aplicabilidad a aquellos que estén formados por losas
aligeradas.

Por otra parte, Hambly® y otros autores®? han sefialado la versatilidad del método
del emparrillado plano y su aplicabilidad a este tipo de estructuras, siempre que
la formulacién incluya la deformabilidad por esfuerzo cortante.

Dada la gran facilidad en la introduccion de los datos del problema y en la interpre-
tacion de resultados, el método del emparrillado se usard aqui cuando se precise
la obtencién de esfuerzos en algiin caso concreto.
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Para poder realizar la modelizacion del tablero por el método del emparrillado,
losa ortdtropa, elementos finitos tipo placa, o cualquier otro método que trabaje
reduciendo a esfuerzos la distribucién de tensiones. a lo largo del espesor, se precisa
obtener los valores de la inercia, drea reducida de cortante, y médulo de torsidn,
tanto en sentido longitudinal como transversal.

En direccién longitudinal, los pardmetros mencionados son facilmente deducibles
a base de consideraciones geométricass y de Resistencia de Materiales. Por el contrario,
en sentido transversal, y concretamente si la seccidn es de tipo losa con aligeramientos
circulares, la asignacién no es ni mucho menos evidente y, en el caso del drea reducida
de cortante, no existe un método simple lo suficientemente aproximado.

Por lo que respecta a la inercia en sentido transversal, es comunmente aceptado
el criterio de Rowe?, que ha sido sefialado por West1®, Consiste en sustituir el aligera-
miento circular por uno cuadrado de igual drea, y tomar como inercia transversal
la de la figura geométrica formada por las dos cabezas que aparecen al seccionar
longitudinalmente el aligeramiento equivalente (ver Figura 3).

Recientemente, Jaeger y Bakht”, han publicado una férmula aproximada, debida
a Elliott, para el cdlculo de la inercia transversal. Sin embargo, en ningin momento
se menciona el método empleado para la obtencion de dicha férmula, remitiendo
para su justificacién a referencias dificilmente accesibles.

Resulta, por lo tanto, de gran importancia contrastar con un método de suficiente
aproximacion (tal como lo es el método de los elementos finitos), los resultados que
se obtienen de la aplicacion de los métodos mencionados anteriormente.

En lo referente al cdlculo de la rigidez frente a la deformacién por esfuerzo cortante
transversal, la mayoria de los autores dan como vélida la analogia de la viga Vierendeel,
consistente en modelizar la seccién aligerada por una serie de barras equivalentes
(Figura 4). El principal problema de este método reside en como se asignan las caracte-
risticas mecdnicas a dichas barras. Generalmente, se reduce el problema a una geome-
tria de cantos constantes, que conduce a resultados demasiado distantes de la realidad,
como veremos mds tarde. ‘

Andlogamente al caso de la inercia transversal, se precisa un analisis por elementos
finitos para evaluar, lo mds exactamente posible, la rigidez frente a la distorsion por
esfuerzo cortante transversal.

a) Definicion del cuadrado equivalente (de
4rea igual que el aligeramiento circular)

R _ ‘ b) Geometria transformada.

¢) Seccion sobre la que se calcula la inercia.

Figura 3. Método de Rowe para la determinacién de la inercia transversal.
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Figura 4. Esquema para el cdlculo de la rigidez transversal frente al esfuerzo cortante, por 1a analogia
de la viga Vierendeel.

Es de sefialar que existe una notable discrepancia acerca del limite a partir del cual
debe tenerse en cuenta el efecto de la deformacién por esfuerzo cortante. Asi, mientras
West® sefiala que la distorsién puede despreciarse siempre y cuando el drea aligerada
no supere el 60% de la seccidn total, Beckett? rebaja dicho limite al 50%, lo que viene
a representar una relacion entre el didmetro del aligeramiento y el canto total de 0,75.
Por su parte, Juan J. Arenas’ toma como 0,7 el valor mdximo de dicha relacién para
el cual puede despreciarse el efecto de la deformacion por cortante.

Por lo tanto, es preciso evaluar la influencia que la distorsion de la seccidn transver-
sal, debida a la existencia de aligeramientos, tiene en el reparto transversal de la flexiéon
longitudinal del tablero. Ello se efectuara calculando casos representativos de este tipo
de puentes, tanto incluyendo como despreciando el efecto de la distorsion.

INFLUENCIA DE LA DISTORSION DE LA SECCION TRANSVERSAL
EN LA DISTRIBUCION DE TENSIONES LONGITUDINALES

La deformacién por esfuerzo cortante, tal como se define en Resistencia de Materia-
les, viene caracterizada por el dngulo ¥ que se distorsiona la seccion de la pieza respecto
de la fibra media, cuando actia un esfuerzo cortante Q. La relacién entre dichos
valores suele expresarse

- Q | |
Y =5 | (1)

donde G es el mddulo de cizalladura, y A’ la denominada drea reducida de cortante.

En general, el valor de ¥ no es deducible a primera vista, debido al efecto del alabeo
de la seccidon, que hace que la deformacién angular sea distinta en cada fibra de la reba-
nada. El valor de ¥ se toma como una media de dichas deformaciones angulares,
realizada, generalmente, por métodos energéticos® .

En el caso de la seccidén transversal de un tablero de seccién losa con aligeramientos
circulares, la situaciéon es semejante. La unidad de andlisis, andloga a la rebanada
en el caso anterior, es el nervio. Cuando sobre uno de dichos nervios actiia una pareja
de esfuerzos cortantes, se produce una deformacioén angular, que es lo que llamamos
distorsion (Figura 5). Se podrd, por lo tanto, asignar un drea reducida de cortante
transversal A’, mediante la ec. (1), para obtener una medida de dicho efecto.
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a) Sobre la rebanada simple. b) Sobre un nervio de la losa aligerada.

Figura 5. Definicién de la deformacién por esfuerzo cortante.

La seccién que separa los distintos nervios no se mantiene plana durante la deforma-
ciébn por cortante, sino que se produce lo que podriamos llamar, por analogia con
la rebanada, un ‘“‘alabeo” de las secciones extremas. Dicho alabeo deberd tenerse
en cuenta en el cdlculo de la rigidez frente a la distorsion transversal.

Con objeto de ilustrar la importancia de la distorsidén en la distribucién de tensiones
longitudinales, resolveremos dos casos de caracteristicas reales, despreciando primero
la deformacién por cortante transversal, e incluyendo, posteriormente, su efecto.
Estos dos casos vienen a representar los limites extremos de maxima y minima édrea
reducida que pueden obtenerse en los tableros losa aligerados, de acuerdo con los crite-
rios econbémicos y de disefio méas aceptados. (Ver Figura 6).
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a) Tablero 1.
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b) Tablero 2.

Figura 6. Geometria de los tableros usados para evidenciar la importancia de la distorsién (cotas
expresadas en cm).

El calculo de esfuerzos se realiza por el método del emparrillado plano, habiéndose
determinado, para cada tablero, las caracteristicas mecdnicas objeto del estudio
mediante un andlisis previo de la seccidn transversal por elementos finitos.

El primer caso consiste en un tablero de 30 m. de luz, biapoyado, de 90 cm.
de canto y 510 cm. de anchura, la cual corresponde a 6 aligeramientos de 60 cm.
de didmetro, separados a una distancia de 25 cm. (anchura minima de almas).
Las caracteristicas mecdnicas transversales, inercia y drea reducida, se han deducido
a partir de un andlisis previo por elementos finitos, como ya hemos indicado, y ¢l resto
de ellas por métodos geométricos y de resistencia de materiales. Sus valores se recogen
enla Tabla 1.

b4

Tablero 1 Longitudinal Transversal
Inercia 53200 cm*/em 49700 cm*/cm
Area reducida 27,0 cm?/em 10,2 cm?/cm
Rigidez a torsién 156500 cm*/cm 157000 cm*/cm

Tabla 1. Caracteristicas mecdnicas asignadas al primer tablero de los analizados por el método del
emparrillado plano.

La geometria que se ha dado al modelo del emparrillado puede verse en la Figura 7.

El tablero se halla sometido a una carga excéntrica en el centro del vano de 60 Tn.

Sobre la seccién central se han obtenido las tensiones normales en las fibras extremas
del tablero. Se observa (Figura 8), que, en el caso de incluir la deformacién por esfuer-
zo cortante, dichas tensiones alcanzan un aumento de hasta un 7% con respecto
a las obtenidas sin incluir la distorsion. La mdxima variacién se produce en la zona
situada bajo la carga.
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Figura 7. Modelo del tablero 2, para su andlisis por el método del emparrillado. Carga excéntrica

de 60 T en el centro del vano (cotas en cm).
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a) Tablero 1, sin deformacién de cortante transversal.
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Figura 8. Comparaci6n de las tensiones longitudinales (en Kg/cm?) en el centro del vano.

b) Tablero 1, con deformacién de cortante.
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El segundo caso analizado es un tablero andlogo al anterior, con 150 c¢m. de canto,
lo que viene a constituir el limite superior de aplicabilidad de los puentes losa aligera--
dos. Se han tomado igualmente un total de 6 aligeramientos, con una separacién entre
los mismos de 25 cm., y con un didmetro de 120 cm. Las caracteristicas mecdnicas
a partir de las cuales se calculan las de las barras equivalentes del emparrillado se reco-
genen la Tabla 2.

Tablero 2 Longitudinal Transversal
Inercia 211100 cm*/em 169600 cm*/cm
Area reducida 44 3 cm?/cm 58 cm?/cm
Rigidez a torsién 636200 cm*/cm 543700 cm*/cm

Tabla 2. Caracteristicas mecdnicas del segundo tablero, para su andlisis por el método del emparrillado.

La carga también es idéntica a la del caso anterior.

Las tensiones normales, caso de incluir la deformacidn por esfuerzo cortante, presen-
tan (Figura 9), un aumento bajo la zona de la carga de hasta un 37%.

En la Tabla 3 se comparan las caracteristicas de los dos tableros analizados

21,9 :
20,1 18,7 17.8
: ! ' 1 » : 17,3 17,0 16,8
1 1§ 1
i i } f ! ! ! ]
1 b f ; i ; ; !
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a) Tablero 2, sin deformacién de cortante transversal.
30,0I
I 20,7
t_—_—’%ﬂ - -
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b) Tablero 2, con deformacién de cortante .

Figura 9. Comparacién de las tensiones longitudinales (en Kg/cm?2) en el centro del vano.
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Tablero 1 Tablero 2
Area aligerada 37% 52%
Relacién 0,/ 0y, 123 ‘ 1,19
Relacién 63,/0y, 1,29 1,63
Aaylo, 7% 37%

0, = Tensién normal méxima, sin deformacion por cortante
0, = idem. con deformacién por cortante

0, = Tensién normal media (fibra superior)

Ao, =0, — 0,

Tabla 3. Comparacién entre los resultados mds significativos del andlisis de los tableros 1 y 2.

Dada la importante variacion de las tensiones que resulta de incluir o no la deforma-
cidn por esfuerzo cortante, la cual no es despreciable ni atn en el caso de su minima
influencia, queda demostrada, de forma patente, la conveniencia de incluir siempre
dicho efecto en el andlisis de este tipo de tableros.

Queda asimismo reafirmada la necesidad de cuantificar el drea reducida por métodos
mdés precisos que los utilizados hasta la fecha, basados en analogias de resistencia

de materiales, y que no pueden reproducir satisfactoriamente la distorsion de
la seccidn.

ESTUDIO PARAMETRICO

Extension desde el punto de vista del disefio

Tras las consideraciones de tipo estructural en favor de la inclusién de la distorsién
en el cdlculo de la losa, y dada la imposibilidad de hallar métodos simples para encon-
trar, en cada caso particular, sus caracteristicas mecdnicas, se plantea la necesidad
de un estudio paramétrico, resolviendo directamente una serie de casos que sean
frecuentemente utilizados en la prdctica, o suficientemente cercanos a ellos como para
poder interpolar o hacer pequefias extrapolaciones.

A tal fin se ha considerado oportuno establecer dos series de geometrias:

— La primera corresponde a almas (que aqui se toman como la separacion minima
entre aligeramientos) de un espesor a = 25 cm., aptas para alojar tendones de pretensa-
do potentes, con vainas de didmetro ¢ ~ 8 cm. (Figura 10.a)

— La segunda, con almas de espesor a = 36 cm., que permiten dar cabida a parejas
de tendones de pretensado con vainas de 7 cm. (Figura 10.b)

En ambas series se dan a las cabezas superior e inferior un espesor minimo construc-
tivo de valore =15 cm.

"La variacion del canto se hace de 10 en 10 c¢m., comenzando con un canto
de 90 cm., por debajo del cual ya no resulta rentable el aligeramiento de la losa;
y llegando a un médximo de 150 cm. de canto, que corresponderia al limite mdximo
de aplicabilidad de este tipo de tableros.
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a) Serie 1. Tendones de pretensado potentes.
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b) Serie 2. Parejas de tendones de pretensado.
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-Figura 10. Las dos series de geometrias establecidas para realizar €] estudio paramétrico.

Planteamiento del comportamiento transversal en deformacién plana

En el presente trabajo se analizan inicamente la inercia y el drea reducida de cortan-
te, dejando la rigidez a torsion para un estudio posterior. Los dos pardmetros conside-
rados pueden evaluarse suponiendo que el tablero se halla sometido a un estado
de deformacién plana. Esto resulta natural si pensamos que una rebanada de dicho
tablero estard coartada, frente a movimientos en sentido longitudinal del puente, por
el resto de la estructura.

El principal problema que se presenta en ¢l proceso de cdlculo de las caracteristicas
transversales en los puentes losa con aligeramientos circulares, realizado por métodos
aproximados (método de Rowe para la inercia, analogia de la vida Vierendeel para
el drea reducida), es el hecho de que no se tiene en cuenta la verdadera geometria
de la losa. Esta se sustituye por otra geometria equivalente que, de modo intuitivo,
pueda corresponderse de forma aproximada a la real; pero resulta claro que, si no
se comparan dichos métodos simplificados con otros de mayor precisidn, ignoraremos
la verdadera capacidad de aproximacidn que poseen a la resolucion del problema.

Con el fin de efectuar tales verificaciones, se plantea la necesidad de utilizar
un método que aproxime, en la mayor medida posible, la verdadera geometria
de la losa. A tal fin empleamos el método de los elementos finitos.

Otro problema fundamental es que el método utilizado sea capaz de reproducir
con la mayor exactitud la verdadera distribucién de tfensiones que se produce en
el interior del cuerpo. En un andlisis por elementos finitos esto se consigue, o bien
aumentando el numero de elementos en que se divide la geometria en cuestién,
o bien aumentando el grado de los polinomios de interpolaciéon y, por lo tanto,
variando el tipo de elemento de que se trate.
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Resulta claro que, si queremos modelizar una pieza sometida a un esfuerzo cortante
mediante una malla que incluya un unico elemento a lo largo del espesor, una aproxi-
macidn lineal a la distribucién de tensiones tangenciales no serd suficiente. Con mds
razbn deberemos cuidar este aspecto si nuestro estudio se centra particularmente
en la deformacién producida por el esfuerzo cortante.

Por ello tomaremos un tipo de elemento que permita una aproximacion de segundo
grado a la distribucién interior de tensiones, utilizindose el elemento plano de doce
nodos en el contorno. (Figura 11)

7
9 8
10 4 —o T7
110 6
12 (-3}
(A S I S

Figura 11. Elemento Finito empleado en el andlisis.

Determinacion de la inercia transversal equivalente

La rigidez frente a la flexién transversal D, de una barra, viene dada como el cocien-
te entre el momento M que le aplicamos, y la curvatura x resultante de dicha actua-
cion.

Dy - X @)
X

Por razones pricticas, es preferible imponer una curvatura a la seccién, girando
un dngulo § uno de los extremos de la pieza, y obtener como resultado el momento
de las correspondientes reacciones (Figura 12). Por otra parte, las consideraciones
de simetria indican que al imponer un giro a la seccién extrema, las secciones que
separan los distintos nervios se mantendrdn, asimismo, planas. Por todo ello, bastard
analizar uno s6lo de estos nervios, sometido a un giro en una de sus secciones, para
obtener la rigidez incognita.

HOOO0O00OOE:

a) Planteamiento general para obtener la rigidez, aplicando un giro 6,y obteniendo los momentos
reaccién M.

Pl

'
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b) Discretizacién y condiciones de contorno empleadas en dicho andlisis.
Figura 12. Determinaci6n de la inercia transversal equivalente

Acudimos, por lo tanto, a imponer las siguientes condiciones de contorno:
— Movimiento impedido en sentido horizontal en todos los nodos de una de
las caras, y libre en el vertical a excepcidon de uno de ellos (para evitar la singularidad

de la matriz de rigidez).
— Movimiento impuesto de giro en sentido horizontal en la secciéon opuesta, y liber-

tad de desplazamiento en sentido vertical.
Resuelto el problema, se calcula el momento flector a partir de las reacciones

en cada uno de los nodos, con lo que la inercia resulta
M @)

1=

EX

Determinacion del area reducida de cortante transversal

En. principio, se trata de aplicar un desplazamiento vertical 8 a uno de los extremos
de una seccidén, para obtener las correspondientes reacciones, esfuerzo cortante Q
y momento flector-M. (Figura 13). Por simple cdlculo de Resistencia de Materiales

se establece que dicho desplazamiento es

ML2 | QL 4
8§ =%rr T GA’ )

donde todos los valores son conocidos a excepcion de la incégnita drea reducida. Como
inercia transversal equivalente, se toma la calculada de forma prev1a en el estudio

por elementos finitos segliin se explicé en el apartado anterior.
Las condiciones de contorno que se imponen en este caso son de empotramiento

perfecto en las secciones extremas, con un desplazamiento vertical unitario en una

de ellas.
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a) Planteamiento aplicando un desplazamiento vertical 6 y obteniendo las reacciones cortante Q
y flector M.

Eleccion del tamaiio de malla

Asi como el cdlculo de la inercia transversal precisa del andlisis de un Gnico nervio
para obtener el valor requerido, el método de determinacién del drea reducida
de cortante, realizado a partir de los corrimientos que experimentan los extremos
de la seccidn transversal, presenta el inconveniente de que es necesaria una anchura
muy grande de la seccidbn para obtener resultados cuya aproximacion sea lo suficiente-
mente buena. Al empotrar la seccién en sus extremos, se impide el alabeo libre
de éstos. De ello resulta que la rigidez frente al cortante, aparente ser mayor cuanto
menor sea el nimero de nervios utilizado en el cdlculo. Se precisa un elevado nimero
de nervios para obtener resultados aproximados. ‘

Por las razones expuestas anteriormente, y porque ¢l cdlculo de secciones con tan
elevado numero de elementos requiere un elevado tiempo de ordenador, aqui
se ha empleado un método simplificado de anilisis, considerando un tramo de tres
nervios en el que se elimina el efecto de impedir el alabeo de los extremos definiendo
como deformacion de cortante la del paralelogramo que pasa por los puntos medios
de las cabezas del nervio central (ver Figura 5). Despreciando el efecto de la flexién
de dicho nervio, el drea reducida se calcula entonces simplemente por la ec. (1).

_ _Q
X=Gn

Este procedimiento de cdlculo resulta de exactitud apreciable dentro del rango
de geometrias en el que nos movemos, y concuerda satisfactoriamente con los resulta-
dos que se obtienen del andlisis de secciones con mayor niumero de nervios.

En la Tabla 4 se comparan los resultados obtenidos con distintas anchuras de seccio
nes, v con el método del paralelogramo. Se ha tomado para esta comprobaciér
la seccién con canto de 90 cm., aligeramiento de 60 cm. de didmetro, y alma de 25 cm.

El drea reducida se obtiene por la férmula general (4).

MLz . QL
b = e T oA

que es la que se aplica en los tres primeros casos. En el tltimo se emplea la distorsién
del paralelogramo. : :

Se ha efectuado asimismo un cdlculo paralelo del area reducida a partir de la energia
eldstica acumulada. La expresion de dicha energia, para la barra equivalente sometida
a unos cortantes y a los momentos de equilibrio correspondientes, es:

_ ML, Q%L
&=%E t G
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Método A’ (cm?/cm) Esquema
Férmula general, 3 nervios 12,27
Férmula general, 6 nervios , 11,15
Férmula general, 10 nervios 11,03
Método paralelogramo, 3 nervios 10,24

Tabla 4. Comparacién entre los valores obtenidos para el drea reducida de cortante, a partir del
andlisis de una seccién con distinto niimero de nervios, segiin el método de los desplazamientos
y del paralelogramo.

La deduccién de A™ se ha efectuado sobre los mismos esquemas del caso anterior,
tando incluyendo como despreciando la energia acumulada en los nervios extremos.
Algunos de los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 5.

Método A’ (em2/cm) Esquema
3 nervios. &total 1228
3 nervios. & nervio central 10,24 IXXIYITIIXY
6 nervios. & total 11,15
6 nervios. &2 nrvs. centrs. 10,22 m
10 nervios. & total 10,98 Jo eJ¢
10 nervios. & 2 nrvs. centrs. 10,17 » m

Tabla 5. Comparacién entre los valores obtenidos para el drea reducida de cortante, para la misma
seccidén de la tabla 4, obtenidos por el método de la energia eldstica. Se analizan distintos nimeros
de nervios, tanto contabilizando la energia totat como sélo la de los nervios centrales.

. AN K}
T 1 |

.b) Biscretizacién y condiciones de contorno empleadas.

Figura 13. Determinacion del drea reducida de cortante transversal equivalente.
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Figura 14. Dibujo de la deformada de una de las mallas analizadas, obtenido por hardcopy.

Como se aprecia, los resultados obtenidos despreciando el efecto de los extremos
se acercan notablemente entre si, por lo cual tomaremos la distorsién del paralelogra-
mo que pasa por los puntos medios de las cabezas como el método definitivo para
el cdiculo del drea reducida, tomando, como malla bdsica, la formada por sélo tres
nervios (Figura 13.b). Paralelamente, se ha calculado el drea reducida de cortante
por el método de la energia eldstica de deformacion acumulada en el nervio central,
obteniéndose, en todos los casos, una concordancia de valores satisfactoria.

A titulo de ejemplo, se recoge, en la Figura 14, la deformada de un trozo de seccién
transversal sometida a un desplazamiento vertical impuesto, deformada que pone
de manifiesto la distorsionabilidad transversal de este tipo de tableros.

RESULTADOS

Resumen de resultados

En las Tablas 6 y 7 se recogen los valores de la inercia y del drea reducida transversa-
les que se han obtenido para las dos series de losas establecidas. También se representan
dichos valores en la Figura 15.

Se ha efectuado un ajuste por minimos cuadrados del tipo y = A + Bx™ para la iner-
cia, y del tipo y = Cx™ para el drea reducida. Sus expresiones finales son

I=2,226 h?25 _ 5815 (6a) paraa=25cm.
I1=2,263 h225 ~ 5974 (6b) paraa=36cm.
A’=1152h7195 (7a) paraa=25cm.
A’ =1402 h~ 195 (7b) paraa=36 cm.

Los valores del canto h deben ser introducidos en cm., con lo que la inercia I vendra
dada en cm*/cm, y el 4rea reducida A’ lo serd en cm?®/cm.
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Figura 15. Resultados obtenidos del andlisis de las dos series empleadas en el estudio paramétrico.

Serie 1 Almas de 25 cm.
e=15cm a=25cm
h(cm) | d(cm) | I(cm*/cm) |A’ (cm?/cm) d/h a/h 1/(h3/12) A’/h

90 60 49658 10,24 0,6667 0,2778 0,3174 0,1138
100 70 64511 9,16 0,7 0,25 0,7741 00916
110 80 81496 8,25 0,7273 0,2273 0,7374 0,0750
120 90 100655 7,54 0,75 0,2083 0,6990 0,0628
130 100 120760 691 0,7692 0,1923 0,6596 0,0532
140 110 144080 644 0,7857 0,1786 0,6301 0,0460
150 120 169619 6,04 038 0,1667 0,6031 00403

Tabla 6. Caracteristicas geométricas y mecdnicas obtenidas en el estudio de la serie de losas nimero 1
(almas de 25 cmy).
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Serie 2 Almas de 36 cm.
e=15cm a=36 cm

h(cm) | d(em) | I(cm*/cm) | A’ (cm?/cm d/h a/h 1/(h3/12) A’/h

90 60 50446 1248 0,6667 04 0,8304 0,1387
100 70 65532 11,11 0,7 0,36 0,7864 0,1111
110 80 82779 10,06 0,7273 03273 0,7463 0,0915
120 90 102233 9,19 0,75 03 0,7100 0,0766
130 100 122616 842 0,7692 0,2769 0,6679 0,0648
140 110 146825 785 0,7857 0,2571 0,6397 0,0561
150 120 172200 7,31 038 0,24 06123 - 0,0487

Tabla 7. Caracteristicas geométricas y mecdnicas obtenidas en el estudio de la serie de losas nimero 2
(almas de 36 cm).

Con el fin de facilitar la interpolacién de los resultados anteriores, para obtener
las caracteristicas mecdnicas de losas con geometrias distintas a las analizadas,
se proporcionan seguidamente unas férmulas al efecto.

La interpolacién se ha realizado de forma adimensional, en funcién de los pardme-
tros d/h (didmetro:canto), y a/h (alma minima:canto). Se obtienen los valores adimen-
sionales de la inercia I/(h®/12), y del drea reducida A’/h.

Se ha realizado un ajuste lineal en a/h de acuerdo con las dos series establecidas,
en la forma:

_ hd a
I—T(QT‘Fﬁ) (8)
A’ =h (a’—ﬁ—+ 8) )

Posteriormente se realiza un ajuste por minimos cuadrados de los coeficientes
o,f,a’,8’, del tipo y = A (1—B x). El resultado final es:

o= 0175 |1 0,198 <fl_>*”-, (10.a)
B = 098 :1 — 0,995 <_f1_>4 J (10.b)
o= 0626 | 11015 (‘i‘) , (11.2)
B'= 0055 | — 0,838 <%> w2 (11b)

Comparaciéon con otros métodos

En lo que a la inercia transversal respecta, el método de Rowe ha sido el méds comin-
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mente utilizado. El lado del cuadrado que tiene igual drea que el aligeramiento (cuadra-
do equivalente) es

de donde la inercia, segiin este método, es:
1 3 1 v 8
= — h® - _1_ d
=1 12 (T >
L = et (dY
h3/12 8 h

Por otro lado, la féormula de Elliott” para el cdlculo de la inercia tiene la siguiente
expresion:

(12)

[ d 4
= 1-095-L
/12 93 -)

Estos métodos no son capaces de distinguir las distintas separaciones entre aligera-
mientos.
En la Figura 16 se aprecia cémo ambas férmulas, en especial la de Elliott, presentan

1I/n
/ﬁ L] e T
o
080 e=015m
o h N
AN
076 \\
\, °
o7 > \\
072
N\
070 \\\
‘\~
068 \\
\\ N

066 o

----- Cuadrudo equivalente \ \\
064 ~—— Aproximacién de Elliot \‘

Puntos obtenidos (M.E.F) : \
062 o Serie 1

° Serie2

060

. ¥
064 066 068 on 072 0% 076 078 d4h

Figura 16. Comparaci6n de las inercias transversales obtenidas por Elementos Finitos, con los méto-
dos de Rowe y Elliott. '
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una buena aproximacion a los puntos determinados por elementos finitos.

Para el cilculo del 4rea reducida de cortante se ha venido empleando de modo gene-
ral la analogia de la viga Vierendeel (Figura 17.a). Para pasar a una geometria de cantos
constantes se suele sustituir el aligeramiento por el cuadrado equivalente. Del analisis
de la deformacién del nervio, se obtiene que el drea reducida tiene la forma

o - 48
1 Iz

|
=

){,

a) Analogia de la viga Vierendeel.

Se han intentado mejorar los valores proporcionados por esta férmula con respecto
a los obtenidos por clementos finitos, incluyendo nudos gruesos rigidos, de acuerdo

con la Figura 17.b.
o —f
m % I
1
! ‘1»
2 h

...................

I

P Y

-------- % S

. o
r L- |

b) Idem., incluyendé nudos rigidos de tamafio finito.

El 4rea reducida tiene la expresion
‘ 48

(1), ((L—n)3 + 2L(h-2m)3>

b

I I,h*



DISTORSION DE TABLEROS DE PUENTE PORELM.E.F. 23

Finalmente se ha efectuado una aproximacién mediante la analogia de la viga
Vierendeel con nudos de tamafio finito, con barras de canto variable con su verdadera
geometria, y con deformacién de cortante (Figura 17.c).

¢) Analogfa de la viga Vierendeel con nudos de tamafio finito, y con las barras equivalentes toma-
das con su verdadera geometria.

Figura 17. Métodos aproximados para el cdlculo del 4rea reducida de cortante transversal.

Se deduce que el drea reducida es:

o 1
AT (e, EXPRICE T I N S
L h2R2 kL khz 4k(_20_+m)L

pudiéndose tomar k & 2 . Los pardmetros a y 1 son funciones de ¢/R, y § y A'son
funciones de a/R, y se han deducido por las férmulas de Navier-Bresse para los corri-
mientos, aplicadas a las barras de canto variable. (Figura 18).

En la Figura 19 se comparan estos métodos con los resultados obtenidos por elemen-
tos finitos. El médulo de Poisson v se ha tomado igual a 0,2. Se aprecia como sélo
el gltimo de ellos alcanza precision aceptable, aunque no resulta practico por el calculo
de los coeficientes mencionados.

CONCLUSIONES

Hasta el presente, los criterios sefialados por los diferentes autores para el anilisis
de tableros de puente de seccién tipo losa aligerada, han sido bastante dispares
en lo referente a la inclusiéon o no de la deformacién por esfuerzo cortante transversal
en el modelo, y sobre todo, en los limites a partir de los cuales puede considerarse
despreciable dicho efecto. Los valores sefialados en la literatura varian entre el 60%
y 50% para la relacidn entre el drea aligerada y el drea total, y entre 0,75 y 0,7 para
la relacién entre el didmetro del aligeramiento y el canto de la losa.

Por el contrario, basindonos en los resultados obtenidos en el presente estudio,
podemos afirmar que, ni alin para relaciones entre el didmetro: y el canto de 0,67,
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. Figura 18. Grificas de las funciones a, 8, 0, y A, empleadas en el cdlculo del 4rea de cortante trans-
versal por métodos simplificados.
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Figura 19. Comparacién de las dreas de cortante transversales obtenidas por elementos finitos con
métodos simplificados.

ni para relaciones entre el drea aligerada y el drea total del 37%, puede obviarse
la inclusion de la deformacién por esfuerzo cortante. Los esfuerzos obtenidos
en las zonas mds cargadas del tablero resultan ser significativamente superiores
si se tiene en cuenta el efecto de la distorsién. De ello concluimos que el an4lisis
de este tipo de tableros debe realizarse siempre incluyendo el efecto de la deformacion
transversal por esfuerzo cortante.

En lo referente a la asignacion de las caracteristicas mecdnicas del modelo, ha sido
tradicionalmente empleado el criterio de Rowe, o del cuadrado equivalente. Esta
aproximacion, a pesar de no tener en cuenta la separacion entre aligeramientos, resulta
de una exactitud apreciable, sobre todo para relaciones entre el didmetro y el canto
del 75%. La desviacién mdxima con respecto a los valores obtenidos por el método
de los elementos finitos no supera el 7%.

Mayor aproximacién alcanza la férmula debida a Elliott, especialmente para relacio-
nes d/h grandes. En el rango de valores estudiado, dicha férmula no se aparta mds
de un 3%de la solucion por elementos finitos, pero sigue sin distinguir las posibles
distintas separaciones entre aligeramientos.

La férmula incluida en el texto, obtenida por interpolacién a partir del estudio
realizado por elementos finitos, proporcionard una mayor aproximacién de la inercia
dentro del rango de valores estudiado.

Por lo que respecta al drea reducida, la mayoria de los autores emplean para
su evaluacion expresiones basadas en modelos muy simples, que conducen a resultados
muy diferentes de los proporcionados por el método de los elementos finitos. Para
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conseguir buenos resultados con estos métodos simplificados, hay que tomar las barras
equivalentes con su verdadera geometria, lo que conduce a expresiones de utilizacién
poco practica.

La férmula expuesta en el texto conduce a una aproximacién mayor y mds simple
del é4rea reducida, siempre que nos hallemos razonablemente préximos a la zona
de valores aqui estudiados.
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