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PARTE I1.— Aproximacion y resolucion de los problemas discretos
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RESUMEN

Se estudia la aproximacién con elementos finitos de los problemas tratados en la Parte I de este
trabajo, incluyéndose andlisis de convergencia y estimaciones de error. Se introduce un algoritmo
iterativo para la resolucién de los problemas aproximados. Finalmente, se acompafian experiencias
numéricas en problemas bidimensionales de endentacién con rodillo cilindrico y cdlculo de estruc-
turas.

SUMMARY

An approach via finite elements for the problems presented in Part I of this work is studied.
Convergence results and error estimations are given. A iterative algorithm is introduced for solving
the approximate problems. Finally, some numerical experiences on two dimensional problems are
presented. ‘

INTRODUCCICON

Este articulo es la segunda parte de un amplio estudio sobre el tratamiento numérico
de problemas de contacto unilateral en elasticidad. En la primera parte del estudio
presentada en! se desarrollé la formulacién matemdtica del problema, describiéndose
los problemas de contorno asociados al contacto unilateral tanto con sblido rigido
como de respuesta eldstica y su forma variacional. Asimismo, se introdujeron ciertas
nociones de operadores maximales mondtonos en espacios de Hilbert y su aplicacién
para un nuevo planteamiento de los problemas variacionales obtenidos.

En esta segunda parte se describe la aproximarciéon de ambos problemas utilizando
elementos finitos, estudiando también los resultados de convergencia y estimaciones
de error asi como el efecto de la integracidon numérica en el problema de contacto
con sélido eldstico. Finalmente, se describe el algoritmo iterativo para la resolucidn
de los problemas discretos y se presentan varios ejemplos de aplicacidn en problemas
de contacto bidimensionales.
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APROXIMACION CON ELEMENTOS FINITOS

Consideramos, en un principio, la aproximacién con elementos finitos tipo Lagrange
(polinomiales de grado <k a trozos). Posteriormente, nos restringiremos al caso k =1
(elementos finitos lineales a trozos). Ciertos razonamientos en la convergencia vy en
las estimaciones de error del caso k =1 no son vdlidos cuando k =2 2.

Supongamos entonces que £ es un dominio poligonal acotado de RN (N=23)
y consideramos una triangulacién 7, de £ compuesta de N-simplex, compatible con
la descomposicion de 9£2. Como es habitual, h denota el mayor didmetro de los ele-
mentos de 7. Notamos por 21}‘) el conjunto de los nodos de la triangulacién 7, y sea

Tm=Zy 00 (1)

La descomposicién 7y induce en I'c una descomposicion §, compuesta de (N—1)-
simplex (caras de los Nsimplex de 7, que intersecan a I'¢ ). Para cada Cef,, notaremos
por n® = (nf) el vector (constante) normal unitario a C y exterior a .

Dada una funcién qeL?(I'c) y A C I'c notaremos por q# la restriccién q |, €L2 (A).
Si q|a coincide casi por doquier con una funcién continua en A, se pondrd g eC%(A).

Puesto que hemos supuesto §2 poligonal, se tendrd
L
Ie=U A, (2)

con A, contenido en un hiperplano de RN . Si i #] se supondrd que A; y A no estdn
contenidos en el mismo hiperplano. En consecuencia si PeA; N A;, i %], la funcidon
de distancia s no estd definida en P. .

Supondremos, desde ahora, que el obstdculo S es tal que la funcién de distancia s
verifica '

shie CO(A;), i=1.2,..L. 3)
Cualquiera que sea A; y para todo PeA,, s*i(P) es la distancia del punto P al obstdcu-

lo en la direccion del vector normal a A;. En general, si PeA; N A;, i #j, se tendrd
sAi(P) #5243 (P)(Figura 1) de modo que s es globalmente discontinua. Las condiciones

Figura 1
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de contorno! , particularizadas en el punto P, deberdn hacer referencia a las componen-
tes normales tanto en la direccién de la normal a A; como de la normal a A; ambas
definidas en P. Esta es la idea central para aproxirnar el convexo K de desplazamlentos
admisibles en el problema de Signorini y el convexo U definido en® por

U=3qeLz(I‘c): g<s c.pd.en I‘c$ 4)

El espacio V se aproximard por los espacios de dimensién finita V’;, k = 1, siguien-
tes:

Vi =i el CODI : Vi pelPu (DY, ¥Tery, v, =0 en Tp )
Andlogamente se introducen los subespacios de dimensién finita de L2 (I'¢ ):
EX =§qnel? (Tc): qCePe(C), ¥Cey § (k>1) (6)

Observacién a).— Por Py (C) se denota el espacio de polinomios de grado <Kk en
(N—1) variables mientras que en P, (T) son de N variables. Se notard, asimismo, que

€Ex

h b

Vha 1 rg leheVl}‘1 . N
El convexo K de desplazamientos admisibles en el problema de Signorini! se apro-'.
ximard por:

K¥ =3VheVlf,: v, (PInS<sC (P), VPeyk NC, VCeth o ®)

Es claro que K’; es un conjunto, convexo, cerrado y no vacio de V‘;.

Observacion b).— a) Supongamos que s verifica, s° €P, (C), ¥Ceb, (lo que dependerd
de la forma del obstdculo). Esto ocurre en el caso, frecuente, en el que s =0 (obstdculo
y cuerpo estdn en contacto antes de la deformacion). Se tiene, entonces, la siguiente
definicion equivalente de K :

K? <s¢, vCed, | )

h

=}vheV}‘: Vanlc
¥, por consiguiente, K}. C K (aproximacion interna). Es importante destacar que esta
propiedad no es cierta para k 2 2 ni tampoco para aproximaciones de este tipo con
elementos paralelepipédicos de cualquier grado. Por otra parte, en el tratamiento
numérico es imprescindible traducir la restriccion Vin eSS s® en términos de valores
nodales. Por ello la definicién (8) se hace necesaria ain cuando no se consiga aproxima-
¢i6n interna en los casos mds simples.

b) Se notard que la definicién (8) de Kk imporne a los desplazamientos en un punto
Pe’yh tantas restricciones como caras (arlstas) de 6, contengan a P. Ademds, hace que
en la prdctica deba elegirse la malla de elementos en funcién de la forma del obstdculo,
especialmente en lo que se refiere a la situacién de los nodos en I' (Figura 2).

La siguiente aproximacién de convexo U introducido en (4) surge de forma natural:

US =g, ¢EX: qC (B) <s° (P), VPeyk N C, ¥Ced, }. (10)

h
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Figura 2

Se tiene U’; C E’; siendo convexo, cerrado y no vacio.

Observacién c).— De nuevo para k = 1, si sCeP (C), ¥Cef, , entonces Ui c U.

Problema de Signorini: Aproximacién, convergencia y estimacion de error,

Se definen para k = 1 los problemas aproximados de

uev

a(u,v—u) =2 L(v—u), ¥veK

an

en la forma siguiente:
k k
u, €K}

a(uf, v, —uf)> L(v,--u¥), Vv, eKS.
Se tiene entonces que el problema (th) tiene una vinica solucién y ademds, puesto
que a(,.,) es simétrica, (P’;h) es equivalente al problema de programacién cuadrética:

]
(P},) , Din [av, v,)-Lv,)].
h h

Los esquemas andlogos para el problema de Signorini simplificado (ec. (29) del)
se estudian detalladamente en Glowinski??. Se prueba que para una familia () regular
de triangulaciones (véase Ciarlet!”), los esquemas para k=1,2 son convergentes.
La demostracidn se basa en un resultado general de convergencia en inecuaciones varia-
cionales de primera especie y es aplicable, salvo ligeras variaciones de detalle, a las
aproximaciones (P‘;h) (k =1,2) del problema de Sjgnorini. As{ pues:

Teorema 1.— (Glowinski??). Suponiendo que (T4 )x>o s una familia regular de triangu-
laciones entonces :

lim uf =u en [H'(Q)IN, k=12), (12)
h—0

donde u y u‘; son las soluciones de (11) y (P’l‘h) (k =1,2) respectivamente.
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Para el problema de Signorini simplificado® utilizando el esquema de aproximacién
con k=1 (elementos finitos hneales) y suponiendo hipétesis de regularidad sobre u,
Brezzi-Hager-Raviart!s , obtienen una estimacién del error del orden 0(h) incluso para
un.dominio no poliédrico y g # 0. Esta demostracién se adapta sin ninguna dificultad
al problema (11) (véase Haslinger®® para el caso s =0 y por tanto K} C K). Se puede
enunciar, entonces, el siguiente teorema de estimacion de error:

Teorema 2.— Suponiendo que sAiewl‘”E(Ai), i=1,2,...,L y que los datos que definen
el problema unilateral de Signorini son suficientemente regulares para que la solucién
del problema (11) verifique:

@) ueH? () NK, 0 (W) €L7(Tc), unh\.ewl'“(Ai), i=1.2,.,L (13)

(1) El mimero de puntos donde v, cambia de u, <s a uy, > s es finito. (14)
Entonces, para la solucién ukl1 del problema Pih se tiene:

||u—u!11 ||1 q =0(h) (15

Observacién d).— a) La hip6tesis (14) probablemente se verifica si los datos son
anal{ticos (Brezzi-Hager-Raviart!® ).

b) La misma demostraciéon para k 2 2 no es aplicable debido, esencialmente, a que
si g es un polinomio de grado k talque q(P) <0, S.ZPeyk N C, en general, no se cumple
g<0enC.

Problema de contacto con sé6lido eldstico: aproximacién, convergencia y estimacién
de error

Sea j: V = R la funcidn convexa, semicontinua inferiormente y propia:

j=(,) -B* | (16)

Con esta notacién el problema de contacto con sélido eldstico, se puede escribir:

ueV
a(u,v—u) +j(v) —j(u) = L{v—u), VveV

(17)

Serifa, entonces, natural aproximar (17) por:
~k k
u eVy

2h )1

a(af,v, —0%) +j(v,) —j@¥) > L(v, —0¥), Vv eV:

Argumentos andlogos a los.utilizados en! permiten afirmar que (7r ) tiene una
Unica solucién que coincide con la de los dos problemas siguientes:
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1 1
(771;h)2 mn}{ [-“a(vh 5Vh) - L(Vh) + 2—7\ ” Vin _PU Vin H 2031“0} s
v, eVy

~k k
uhth

k

(TrZh 3

a(ak v, ) + G, @f v, ) =Lv,), VVhEV:..

A continuaci6n se da un teorema de convergencia y estimacién del error lu—a¥ I o .
El resultado de convergencia utiliza un resultado general de Glowinski??, (Cap. I).
La estimacidén de error es una demostracidn directa para este caso particular utilizando
técnicas cldsicas.

Teorema 3.— Supongamos que (Ty),>o0 €S una familia regular de triangulaciones.
Entonces,

lim ¥ =u en [H'(Q)Y (18)
h-0

donde u y ﬁ‘; son las soluciones del problema variacional de segunda clase® y (w‘z‘h)

respectivamente. Si, ademds los datos que definen el problema continuo® son suficien-
temente regulares para que la solucion u verifique:

ueH** 1 (Q) NV, 19
entonces,
h—ay 5 =0(h*) (20)

Demostracién.— Para demostrar (18) y siguiendo a Glowinski*? (Cap. I) es suficiente.
probar que existe MC V. M=Vyr M - V‘; tal que

lim r,v=v en V, VveM. 2n
h—0

Sea
M=[C()IN NV. (22)
Para la densidad de M en V véase, por ejemplo, Necas3!. Definimos
r,: VN[COE@)IN > Vi
por:
r,veVE . WveV N [CO()Y,

(23)
(r, VI(P)=v(P), WPeZ}
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Es conocido (véase Ciarlet'”) que bajo la hipétesis de regularidad para la familia
(7y ) se tiene: ' '

Irnv—vl g <ch® Ivl VveH* (@) NV, (24)

k+1,92
donde c es una constante independiente de h y v. Esto prueba (21) y por tanto (18).

Para probar (20), observemos, en primer lugar, que por sustracciéon de (nﬁh )3 y
la ecuacion 33 de! se obtiene:

a(u—t8,w,) + (Gy(u,) — Gy (0% )w, ) =0, Vw, eVE. (25)

Por otra parte, cualquiera que sea vheV‘;, se tiene (utilizando (25)):
~k ~ky — ~k ~k Ak —
a(u—uh, u—uh) = a(u-uh, u-v, )+ a(u—uh s Vi —uh) =

=a(u—0}, u=v,) + (Gy(u,) — Gy (@},), oy, ~v, )=
=a(u—a5, u-v,) + Gy (u ) — Gy (v, ), 0k —v, )+
+ G\ (V) — Gy (), By ~v,,)

Utilizando el hecho de que G, es la aproximacién Yosida de (91 ;) y las propiedades
del operador A, ', se deduce:

a(u—y, u—0y) <au-u}, u—v, )+ Gy(u,) - Gy (v, ), 05 v, ), Vv, eVE. (26)

Haciendo uso de las propiedades de la aproximacion Yosida®, asf como de la conti-
nuidad y V-elipticidad de la forma bilineal a(.,.) se deduce de (26):

M A
R <—llu—nkx _
ffu uhlll’n \\alm hHLQ lu Vh“LQ +

v |l <

e Lk
+ - ||un v | s} | ore

o OTlc m

(27)

M
<—
[£4

hu—a¥ “1,9 hu—v, 1 o T

1 A 1
+ ™ I —v, 1 are ha —a¥ I — = u_—v, ”?),I‘c;

cualquiera que sea v, V.
La continuidad de la aplicacién

veH () ——> v _eL*(I'¢)

permite concluir de (27):

ak {12

hu— g N

< _qk _
<c; lu-ag "1,9 hu—v, ll},Q +

- (28)

+op v, B, Vv eVi
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y finalmente:

- k
flu— :llm <c lu-v, Hm , Vv eVi. 29
Eligiendo v, T, (20) resulta de (24). Esto finaliza la demostracion del teorema 3.

Desde el punto de vista computacional (uk ), en general, no puede usarse directa-
mente, dado que el cdlculo zmplzca integrales que no pueden hacerse de forma exacta.
Concretamente.

(G)\(ﬁﬁn )’vhn) = ->\— /I‘ (ﬁ];n —"S)+vhn d’)’
C

6 bien

1 =-—1— 2 =Z\_ 2
=5 /P 9= /F REC

Por esta razdn, ( ) debe ser modificado usando algin procedimiento de integra-
cién numérica. En reahdad se debe aproximar a(.,.), L(.) y j{.). Dado que la aproxima-
cidén de a(.,.) y L(.) se estudia en Ciarlet!” (Cap. 3), aqui trabajaremos con a(.,.) y L(.)
pero aproximamos j(.). La idea es utilizar en cada cara Ce8y, una férmula cuyos puntos

de integracibn sean los nodos Peys 0 Cy que sea exacta para polinomios de grado <Kk,
es decir:

/ sy T WD) (30)
c Pey*N C

h

Resultard de gran 1mportanc1a en lo sucesivo que la férmula (30) que se considere
sea tal que:

wg>0 VPeykn C. @1

Asi, para k=1 la férmula utlhzada en este estudio serd la regla trapezoidal {(en una
6 dos dimensiones):

m(C)
/ sar=" T ) (N=23) 32)
c N Pey;NC

donde m(C). denota la medida {N—1)-dimensional de C. Esta férmula es exacta para
polinomios de grado < 1.

Para k=2 y N=2, es decir C es unidimensional, una férmula vdlida es la regla
de Simpson:

m{(C)
/ by =T [801) + 401a) + 6(a2)] (33)
C

siendo a;, a, y a;, los nodos de C.
Supongamos pues una férmula de cuadratura del tipo (30) verificando (31). Se
pondrd, entonces:

A
UL S TR (ENUARTL)) A (34)
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En particular:
?\ m(C)
hv)= z ~ b2 (G, (v, )P . (35)
2 Ceb, Peyln C
Consideremos el espacio E‘}‘l definido en (6) con el siguiente producto escalar

Ty don = 2 z wer, (P, (P), 1y, q, €Ex (36)
Ceb, Pey,NC

y sea II'IIO'h la norma inducida:
lg I =] = b w qZ (P)}*/2 37
noon Cef, PeyiNC "
Sea para cada Cef , kh : C°(C) - P, (C)el operador de interpolacion en los nodos

deyiNCym, :E 3 E} el operador definido por

[mn@]° =7 (@%), VqeE. (38)
Es clara, entonces, la iguavldad:
EN (A )— llz, [G,\(vm)]ll'g'h 39)

Teniendo en cuenta que el conjunto Uk definidlo en (10) es convexo, cerrado y no
vacio en E¥ con la norma Il consideremos el operador P x: EX - Uk de proyec-

cién ortogonal con dicha norma. Sea G}*: Ef  — E el operador aproximacién Yosida
de (8IUk) es decir (véase!),

1
G» =5 [1-Pye] ‘ (40)

donde I es el operador identidad de Ek

Es claro que, para q,€E~, Gkh(qh)eEk es un polinomio de grado <k sobre cada
elemento Cef), caracterizado por:

0 si qf(P)<s®(P)

G cpy= |1 41
| x (@)1 (P) X(qg_—SC)(P) si qﬁ(P)> s€(P), @

VPey;NC, WCeb,

De (29), de la defmlclon de G, y de la A-regularizada (IUk)k se deduce inmediata-
mente el,

Lema 1.— Se verifica:
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T Gy =GX° = (0lge)y (42)
i =), B* 43)

Las consideraciones anteriores justifican la definicién de un nuevo problema apro-
ximado de (17) —modificacién de (75, ) por integracién numérica— y permiten relacio-
nar esta aproximacién con las formulaciones del problema contmuol En efecto,
el problema (17) se aproxima de modo cldsico por:

k k
uhth

- (PE) . .
2 aqut,v, —uk) + ik, — ) > Liv, —uk), My eVE .

La igualdad (43) permite comparar (P%,) con la ec. (49) de!. Argumentos andlogos
a los de la seccion de formulacidn variacional de! junto con el lema 1 se aplican para
concluir que (P%,); tiene una y una séla solucién que coincide con la de los dos proble-
mas siguientes:

1 1
- _ e 2 1
(P5,), v:;l\r}‘; [ 3 a(v,,v,)— L(v,) > bv, PUJ; Vi lop ]

ukeVk
1 h h
( 2h)3

a(uy,v, ) + (G (uy )V ), = L(V,), W, eVE.

La convergencia de las aproximaciones del tipo (P L) de Ias inecuaciones varia-
cionales de segunda especie se estudia con detalle en Glowmskl y Glowinski-Lions-
Tremoliéres?® . El teorema general de convergencia'de Glowinski?? (Cap. 1) se aplicard
aqui para demostrar que todavia se conserva la convergenma de ul (solucién de
P1 )} a u (solucion de la ec. (45) de') en [H'(Q)]Y. M4s dificil resulta la estimacion
dl error lu--u 11,2 y no trataremos este tema en este trabajo. Referencias indicadas
en este sentldo pueden ser Ciarlet-Schultz-Varga'® y Glowinski?® donde se estudian
problemas generales del tipo de los de la ec. (33) de la referencial.

Teorema 4.— Supongamos que (Ty)w>¢ €5 una familia regular de triangulaciones
¥ que

shiewl™ (A), i=1.2,..L

Entonces:

=u en {Hl(.Q)]I.‘I 44)

donde u 'y son las soluciones de la ec. (49) de' y (P}, ) respectivamente, con ji
dado por(35). ‘

Demostracién.— Para probar (44) es suficiente verificar lo siguiente (véase Glowins-
ki?? (Cap. I Teorema 6.2):

(i) Existe MCV, M=V y r:M— V! talque (44)
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(i) Siv, -v débilmente en V, entonces,

lim inf i (v,) >j(v),
h—0

(iii) lim j;(rhv) =j(v), WVveM.
h—0

Verificacién de (i): Bastard elegir como M y ry, los definidos en (22) y (23), respecti-
vamente, con k = 1.

Verificacién de (ii): Se utilizardn para ello los lemas siguientes de demostracidn
inmediata, :

Lema 2.— Sea C un m-simplex en R™ (m =1,2). Sea p un polinomio de grado <1
en m variables tal que p = 0 en C. Entonces p* es una funcion convexa en C.

Corolario 1.— Sea nf (p*) el polinomio de grado <1 que interpola a p* en los

vértices de C. Se tendrd:
[ < JECE (45)
c c

Lema 3.— Sea C como en el lema anterior. Sea p un polinomio de grado <1 en C
y 7$ (p*) el polinomio de grado < 1 que interpola @ p* en los vértices de C. Se tiene: -

1:? (pH=p*=20 c.pd. enC. (46)

Lema 4.— Sea s verificando la hipdtesis (3). Sea zrlh(s) la funcion polindmica de
grado <1 tal que

[7,, ()¢ =75 (€), ¥Ceb, (véase la notacion en (38).
Entonces:

lim 7, (s)=s en L"°(I‘C ). 47
h—0

Lema 5.— Sea (p,)) una sucesion de elementos de L?(T¢) tal que

im p,=p en L2(T¢).
y.-)—f—oo

Entonces,

lim p,=p" en L*(Tc). B CE
p,-)+oo

Lema 6.— Para todo qeL?(T'¢) tal que q€eC°(C}, Ceby, se tiene:

78, ((q—9)"1 =78, [(7C, (@)—7C, ())']. (49)
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Sea, pues, una sucesion (vy, ), con vy eV tal que:

lim v,=v débilmente en V
h—0

Se tiene, entonces (véase Necas™' ) que:

lim vp, =v, en L*(T) fuerte. (50)
h-0

Utilizando, el lema 6 se tiene, cualesquiera que sean Cefly, y Peyi NC:
[(Van =) 12(P) = [7S [(vnn —8)'1)2(P) = [7S, [(vi =7, )V 112 (P) =
= KC [(Wlh[(vhn ?T (S))-,'Dz ](P)

Sea pg el polinomio de grado <1 en Cefly,:

pC =78 [(Vnn—75, (5))]. (51)
Entonces,
1 C
j},(vh)=5: z ml(\l—) z [((Van—S) 12 (P) =
Cely, Pey:NC
1 m{C)

z 78 [(pg)? I(P) =
Mees, N Peyinc T

1

%z [ mepneg 2 [epr
2A Ce@h c . 8 2 Ce@h "
1 1

= 2_)\ ro [(Vhn =T (s)) 12 :2—)\ I (Vin 7T1h(S))+“2

donde hemos utilizado los lemas 2 y 3. Haciendo uso de (50) y de los lemas 4 y §,
de la desigualdad precedente se deduce (ii).

Observacién 5.— Teniendo en cuenta (50) y el lema 5 se deduce:

1
im j(vn) =tim — 1 (v, =Y T

h—~0 h—0
(52)
=2—>\ (v, s)“*ll%l,c =ji).

Verificacion de (iii): Sea veM = [C°(Q)]¥ N V. De (24) con k =1 se tiene

lim r,v=v en V,
h—0
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En consecuencia lim (r,v), =v, en L2(T"). Es evidente, por otra parte, que (rov), =
h—0 .
= Ty, (v ). Por tanto:

1 C
Loz 29 5 s =

v =
M Do, N opeyinge

1
— 3
2\ Cep,,

/C 7S (7, [(v, ~s)])*]

Dada la regularidad de s se tiene que (v, —s)'eW! ™ (A;),i=1,2,... (véase Stampac-
chia3é, Brezis'? (p. 150-155). De ello se deduce que

llﬂlh((vn —S)+) ”w 1’00 (IFC) < 6
donde & es una constante independiente de h. Puesto que my,[(va —s)'] es un poli-
nomio de grado <1 a trozos, se deduce que todas las derivadas hasta el orden 2 de
(T1n[(va —s)'])? estan acotadas en I'¢, y por tantc en cada Cef,,, independientemente

de h. Las estimaciones de error para la férmula trapezoidal (véase Isaacson-Keller?6
(p. 359) para el caso N =3) garantizan que:

/C 78 [(m,, [(v, —s)D?] = /C (1, [(v, —s)D? + O(h®>Y)

En consecuencia,

1
=5 /F (7, [, —sY])? +O(h>N) =
C

|
=5\' N, [(v, —s)'] "%,l"c +0(h5 ™)
Como (v, —s)" es continuaen A; i=1,2,....L sz tiene:

lim Tum[(Va—s)'1 = (a=s)* en L2(T¢)
—>|

de donde se deduce (iii). Esto finaliza la demostracién del teorema 4.

RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS DISCRETOS
En esta seccion supondremos k=1, es decir, nos restringimos tnicamente a ele-
mentos finitos lineales a trozos. Se trata entonces de resolver de forma efectiva los

problemas (Pih) y (P;h). Teniendo en cuenta que

iy = (Iyi) -B* (véase Lema 1) y que I.1 =11 «B¥,
h b b
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estos problemas pueden escribirse en la forma siguiente donde se suprimen los indices
v superindices que hacen referenciaa k= 1.

uhth
(P,,) |
a(uy v, —-u, ) + IUh (B*vh) — (IUh')(B*uh) = L(vh —-u,), Vvhth
uhth
(P, )

a(u, v, -u, )+ (IUh))\. (B*v, ) — (Iuh)x (B*u,) = Lv,—u,), Vv, eV, .

(compdrese con los problemas continuos (ecs. (49) y (50) del).
- Los métodos cldsicos en la solucién de inecuaciones variacionales de Glowinski-
Lions-Tremolieres®*, Glowinski”® pueden ,aplicarse para la resolucién de estos proble-
" mas (véase Oden-Kin®® y Oden-Kikuchi® para el problema de Signorini). A continua-
cion introducimos un algoritmo iterativo debido a Bermudez-Moreno® que se ha
revelado especialmente adaptado para este tipo de problemas. Para otras aplicaciones
de este algoritmo véase Bermudez?, Bermudez-Durany*, Bermidez-Viafio™8® y
Viafio®?s 38 . Se necesitardn para ello las ideas y notaciones introducidas en?. Aquellos
argumentos se aplican para deducir la equivalencia de (Pyy, ) con

u, eV

h h

(P)
‘LeAu, + A, (31, B*) ()]

Ahora bien, dado que (véase (10)):
Inf(U,) = §q, €E, : ¢ (P) <sC(P), VPey, N C, ¥Ceh, | +# ¢,

se deduce (véase!):

AVh [a(IUh ‘B*)(u,)] =B[£\IUh (B*u, )]
Recordemos que este razonamiento no podria hacerse para el problema continuo.
Por tanto (Plh) equivale a

u, eV

h h

LeAu, + B G*(B*u, ), Gh = 61('Ih .

®,)

Andlogamente, de la.diferenciabilidad de (IUh ), v laigualdad

t ——wy¢*h
(IUh)?\ _(’}\ 3

donde G-‘; , definida en (40), es la aproximacién Yosida de G*, se deduce la equivalencia
de (P, ) con

o)
L=Au_ +BG! B*
=Au, » B¥u .
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Ambos problemas, entran pues en la categoria:

uhth

LeAuh + BH B"‘uh

®,)

donde H:E, > P(Ey,) es un operador maximal mondétono y Be LE,,Vy),
Ae &LV, Vi) y LeVy.

El algoritmo siguiente para la resolucién de (P,,) se describe siguiendo a Bermudez-
Moreno® .

1
Sean «w>0, u =5 0€[0,1). Sea H;f la aproximacién Yosida del operador H® =

=H-—wI. Puesto que A es Vy-¢liptico, la sucesion (uf ), construida como se indica a
continuacidn converge en Vy, a uy, solucién de (Py, ):

Se parte de qh €E, arbitrario. Habiendo obtenido qf y u,~ 1 se calcula q;“l y up
tales que:
A u; + o.;BB*u’}’1 = ,—Bq;‘1 (53)
1
1/2 — W r —_—
ay / H“ [B.*uh +2w q; 1 (54)
apt =pq™ +(1-p)ay (55)

Utilizando la igualdad (55) de! y las definiciones de A, B y L, podemos reescribir
el algoritmo (53) y (54) como sigue:

au,,v)+w /P up v dy= fv, + /r gv, dy—
c F

1] (56)
- / Ay Vpadv, Vv eV,
Fc
1
qp'? =2H  ,QQuj, +—ay)-2eu;, =g, - (57

donde Hy;(, es la aproximacién Yosida de pardmetro 1/w de H. Se reconocers enton-
ces en (56) un problema de elasticidad lineal cuya matriz de rigidez no varfa con r
y cuyo segundo miembro es una modificacion (er: cada iteracién) del vector de cargas.
Obsérvese como el pardmetro w modifica la matriz de rigidez usual en elasticidad.
A continuacioén explicitamos (57) para los dos problemas (P,)i=1,2.

Para el problema de Signorini (Py) se tiene H=G® = ol . Utilizando la ec. (63)
de! -tendremos i

H,,, =G, = w(-Py )

1/ w 1/

donde Py, :Ep Uy es el operador de proyeccién con la norma l-llg) (véase (40),
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(41)). Por tanto, la puesta al dia del multiplicador q; en el problema de Signorini
queda como sigue:

|
Ph = 2+
(58)
apt? = wlpy — 2Py })].

Para el problema de contacto con solido (P, ) se tiene H=Gh =(aIUh)>\ siendo
A =1/k. Por tanto, en este caso

H,, = (G}

o =GB = (P ) (59)

MW A+l h

La segunda igualdad (59) es una propiedad general de la aproximacién Yosida
(véase Brezis'!). En consecuencia, la puesta al dfa del multiplicador para el problema
de contacto con sélido eldstico es:

1
ph =2}, +q;

(60)

w
qrz = 1 [(1 —Aw)py "_2PUh (py)].

W

Observacion.— Desde ¢l punto de vista del cdlculo es interesante observar que (60)
con A=0 se reduce a (58). Esto permite un mismo programa para la puesta al dia
de los multiplicadores en ambos problemas. Este hecho resulta todavia mas importante
si se tiene en cuenta que ¢l problema (56) es el mismo en ambos casos. ,

Terminaremos esta seccidn con una breve nota sobre la implementacion prdctica.
Supongamos que X, = 3 a, 21 es el conjunto de vértices de la triangulacién y que 6,
estd constituida por N caras de N-simplex. Para cada cara i€}1,2,..,N_ ¢, sea n, =
=(nij),.1‘i1 su vector normal unitario y a,. 1 <j <N los vértices de esta cara en la
numeracion global. Y

Cada funcién v, th estd determinada por el vector de valores nodales Ve RNxM
tal que

Voins =%@) 1<i<M, 1<j<N 61)
Sea 3e RN*Nc¢ ¢} vector definido por:

~ = C. <. < T
SNG—1y =S 1(amij) , Il <i<N

1 <j<N. 62)

Se notard que s%(a,, ) es la distancia del vértice ap,; al obstdculo en la direccién
del vector n; (normal a ﬁi). En la prictica ocurre que se conoce ¢l vector n;, las coorde-
nadas del punto amy ¥ la ecuacién del obstdculo en la forma F(x) = F(x,,X5,...X,) =0.
Por tanto, sci(amij) es la solucién de la ecuacidbnen &:

Flamg + £n) =0 (63)

que puede calcularse utilizando un método numérico (dicotomia, Newton-Raphson
si F es regular, efc.)..
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Ocurre, entonces, que la matriz de rigidez A, del problema de elasticidad (56)
es tal que

A, =A + wBB” . (64)

donde A es la matriz de rigidez usual en elasticidad y B es una matriz de orden
(NxM)x(NxN¢ ) con todos sus elementos nulos salvo:

=n, 1 <j,k<N,

[Blg .
(my —1)+k, N(i—1)+
CN(mjj 1 ' (65)
I<i<N,

Por otra parte, toda funcién q,€eEy, estd univocamente determinada por el ‘vector
ge RN*Nc definido por:

cTN(i_l)ﬂ. =q°i(amﬁ), I<i<N I<j<N (66)

de suerte que Py, (qy) se determina conociendo ¢l vector Py (§) siendo U C RNxNc
el convexo: '

I~J=3zeRN"NC: z; <%, l<j<Nch$, (67)

y Py el operador de proyeccion ortogonal con la norma euclidea usual en R™, es
decir:

' a; si Qi <F
[Py (@ = (68)
gi Si qi >§; y 1 <1 < NXNC

Después de estas indicaciones no es necesario insistir sobre la facilidad de implemen-
tacion del algoritmo (53)«(55). Estas son las ideas bdsicas seguidas para la realizacion
de un coédigo FORTRAN que resuelve los dos tipos de problemas, en 2 y 3 dimensio-
nes, sin ninguna restriccién sobre la forma del obstdculo. Este codigo es compatible
con la Biblioteca MODULEF del Institut National de Recherche en Informatique
et Automatique (I.N.R.I.A.) de Francia (vedse Viaiio®?).

EXPERIENCIAS NUMERICAS

El primer test se ha realizado resolviendo el problema de Signorini que se presenta
en la endentacion con rodillo cilindrico de un bloque rectangular de material elastico,
en la hipétesis de deformaciones planas (véase figura 3). El mismo problema se consi-
dera en Oden-Kim33 . Se suponen los siguientes datos fisicos:

— Dimensiones del bloque: 16 x 4
— Médulo de Young: E =103

— Coeficiente de Poisson: v =03
— Radio del cilindro: R=38

Se supone el bloque apoyado, de modo que los desplazamientos en la cara inferior
son nulos. Los laterales del bloque se consideran litres. La cara superior es la superficie
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Fig. 3.— Test 1: Endentacién con rodillo cilindrico.

susceptible de entrar en contacto con el obstdculo (el cilindro). Dada la simetria del
problema se modeliza la mitad del dominio con una malla regular de 144 tridngulos
y 91 vértices (Figura 4),

Suponiendo que el cilindro desciende verticalmente una distancia § se tlene

Te=§x=(x,4), 0<x, <s}
s(x) = 8-8~(64—x%)12 | WUxelc.

Se ha tomado en los ensayos 6§ =0.6. En el algoritmo (53)-(55) se ha puesto o =0.8
en todos los casos. Se utiliza un test de parada del tipo

Nx M

DI RV LAt L
. S L
¢ - NxM

1t

i=1 i

donde u® es el vector de valores nodales de u, . La Tabla 1 muestra el nimero de itera-
ciones en funcion del parimetro w. Se observa la baja sensibilidad del nimero de ite-
raciones a los cambios de w. En la Figura 5, con trazo continuo, se representa la malla

deformada, donde se visualiza el desplazamiento del material hacia el lateral libre.

w 125 | 200 | 250 | 300 | 325 | 335 | 350 | 400 | 500 | 10° |2.10°| 10%

N o
iteraciones

9 8 7 6 7 7 7 7 8 | 10| 14| 33

Tabla 1. - - Endentacién con rodillo cilindrico: N2 de iteraciones en funcion del parimetro w.
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Fig. 4.— Test 1: MEF. Fig. 5.— Test 1: Deformaciones.

La segunda experiencia se refiere a un problema de contacto con medio eldstico.
Se considera una estructura de hormigén como la representada en la Figura 6. Necesi-
dades de la construccién imponen que el apoyo del pilar izquierdo sea en el borde
de la zapata. Se supone un comportamiento eldstico tanto en el hormigén como en
la superficie de apoyo (suelo). La presencia de la viga centradora uniendo las zapatas
se explica porque, en su ausencia, se presume que, una vez cargada la estructura en
la parte superior de los pilares, la zapata izquierda se deslizara hacia la derecha (ademads
de su posible enterramiento), con el consiguiente riesgo de ruptura del pilar izquierdo.
La viga centradora es una solucion clasica en arquitectura. En esta experiencia se trata
de simular el comportamiento de la estructura en ambos casos y evidenciar la necesidad
de la viga centradora.

Fig. 6.— Test 2: Estructura en hormigdn con viga centradora. -




82 JUAN M. VIANO REY

La Figura 7 muestra las dimensiones de las diferentes partes de esta estructura,
asi como las cargas consideradas sobre cada uno de los pilares. Se supone la hipdtesis
de tensiones planas y se estudia, por tanto, un corte vertical. Se supone, asimismo,
que bajo la viga centradora se extiende un relleno blando y que ésta no se encuentra
en contacto con el terreno. Los datos fisicos son los siguientes: '

Hormigdén: Modulo de Young: E=19 x 10° kg/cm?
Coeficiente de Poisson: v =0.2

Terreno: Médulo de balasto: k =30 Kg/cm?

+—
50

[

+—S—¢

L

T]H‘

ot
l" -4 —1
(=]

| | L]

+——11) ——————————— 330 200

"JOT p—50 -I

220

+-— 508 ?

Fig. 7.— Test 2: Dimensiones de la estructura.

En las Figuras 8 v 9 se representan las mallas regulares de elementos finitos utiliza-
-das. La primera consta de 1.328 tridngulos y 803 vértices. Las Figuras 10 y 11 mues-
tran las estructuras deformadas con y sin viga centradora. Es evidente la funcién
de contencidén realizada por ésta. La solucion se obtiene con el algoritmo (53)-(55)
tomando p =0.8 y w =10% Se realizan 10 iteraciones, de modo que con el test de
parada del caso anterior, se tiene ¢ < 0.05.
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Fig. 8.— Test 2 Triangulacién de la estructura con viga.
N

Fig. 9.— Test 2: Triangulacién de la estructura sin viga.
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Fig. 10.— Test 2: Deformaciones en la estructura con viga.
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Fig. 11.— Test 2: Deformaciones en la estructura sin viga.
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