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Introduccio

El problema de conduccié de calor en una barra
cilindrica sotmesa a una diferencia de temperatura im-
posada externament a les puntes és un exemple habitual
de l’evolucié d’un sistema termodinamic cap a un es-
tat estacionari fora de 1’equilibri (de Groot et al., 1984),
(Yourgrau et al., 1982). En el cas més senzill, la barra es
considera totalment isolada de ’ambient (excepte als ex-
trems) i 'estat estacionari és donat per una distribucié
lineal de temperatura al llarg de la barra. Lurié i Wa-
gensberg (Lurié et al., 1980) han emprat aquest cas sim-
ple per fer una simulacié de ’evolucié de la temperatura
a la barra tot utilitzant un meétode d’elements finits,
i per mostrar que la produccié d’entropia del sistema
evoluciona cap a un valor minim, tal com prediu el teo-
rema de la minima produccié d’entropia de Prigogine
(Prigogine, 1947).

Si intentem muntar aquest experiment en un labora-
tori universitari, ens trobem que la condicié d’isolament
perfecte de la barra és impossible d’aconseguir a la
practica. Aqui presentem un problema alternatiu de
transport de calor en una barra cilindrica metallica que
permet perdues newtonianes de la barra cap a ’ambient,
el qual actua de bany térmic. Es tracta d’una situacié
una mica més general que inclou la barra perfectament
isolada com un cas particular singular i que remarca
la importancia que tenen les condicions de contorn en
la resolucié d’equacions diferencials parcials. El tre-
ball té un doble objectiu. Per una banda, presentar un
muntatge experimental del problema en un laboratori
universitari amb adquisicié automatica de dades, i per
I’altra, utilitzar els resultats experimentals per illustrar
alguns conceptes fonamentals de la conduccié de calor,
tals com la influeéncia de les condicions inicials i de con-
torn en la configuracié de 1’estat estacionari, i I’evolucié
temporal dels diversos termes que determinen el balang
d’entropia del sistema.
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Equacié de transport de calor

Estudiem la conduccié de calor al llarg d’una barra
cilindrica de seccié constant sotmesa a una diferencia
fixa de temperatura i que intercanvia calor amb un bany
termic. La punta esquerra de la barra esta a una tempe-
ratura constant 7, mentre que la punta dreta i el bany
térmic romanen a temperatura constant Tr, més baixa
que 1.
El balang local d’entropia ens déna:

oT =
PCE:—V’Jq (1)

on p és la densitat, c la capacitat calorifica per unitat
de massa i J; el flux de calor. La conduccié de calor a
la barra compleix la llei de Fourier:

Jg=—A-VT (2)

amb A\ com a conductivitat termica del sistema, de ma-
nera que equacié (1) es converteix en

pca—T =V-(AVT) (3)

ot
Aquesta equaci6 diferencial, que governa l’evolucié
de la distribucié de temperatura, ha de ser completada
amb la distribucié de temperatura inicial (condicié ini-
cial) i amb les condicions de contorn. Introduim aques-
tes tltimes mitjancant la llei de refredament de Newton:

Ao VT + H(T —Tg) =0 (4)

la qual imposa que el flux de calor normal a través de la
superficie sigui proporcional a la diferencia de tempera-
tures entre la superficie i el bany extern. gy és el vector
unitari en la direccié radial i H és la conductancia super-
ficial, la qual depén de les caracteristiques termiques i
geometriques dels dos medis. Quan la longitud de la
barra és molt més gran que les seves dimensions ra-
dials, el sistema es pot considerar unidimensional. Diaz-
Guilera (Diaz-Guilera, 1990), mitjangant una integracié
adient sobre les dimensions radials, ha donat recentment
un procediment per traslladar I’equacié (3) i la correspo-
nent condicié de contorn (4) a la seva forma unidimen-
sional:

A (z:8) )\62T(z,t)
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on r és el radi de la barra.
Solucié de I'estat estacionari

Sota un gradient de temperatura que mantenim des de
Pexterior, el sistema no pot anar a l'equilibri, sind que
tendeix cap a un estat estacionari final que es caracterit-
za per un transport d’energia no nul al llarg de la barra
i per una distribucié de temperatura no-uniforme. La
solucié de lestat d’equilibri per l'equacié (5) es troba
imposant que la distribucié de temperatura sigui inde-
pendent del temps. Aixi:

L A?%?_t) - 27H[T(z,t) — T (6)

Aixd és una equacié diferencial lineal de segon ordre
la. qual si definim

0

O(z,t) =T(z,t)—Tr (7)
admet una solucié general:
0 = Ae P (8)

on suposem que la barra és prou llarga com per asso-
ciar al limit z — oo la temperatura T de la seva punta
dreta. Si introduim aquesta solucid a I’'equacié diferen-
cial i identifiquem termes, obtindrem la funcié exponen-
cial decreixent que descriu la distribucié de temperatura
de l'estat estacionari:

[T'(z,00) — Tg] = [Ty, — Trle " 9)

amb el coeficient

2H 1/2
5= 2] (10)

Tot i que generalment no coneixem H, és destacable
que el coeficient § d'un sistema donat (el qual també
depén de les propietats térmiques i geometriques del sis-
tema i de I'entorn) pugui ser determinat experimental-
ment a partir de la distribucié de temperatura de Uestat
estacionari.

Equacié de balang d'entropia

A la termodinamica classica, entropia es defineix
només per a estats d’equilibri termodinamic. Per ge-
neralitzar el concepte d’entropia a situacions fora de
Pequilibri, cal adoptar la hipotesi d’equilibri local: el
sistema esta subdividit en un gran nombre d’elements
de volum de manera que ['equilibri termodinamic es
compleix localment en cadascun dels elements. Perque
aquesta hipotesi sigui raonable cada element de volum
ha de ser microscopicament prou gran perque les varia-
bles intensives com la pressid i la temperatura puguin
ser definides, pero macroscopicament prou petit perque
aquestes quantitats no variin de manera apreciable dins
de I’element de volum. Aquesta hipotesi d’equilibri local

implica que la relacié fonamental de Gibbs (combinacid
de la primera i de la segona lleis de la termodinamica) és
aplicable a cada element de volum del sistema (de Groot
et al., 1984), (Yourgrau et al., 1982). Si menyspreem els
canvis de volum, la relacié de Gibbs ens déna:

ds= %du (11)

on s i u son Pentropia i 'energia interna per unitat de
massa de l'element de volum. Si en fem la derivada
temporal trobem:

ds 1 du 1= =
PE—PTE——TV‘JL; (12)
La darrera igualtat s’obté a partir del balang d’energia
vist a 'equacié (1). La identitat

V- (f7) = (Vf) -G+ [V -0 (13)
ens porta a l'equacié de balang d’entropia:

pa—t+€'-L=a (14)

En aquesta equacio,
y = g

Jo == (15)

representa un flux de densitat d’entropia a través de les
fronteres de 1’element de volum, i

|

o=Jp ¥ (16)

)-_]

representa una produccié d’entropia per unitat de volum
i per unitat de temps en el mateix element. A partir de
la segona llei de la termodinamica és directe veure que
o sera positiu.

Flux d’entropia i produccié d’entropia en una
barra conductora cilindrica amb pérdues newto-
nianes

Ara volem obtenir expressions explicites del flux
d’entropia i la produccié d’entropia per al nostre sis-
tema particular.
Si definim: B
B(r,t) =V - J, (17)

i fem s de les equacions (2) i (15), ens resulta per al
flux d’entropia en cada punt de la barra:
% R
D(r,t) = —AV - e (18)
a5
De manera equivalent, la produccié local d’entropia
es dedueix de les equacions (2) i (16):

o(r,t) = —AVT : 6’% (19)
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Les variacions de temperatura en la direccié radial
es consideren menyspreables enfront de les variacions en
la direccié axial, a causa de la geometria particular del
nostre sistema i de la gran conductivitat termica de la
barra metallica. Per aquesta rad, fem la mitjana del
flux i la producci6é d’entropia locals sobre la secci6 de la
barra, i prenem les quantitats locals com a dependents
només de la variacié de temperatura en la direccié axial.
El resultat per al flux d’entropia esdevé

+2H Y01y (20)

XO2T X\ [0T\?
O(z,t) = < > T

To2 T2\ 52

i per a la produccié d’entropia trobem, tal com es-
peravem, un valor positiu:

o(z,t) = 7% (‘;—7;)2 (21)

Per raons de brevetat estalviem els detalls d’aquests
calculs, analegs al calcul que duu a l'equacié (5). A
primer cop d’ull es veu que en l'equilibri termodinamic,
on no tenim gradients de temperatura, la produccié
d’entropia esdevindria zero, és a dir, retrobariem la ter-
modinamica classica.

Finalment, de manera immediata a partir de
l'equaci6 (14), tindrem:

2
P22 Hlr-m @
z 5 P

A Testat estacionari el segon membre es fa
identicament zero, tal com es veu a l’equacié (6). Aix0
reflecteix que, en arribar a l’estat estacionari, tots els
potencials termodinamics, inclosa 1’entropia, esdevenen

independents del temps.

Transferencia d’entropia i produccié d’entropia
globals en una barra termicament conductora
amb perdues newtonianes

Aqui examinem les conseqiiéncies de ’equaci6 de balang
d’entropia per al sistema global. Integrant ’equacié (14)
sobre el volum V del sistema resulta

d Gt
p—/ st:—/ V-Jst+/ odV.  (23)
dt Jy v v

que es rescriu normalment com:

dS _deS  diS
dt — dt dt

(24)

El primer terme del costat dret és de fet, pel teo-
rema de la divergencia, una integral sobre la superficie
tancada del sistema. Per tant, I’equacié afirma que el
canvi d’entropia dS d’un sistema es compon de dos ter-
mes: el terme d.S, que resulta de la transferéncia de
calor a través de les fronteres del sistema, i el terme
d;S, degut a intercanvis dins el sistema.
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Figura 1: Esquema del dispositiu experimental i del sistema
d’adquisicié de dades

En el nostre cas aquestes magnituds es poden calcu-
lar com:

deS &
o —A/O O(z,t)dz (25)

: E
folid A/ o(z,t)dz (26)

on ja hem integrat sobre la seccié transversal. L és la
longitud de la barra i A = w72 és la secci6 transversal.
Si reescalem el resultat per A\ obtindrem finalment:

s T
a > J, T\ 922, o T2\ 9z

i

R e 9

= | c@-me 1)
: 2

d; S il (8T

J e T )

dt “/0 T2<8z) ? (28)

que depenen només de quantitats a les quals podem ac-
cedir experimentalment.

Sistema experimental

El sistema experimental (figura 1) consisteix en una
barra cilindrica de ferro d’1,30 m de llargada i 0,015 m de
diametre. Un extrem de la barra es posa al forn a tempe-
ratura constant 77, i la resta es troba en contacte térmic
amb l’ambient, que es comporta com un bany termic a
temperatura ambient Tr. La barra metallica s’ha es-
collit prou llarga per poder assegurar que l’extrem dret
roman a temperatura constant Tz, malgrat la seva gran
conductivitat termica que permet garantir una tempe-
ratura uniforme en la direccié radial. S’han fet divuit
forats al llarg de la barra tot comencant al forn i espaiats
0,05 m, de manera que cadascun d’ells pot albergar una
sonda Pt100 d’un termometre de resistencia. En cada
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Figura 2: Dos exemples de I'evolucié temporal de la distribucié de temperatura a la barra. Com que les condicions de contorn
s0n les mateixes en tots dos casos, tenim que a partir de condicions inicials diferents, les distribucions evolucionen cap al mateix

estat estacionari. (a) US i (b) NS
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Figura 3: Casos analegs al de la figura 2, ara amb un altre gradient de temperatura, peré amb les mateixes condicions inicials.

(a) UL i (b) NL

Condicions Condicions Estat estacionari
inicials de contorn d;S/dt
T./K | Tp/K | B/m~" | analitic | numeric
UL | T uniforme 494 300 7,0+0,4 | 0,742 0,738
NL | T no uniforme | 496 296 6,7+0,4 | 0,765 0,768
US | T uniforme 428 299 6,54+0,3 | 0,380 0,380
NS | T no uniforme | 428 297 6,540,3 | 0,389 0,392

Taula 1: Resum de condicions experimentals i resultats
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mesura s'utilitzen simultaniament sis termometres de re-
sisténcia. Els termometres envien un senyal analogic de
5 mV/grau el qual és llegit 1 traduit a un senyal digital
en una carta AD de 14 bits d'un PC compatible. Per
a cada termometre ordinador pren un mitjana sobre
50 lectures i emmagatzema el resultat una vegada per
minut. En els nostres experiments una mesura completa
dura 90 minuts, interval de temps considerat suficient
perque la barra assoleixi 1'estat estacionari.

Resultats

Hem realitzat mesures per a dues condicions inicials
diferents (uniforme i no-uniforme) i dues temperatures
del forn diferents (alta i baixa). Aixo implica que s’han
de considerar quatre casos:

UL: T inicial uniforme, gradient de T" gran
NL: T inicial no uniforme, gradient de T gran
US: T inicial uniforme, gradient de T" petit
NS: T inicial no uniforme, gradient de T petit

La condicié inicial de temperatura uniforme,
Iestablim si tota la barra es troba a temperatura am-
bient quan posem un extrem de la barra al forn; la
condicié inicial de temperatura no uniforme, 'establim
tot escalfant una zona central de la barra per sobre de
la temperatura ambient, abans de posar un extrem de
la barra al forn. En cadascun dels casos hem pres una
colleccié de més de vint mesures completes, que diferei-
xen en les posicions en que es troben les sis sondes de
temperatura sobre les divuit posicions accessibles.

Les principals fonts d’error sén la manca de repro-
ductibilitat de la temperatura del forn, del contacte
térmic entre el forn i la barra, de la temperatura am-
bient Tk, 1 també de les temperatures inicials de les
regions previament escalfades per aconseguir condicions
inicials no uniformes. Aquestes fonts d’error son dificils
d’avaluar independentment, perd han provocat incerte-
ses de temperatura entre diferents mesures menors de
+3°C prop del forni £0, 5°C al'altre extrem de la barra.

Distribucio de temperatura

La figura 2 mostra l'evolucié temporal de la tempera-
tura de la barra per als casos US i NS, que corresponen
al mateix gradient de temperatura pero diferents condi-
cions inicials. Es veu com la distribucid de temperatura
perd memoria progressivament de les condicions inicials
i, per a temps prou llargs, assoleix un estat estacionari
que no depén de les condicions inicials. La comparacio
amb els casos UL i NL (figura 3) també ens revela que
la. distribucié de l'estat estacionari depén tnicament de
les temperatures fixades a les fronteres, és a dir, de la
forca termodinamica que actua sobre la barra.

En els dos casos en queé la distribucié inicial de tem-
peratura és no-uniforme, 'estat estacionari s’assoleix
abans; aixo és degut al fet que la part central de la barra

es troba des de D'inici a temperatures més altes que la
resta, la qual cosa ajuda a augmentar més rapidament
les temperatures en les posicions allunyades del forn.

L’estat estacionari assolit en els quatre casos tinguts
en compte es descriu molt bé mitjangant una distribucié
exponencial de temperatura. Aquest fet, en acord amb
la prediccié de 'equaciéd de transport de calor, déna
solidesa a l’eleccié de la llei de refredament de New-
ton com a model adequat per descriure les pérdues de
calor cap a 'ambient. El coeficient 3 de 'exponencial
decreixent, calculat mitjangant una regressié exponen-
cial (taula 1), és practicament el mateix en tots els casos
amb una lleugera tendéncia a augmentar per a gradients
térmics grans. Aquesta tendéncia es podria relacionar
amb el decreixement de la conductivitat térmica amb
la temperatura en el ferro (Ashcroft et al., 1976). Kl
cocficient de la regressié sempre és millor que 0,998 i
la incertesa reflecteix el rang de valors obtinguts per a
diferents conjunts de dades en la regressio.

Produccié d’entropia i transferéncia d’entropia

Per calcular l'evolucié temporal de la produccid i la
transferéncia d’entropia del sistema utilitzem una versié
discreta de les equacions (27) 1 (28) equivalent a la que
proposaren Lurié i Wagensberg (Lurié et al., 1980). Les
equacions discretes estableixen:

d;S =t 1 1
Cx— Y M- — 2
a1 I_:D( i3 )(TM T,-,) ()

g

ﬁzlf (1 = rf;—) (30)

Aqui Ty representa la temperatura del forn T, men-
tre que T}, representa la temperatura ambiental T'r; [
déna la longitud de l'element de volum en el model
discret. Les equacions s’han reescalat de manera que
les propietats térmiques i geomeétriques de la barra
apareixen només mitjangant la longitud [ i el coeficient
3 de la distribuci6 exponencial de temperatura de 1'estat
estacionari. Ambdues quantitats s’obtenen dels experi-
ments. :

Per tal de millorar el calcul de les diferéncies al llarg
de l'eix z, on només disposem de divuit punts experi-
mentals, hem interpolat vint punts entre cada dos punts
experimentals. De totes maneres, durant els primers mi-
nuts I'tnic terme rellevant de les equacions (29) i (30)
és el gradient de temperatura prop del forn i puix que
aquest esta determinat per menys de quatre punts ex-
perimentals, la corba interpolada mai no sera gaire rea-
lista, independentment de l'algorisme emprat. D’aqui
que el nostre calcul de d;S/dt i d.S/dt no pugui ser
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Figura 4: Evolucié de la produccié d’entropia (linia de
punts) i la transferéncia d’entropia (linia continua) en
dues situacions experimentals amb la mateixa forca ter-
modinamica perd diferents condicions inicials
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Figura 5: Grafic ampliat de I'evolucié temporal de la pro-
duccié d’entropia i de la transferéncia d’entropia en dos ca-
sos diferents. (a) UL, la linia (1) representa d;S/dt i la linia
(2), —d.S/dt. (b) NL, la Iinia (3) representa d;S/dt i la (4),
—dS/dl

considerat gaire fiable durant els primers quatre o cinc
minuts de cada procés.

La figura 4 mostra l'evolucié temporal d’aquestes
dues quantitats en dos casos diferents: UL i NL. La
produccié d’entropia evoluciona monotonament cap a
un minim corresponent a l'estat estacionari, com és
d’esperar segons el teorema de la minima produccié
d’entropia de Prigogine. D’altra banda, com que
Pentropia del sistema esdevé independent del temps a
I’estat estacionari, la transferéncia d’entropia iguala la
produccié d’entropia (amb signe canviat). A més a més,
el valor asimptotic, tant de la produccié d’entropia com
de la transferéncia d’entropia per a temps llargs, resulta
ser el mateix en els dos casos UL i NL, conseqiiéncia
directa del fet comentat anteriorment que I'estat esta-
cionari no depén de les condicions inicials.

Els valors que pren la produccié d’entropia a 'estat
estacionari, calculats a partir de equacié (29), sén llis-
tats a la taula 1 sota el titol numéric. Val la pena
fixar-se que els valors corresponents a un gradient térmic
gran gairebé doblen els valors corresponents a un gra-
dient térmic petit, la qual cosa déna una mesura de
la distancia que separa l'estat estacionari de 'equilibri
térmic del sistema (temperatura uniforme). Els valors
de la produccié d’entropia de 'estat estacionari també es
poden obtenir analiticament a partir de I'equacié (28),
si hi introduim la distribucié de temperatura donada en
I'equacié (9) amb el coeficient de la distribucié expo-
nencial donat a la taula 1, el qual hem obtingut experi-
mentalment. Els resultats s'exposen a la taula 1 sota el
titol analitic. Si els comparem amb els valors numeéric
observem un acord destacable que demostra que el pro-
cediment matematic és fiable, almenys per a les tiltimes
etapes de I'evolucié cap a l'estat estacionari.

La figura 5 reprodueix, ampliades i juntes, les corbes
de la figura 4. El calcul d;S/dt demostra ser acurat: a
part de mantenir-se insensible al calcul numeric utilit-
zat, gairebé no presenta fluctuacions. Contrariament,
les corbes de d.S/dt calculades presenten un soroll apre-
ciable i hem comprovat que es veuen influides pel canvi
del metode numeéric emprat. Aixd és degut a la seva
forta dependéncia del coeficient exponencial 3 i particu-
larment de la distribucié de temperatura prop del forn.
La transferencia d’entropia resulta ser molt sensible a
qualsevol canvi d’aquests factors experimentals, fins i
tot dins la seva barra d’error.

Conclusions

El simple problema de conduccié de calor al llarg
d’una barra cilindrica metallica sotmesa a una diferéncia
de temperatura fixa amb peérdues de calor modelades
segons la llei de refredament de Newton, illustra diver-
sos conceptes de la termodinamica de processos fora de
I’equilibri:

i) El sistema evoluciona cap a un estat esta-
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cionari caracteritzat per la distribucié exponen-
cial de temperatura esperada segons les predic-
cions teoriques.

El sistema no reté memoria de les condicions

nyada per una evolucié monotona de la produccié
d’entropia cap a un valor minim. Aquest valor sera,
una mesura de la separacié de 'estat estacionari
de l'equilibri termodinamic.

inicials; Destat estacionari només depen de les
condicions de contorn, és a dir, de la forca ter-
modindmica aplicada. De totes maneres, les
condicions inicials determinen un estat transitori
més o menys llarg abans que el sistema decaigui a
I'estat estacionari.

Agraiments

Agraeixo a en Jordi Ortin la proposta del treball, i la
seva pacient i inestimable direccié en dur-lo a terme.
Agraeixo també la collaboracié de M. Rubi, A. Diaz-
Guilera i E. Vives en profitoses discussions.

iii) L’evolucid cap a un estat estacionari va acompa-
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PREMI "JORDI PORTA | JUE"

de la Societat Catalana de Fisica

Convocat per trentena vegada el 23 d'abril de 1992, sera adjudicat el 30 de
marg de 1993. L'import del premi és de 100.000 pessetes.

El Jurat podra concedir per unanimitat un altre primer premi, i tant si el premi
s'adjudica com si no, es podran concedir un o més accessits.

Poden prendre part en aquesta convocatoria estudiants de qualsevol
centre universitari.

Els treballs que aspiraran al premi hauran d'ésser escrits en catala,
i s'hauran de presentar en dos exemplars escrits a maquina i signats per l'autor,
el qual indicara la seva adreca, aixi com la Facultat o Escola on estudia i el curs
en qué esta matriculat. En queden excloses les tesis doctorals.

Fara l'adjudicacio un Jurat format per tres membres designats pel Consell
Directiu de la Societat.

Els premis es faran efectius el dia del lliurament dels premis de I'INSTITUT
D'ESTUDIS CATALANS.

La Societat no s'obliga a retornar els treballs no premiats que no hauran estat
recollits dins els tres mesos seguents a la data d'adjudicacio dels premis.

Les obres aspirants al premi hauran d'ésser trameses, per correu certificat,
a la Secretaria de la Societat, 0 bé presentades a la seu de I'INSTITUT
D'ESTUDIS CATALANS, carrer del Carme, 47, 08001 Barcelona, abans del 31
de desembre de 1992.
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