QUESTIIO, vol. 24, 3, p. 495-528, 2000

DEL POLIEDRO DEL AGENTE VIAJERO GR AFICO
AL DE RUTAS DE VEH ICULOS
CON DEMANDA COMPARTIDA

CARMEN MARTINEZ
ENRIQUE MOTA
Universitat de Va¢hcida

En este trabajo abordamos el estudio del poliedro asociadtyalblema de
Rutas de Vettulos con Demanda Compartidaroblema de distribuéin
que surge cuando hay que repartir merce@a un conjunto de clientes
utilizando una flota fija de vébulos de capacidad limitada. El objetivo
es dis@ar las rutas de forma que se minimice la distancia total recorrida.
Se diferencia de otros problemagsconocidos de rutas con capacidades
en que se permite abastecer la demanda de cada cliente utilizaAdo m
de un vefculo. Presentamos resultados paalricos que se obtienen como
extensbn de otros previamente conocidos paraRebblema del Agente
Viajero Grafico

From the graphical traveling salesman polyhedron to the one associa-
ted with the split delivery vehicle routing problem

Palabras clave: Rutas de veltulos, demanda compartida, poliedro, face-
tas

Clasificacion AMS (MSC 2000): 90C10, 90C27, 90C35

*Departament d’Estasdfica i Investiga@ Operativa. Universitat de \@hcia. Dr. Moliner, 50. Burjassot,
46100. Espad. E-mail: M.Carmen.Martinez@uv.es

—Recibido en octubre de 1999.
—Aceptado en octubre de 2000.

495



1. INTRODUCCI ON

El Problema de Rutas de Mehlos con Demanda Compartidan adelant&SDV RR

nos permite modelizar aquellos problemas de distrdueii los que una empresa debe
satisfacer, de la forma as’econimica posible, la demanda de una cartera de clientes,
utilizando un mimero fijo de vel€ulos de capacidad limitada. El objetivo es dise”™
una ruta para cada vetilo de manera que se abastezcan todas las demandas) ning”
vehiculo sirva nas de lo que indica su capacidad y se minimice la distancia total reco-
rrida por el conjunto de rutas. Aplanteado, el problema responde a la v@rsi&sica
delProblema de Rutas de elilos con Capacidade€V RP(ver Bodinet al,, 1983 y
Christofides, 1985), sin embargo, erC& RPno se contempla la posibilidad de servir

la demanda de un cliente utilizando varios nethos, algo admisible en &DV RR de
ah'la calificacon «demanda compartida

El SDV RPfue estudiado por primera vez en Dror y Trudeau (1989), dessntose
entonces su potencial para aportar solucionas etonmicas para los problemas de
distribucion, pues, nahicamente reduce eliniero de veltulos necesario para abaste-

cer lademandatotal, sino que adesnén ocasiones esto va acomg#o de importantes
ahorros en la distancia total recorrida. Otro problema resuelto al trabajar SOVE&P

es el de que siempre se conoce eimero mhimo de veléulos necesario para abas-
tecer toda la demanda, pues basta con que calculemos el cociente entre la demanda
total y la capacidad del vetulo. En el caso defV RPdeterminar el miimo nimero

de vehtulos necesario implica resolver un problef@& — duro, el problema dein-
Packingasociado a las demandas de los clientes y a cajas de capacidad igual a la de los
vehiculos, Garey y Johnson (1979). Sin embargo, aung&®®IRPes una relajaoin
delCVRR y por tanto puede parecerassencillo de resolver, es tarabiun proble-

ma NP — duro (ver Dror y Trudeau, 1990), de ahl intes que despierta el estudio

del poliedro de soluciones asociado. Cabe esperar, como ocurre con otros problemas
de rutas, como dProblema del Agente ViajerPadberg y Rinaldi, 1991) o el mismo
CVRP(Cornwgjols y Harche, 1993, y Augerat al., 1995), que el conocimiento de la
estructura poédrica del conjunto de soluciones asociado ayaidai€solver de forma
exacta instancias del problema cada vewsmgfandes. Ampliar el estudio pexdifico
presentado en Belenguetral. (2000) y Marthezet al. (2000) es el objetivo principal

que se pretende conseguir con el trabajo que jpiggsentamos. Los dos trabajos ante-
riores junto con la revisin bibliogrfica llevada a cabo en Beleng@tial. (2000), y el
algoritmo talu'diseiado por Belenguer y Martéz (2000) constituyen un buen resumen

del estado del arte en el problema.

Hemos organizado el actilo de la siguiente forma: en la Seaci2 introducimos la

notacon que vamos a utilizar y definimos formalmente el problema. En la @=e&ci’
revisamos las propiedades que deben cumplir las desigualdalaks\para el poliedro
asociado aProblema de Rutas de Mellos con Demanda Compartid&Estudiamos

las desigualdadgmth wheelbarrowy bicycle introducidas en Corrajélset al. (1985)
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para el poliedro dehgente Viajero Gafico(GT SR versidn delT SPen la que se permite

visitar las ciudades &g de una vez), y damos condiciones suficientes bajo las cuales
dichas desigualdades inducen facetas del poliedro cuyo estudio nos ocupa. Terminamos
el art’culo con una secorii dedicada a consideraciones finales.

2. NOTACION Y DEFINICI ON DEL PROBLEMA

SeaG = (V,E) un grafo completo y no dirigido, en donde el conjunto eetices,V,
representa un conjunto de clientés,. .. ,n}, con demandas enteras conocidis; 0,

y un vértice distinguido{0}, al que denominaremos degito, en el que hay localizada
una flota deK vehiculos idnticos de capacidd@ > max{d;, i € V\ {0}}. Cada arista
e= (i, ]) del conjunto de arista&, representa el camino entre sus extremos.

DadoSC V, Sdenota el conjunto deerfices eV \ Sy d(S) la suma de las demandas
de los clientes d&. E(S) representa el conjunto de aristas con los dos extrem8yen
8(9) el conjunto de aristas con wmico extremo ei®. DadosSy S CV, (S,S) denota
el conjunto de aristas con un extremoSyel otro enS.

Dado un subconjuntd de aristas, que puede contener en genesal de& una copia de
una misma arista/ (T) representa el conjunto destices que son extremos de aristas
deT,y G(T) = (V(T),T), el subgrafo dé&s inducido por las aristas de. Definimos

el vector de incidenciax”, asociado & como un vector real indexado &hcuyas
componentesse (0 Xij), indican el nimero de veces que la aristaparece eff. x(T)
indicar ¥ ec1 Xe.

Un tour es un camino cerrado que puede utilizar tanto aristas carmees repeti-
dos. Dado un subconjunto dentices, unciclo Hamiltoniano es un tour que visita
exactamente una vez cadariiCe del subconjunto. Salvo que se indique lo contrario
supondremos que todos los vectongsson vectores columnad, denotaa el vector
traspuesto. El cardinal de un conjulitblo denotamos comfw|.

DadoP un poliedro enRE!, una desigualdadix > ag definida enREl se dice que

es \dlida paraP si la cumple cualquier punto d@ se dice que es soporte &k €

RIE | a'x = ap, x € P} es no vam. Decimos que la desigualdad induce una facefa de
si es soporte fx € RIFl | alx = ap, x € P} es una faceta. Tanto los resultados deigeor’
poliédrica como lase€nicas de demostraci ‘que vamos a utilizar pueden consultarse
en cualquiera de los textosasicos, Nemhauser y Wolsey (1988) o Pulleyblank (1983).

De ahora en adelante supondremos quauaiero de veltulos disponibleK, es sufi-
ciente como para abastecer la demanda de todos los clientes. En el contexto de demanda

compartida basta con garantizar dte [%1, en dondd%} representa el menor

entero mayor qu@%. La notactn que acabamos de establecer nos permite dar la
siguiente defini@n:
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Definicion 1. Un conjunto de aristas, T, no necesariamente distintas, se dice que es
una solucbn del SDV RP si es posible establecer una patide T en K subconjuntos,

Th, de manera que, el grafo inducido por cada G(Th) = (V(Th), Th), €S un tour que
contiene al depsito y aderas es posible asociar con cadartice, i, y con cada ruta,

h, un valor, CP que indica la parte de la demanda de i servida por eligalo h, de
forma que:

— cada \ertice en W\ {0} est asignado a al menos una ruta,

— V =Un V(Th),

— que el cliente i et asignado a la ruta h no significa qué o 0 pero, sii¢ V(Ty),
entonces =0,

- zﬁ:l d|h = di VI € {1727 ,n} Y,

— iev(Th) dih < QVhe{12... K}

En Belenguert al. (2000) se demuestra que la envoltura convexa de los vectores
de incidencia asociados a los subconjuntos de ari$tague cumplen la definiori
anterior, es un poliedro no acotado de dimensidmpleta. En adelante nos referiremos
aél comoPspyrp En el mismo trabajo se prueba que los vectores de incideqda,

las soluciones de&bDV RPcumplen:

1) X(8(0)) > 2Ky par

2) X3(0)>2 ypar  VieV\{0}

@) xoS)2 2% vScV\(o) 2<ls<n-1
(4) Xj >0, xj entero V(i,j)€E

en dondex;j representa elurhero de veces que se utiliza la ariéitg) en la soluadh.
Porltimo, demuestran que las restricciones de grado, (1) y (2), las de capacidad, (3),
y las de no negatividad, (4), inducen faceta®¢s, rr

Modificando ligeramente el valor de losrthinos de la derecha de las desigualdades
anteriores se consiguen formulaciones de problemas de ramsonocidos, como el

GT SR que hemos mencionado antes, o la v@rgifafica delCV RR conocida como

GV RP en donde sigue sin permitirse servir la demanda de un cliente utilizaagdo m’

de un veltulo, pero s'se admite la posibilidad de visitarloas de una vez. &dnse
respectivamente los trabajos de Cajulset al. (1985), y Cornejols y Harche (1993),

en donde se presentan interesantes resultados, tamimotecomo pacticos, que se

han obtenido considerando como base para formular los problemas las desigualdades
anteriores.

Es sencillo comprobar que las restriccioligs— (4) proporcionan una relajami’ del
SDVRR ya que hay vectores que satisfacen todas las desigualdades y no corresponden
al vector de incidencia de ninguna solueiposible del problemagase Belenguet al.
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(2000). Sin embargo, esta formulaniha proporcionado tangm’buenos resultados en

el campo deBDVRR tanto desde el punto de vistat&o como pactico. Belenguer

et al. (2000) resuelvemptimamente instancias de hasta 50 clientes, y ikeztét

al. (2000) consiguen encontrar la descrgotiineal completa del poliedro asociado a
una instancia de 5 clientes y 2 vetlos, launica que se conoce por el momento para
un problema de estas caracsticas. Creemos que estos son motivos suficientes para
continuar la investigaoii en estaitiea.

A continuacon describimos brevemente kectiica que utilizaremos para demostrar al-
gunos de los resultados que vamos a presentar, es conocida cetwdonTidirecto.
Como elPspyrpes un poliedro no acotado de dimemsicompleta, sabemos que no
hay ninguna ecuaeii implicita en su descripoii lineal, esto nos permite afirmar (ver
Nemhauser y Wolsey, 1988) lo siguienRara cada faceta deldpyrphay unalnica
(salvo producto por un escalar no negativo) desigualdadtia que la induce. Adeas,
para demostrar que una desigualdaik& ag define una faceta basta con demostrar
que si x> fo es una faceta deldpyrpque cumple:

{x € Pspvrp| @Xx=a0} C {x € Pspvre| f'x= fo},

entonces, existe un escabano negativo, que cumple £ Aae, Vec E y, f = Aag.

3. DEL PgrspAL Pspvre

En esta secoil extendemos al poliedro defoblema de Rutas de Mielilos con De-

manda Compartidaalgunas desigualdades que se sabe son facet®s gl En las
demostraciones de los resultados que vamos a presentar se utilizan, de foncitaimpl

las propiedades de las desigualdadeiias para ePspyrpque resumimos a continua-

cion. Tales propiedades pueden encontrarse, junto con sus respectivas demostraciones,
en Marthez (1995).

e Las desigualdadesliflas para ePspyrpson de la forma:

EEaexe > ag, conae >0, VeckE.
ec

e Lasluinicas restriccionestx > a, distintas dexe > 0, e € E, que inducen facetas del
PspvrR cumplenao > 0.

e Sia'x > ag induce una faceta d&pyrp entonces, o es una desigualdad trivial, i.e.
Xe > 0,Ve € E, o sus coeficientes satisfacen la desigualdad triangular.

e Sialx > ap es una desigualdachiida para ePspyrpY Sus coeficientes cumplen la
desigualdad triangular entonces, para cualquier &ista existe una soluonT del
SDVRP que utiliza la arist& y cuyo vector de incidencia cumpdéx = ap.
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De las definiciones dgbT SR Cornigjolset al. (1985), elGV RP, Cornigjols y Har-

che (1993) y la deBDV RR, se deducedCilmente que la relagsii existente entre sus
poliedros esPsyvrp C PspvrrC PsTsp por lo tanto, cualquier desigualdadlida pa-

ra el GT SPtambgn lo sea para elSDVRP Es evidente que esto no implica que se
herede tamlain la propiedad de ser faceta, de hecho, hasta ahora no se conage ning”
resultado general que permita establecer una welaaitre las facetas de dichos polie-

dros. Solamente se conocen resultados parciales, como por ejemplo, que bajo distintas
condiciones, las desigualdades (1)-(4), adaptadas convenientemente a cada problema,
inducen facetas en los tres casos.

Las desigualdades que estudiamos agdih asociadas a estructuraasitomplejas. Se

trata de las definidas a partir de amfiguraciones pattwheelbarrowy bicycle intro-
ducidas en Correjolset al. (1985) para el poliedro de soluciones @41 SP Mas tarde,
Cornwgjols y Harche (1993) demuestran que bajo determinadas condiciones las restric-
ciones asociadas tanani inducen facetas del poliedro €&/ RP. La relacon existente

entre estos poliedros y Bpyrpinvita a pensar que estas desigualdades tambidu-

ciran, como veremos, facetas del mismo. Tanto la notacomo las definiciones que
damos a continuagi han sido adoptadas del trabajo de Cejalset al. (1985). Notar,

no obstante, que nosotros trabajamos sobre un grafo completo.

Dado G = (V,E) un grafo completo no dirigido, a la estructura de la figura 1 se la
denomineconfiguracon path en dondes es un entercs > 3 e impar y{A, Z, Bij, i =
1,....s,j=1...,m},conneN, n>2,Vi=12...,s una partiobh del conjunto

de \&rtices )V, en subconjuntos no vass.

Se define ladesigualdaga‘x > ag, asociada a uneonfiguracon pathcomo aqgella
cuyos coeficientes son:

(1 parae € (A,Z)

= parae € (B|,B)), | # p
yli—pl<n,i=1...,s

max{%l—g ;'_P;?} paraec (B},BY), i #r
ji=1...,m, p=1...,n

L O en otro caso

y el ttrmino independiente es:

ao:1+i; n;_l.
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Figura 1. Configuracion path

Si Z = 0, la configuracion resultante se denomina configuracon wheelbarrowSi tanto
A como Z son vacios la configuracion se denomina configuracén bicycle Anéloga
mente se definen las desigual dades asociadas.

Por convenio, A=Bj, Z=B}, ., i=1,...,sy B}’ = Bf,. Esperamos que esta
notacion aporte claridad a las demostraciones. Por el mismo motivo, P = U?i:l B'J-,
i=1,...,s representara el conjunto de vértices de cada uno de los s caminos que hay
en la configuracion uniendo A con Z.

Evidentemente, |as desigual dades pathson validas para el Pspyrpyaquelo son parael
Pstsp Cornugjols et al. (1985). La cuestion que nos planteamos aqui es averiguar S
también definen facetas. En ese sentido, es evidente que bajo las condiciones estable-
cidas por Cornuéjolsy Harche (1993) para garantizar que dichas restricciones inducen
facetas del Pgyrp, podemos afirmar que también lo son del Pspyrp Ya que cualquier
solucion posible del GV RPlo esdel SDVRP

Sin embargo, tales condiciones son dificiles de comprobar, pues implican averiguar
e nimero de vehiculos necesario para garantizar la existencia de ciertas particiones
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de los clientes, particiones que a su vez deben cumplir una serie de condiciones muy
concretas dirigidas a garantizar la existencia de ciertos tipos de soluciones. De hecho,
para averiguar dicho nimero de vehiculos es necesario resolver previamente distintos
problemas de Bin-Packing

Laidea en este trabajo es explotar la ventaja que supone compartir la demanda para
extender al Pspyrpl0s resultados propuestos en Cornugjols et al. (1985) parael Psrsp
Se trata de derivar condiciones, sencillas de comprobar, que sigan garantizando que las
desigualdades pathinducen facetas del Pspyrp Sin necesidad de recurrir alaresolucion
de problemastipo Bin-Packingpara poder verificarlas.

Teorema l. Dados K veilculos de capacidad Q, i€ A (0 si0O€ Z), y se cumplen las
condiciones siguientes:

- K>St
ii.-  Q>d(Ps)+d(Ps_1) +d(Ps_2), siendo dP) <d(Pz) <...<d(Ps),y
ii- Q>2 {%1

entonces, las desigualdadgsath» inducen facetas desBvrp

Demostracdn

Podemaos suponer, sin pérdidade generalidad, que el depbsito esta en A. Observar que
como Ay Z juegan papel es equival entes en | as configuracionespath, cualquier resultado
obtenido parauno de ellos es valido parad otro.

Ya sabemos que cual quier desigualdad, a'x > ag, asociada a una configuracion path es
vélidaparael Pspyrp Demostraremos que es soporte comprobando que las soluciones
gue vamos a construir pertenecen a la cara inducida por la desigualdad. Obsérvese
también que afladiendo dos copias extras de cualquiera de las aristas con coeficiente
estrictamente positivo en a, obtenemos una solucion que cumple la desigualdad con
mayor estricto, lo cual demuestraque alx > ag es unadesigualdad propia.

En primer lugar asociaremosa cadauno de los subconjuntosde la particion quedefinela
configuracion pathun vértice que utilizaremos como su representanteEl representante
de A serael deposito, al quenosreferiremoscomobl, =0,i=1,...,s. ParacadaB'j, con
i=1,...,syj=1,...,n elegiremos como representante un b\ € B}, y finamente,
tomaremos z = b'ni 41,1 =1,...,scomo representante de Z.

A continuacion definiremos|as soluciones que nos van a permitir demostrar el resultado
utilizando la técnica conocida como método indirecto. Paracadai = 1,...,s construi-
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moslasolucion T', que diremos asociada a camino P, tomando:

e 2K copiasdecadaarista(0,v), conv € Ai.e, Xoy = 2K. Esto garantiza que todos los
vehiculos visitan a todos los vértices de A, ya que es posible asignar a cada uno de
ellos dos de las aristas incidentes con v.

e Afadir 3;21 copias de cada una de las aristas, e, de un ciclo Hamiltoniano, C en Z.
Garantizamos asi que cada vértice de Z es visitado por 3;21 vehiculos distintos, basta
con asignar una aristaa cadauno de ellos.

e Completamos la solucion tomando Xe = 1, V e = (b},b}4), j =0,...,nr y
r=1...,sr #i. Deeste modo tenemos la seguridad de que paracada P, (r # i)
hay un camino desde el deposito by, hasta z que solamente utiliza aristas consecutivas
deE(R).

e Afadiendo Xofy = 2,Vve BG, j=1,....n,, r=1... s estamos seguros de que
visitamos todos |os vértices de BG utilizando €l nico vehiculo que entraraen el sub-
conjunto.

En lafigura 2 seilustra parcialmente la estructura de la solucién que estamos cons-
truyendo.

Figura 2. Vistaparcia de T incluyendo e camino P;.

e Notar que todos los caminos tienen como vértices extremos a 0 y a z, esto nos
permite definir 3;21 — 1 tours distintos emparejando los caminos P, r = 1,... s,
r #1i, de dos en dos. La hipbtesis K > 5;21 garantiza que es posible asignar un
vehiculo distinto a cada uno de estos tours. Ademas, cada uno de estos vehiculos
puede servir completamente la demanda de los clientes que visita a lo largo de los
dos caminos que lo forman sin exceder su capacidad; recordar que por hipotesis,
Q > d(Ps) +d(Ps—1) + d(Ps—2), lo cual significa que la demanda de dos, e incluso
tres, P, cual esguiera puede abastecerse completamente utilizando un Gnico vehiculo.

e Paraterminar, tomamos 2 copias de cada unade las aristas (b}, b}, 1), j = 1,... i,
guejunto con el tour que nos quedaba por asignar en €l apartado anterior proporciona
unanuevarutaque asignamosal vehiculo que seguro todavianos queda, recordar que
por hipotesisK > 5;21 Este vehiculo abastecera completamente la demanda de los
tres caminos que lo forman més parte de la demandade Ay de lade Z s fuese
necesario. Notar que la arista (bf, b)) no se utiliza
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En total hemos construido 3;21 rutasen V \ A. Obsérvese que entre todos los vehiculos
asignados a estas rutas pueden servirse QS;Z1 unidades de demanda, lo que garantiza,
gracias alahipotesis, Q > Z(d(z)?%s:lld('j')} , que entre todos €llos es posible abastecer
todalademandade Z, puestodos estos vehiculosentran en Z y visitan atodos sus clien-
tes. Ademas, €l hecho de quelosK vehiculos disponiblesvisiten atodos|os clientes de
A garantiza la existencia de una asignacion adecuada de las demandas a los vehiculos
de forma que se cumplan todas las condiciones establecidas en la definicion 1. Por o
tanto, la solucion que acabamos de construir es una solucion posible del SDVRRy co-
mo el procedimiento constructivo que hemos utilizado es independiente del P, elegido,
podemos obtener hasta s soluciones distintas. Lafigura3 correspondea T1.

Figura 3. Solucion asociadaaP;.

Notese que, precisamente, e hecho de permitir atender la demanda de un cliente utili-
zando varios vehiculos, es |o que garantiza que las soluciones construidas a lo largo de
todo €l articulo sean soluciones posibles para el SDV RR pero no necesariamente del
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GV RP Pensemos por ejemplo en el caso en que Z es un Gnico cliente. Las solucio-
nes consideradas solamente seran soluciones posibles del GV RPcuando la capacidad
residual de, a menos uno de los vehiculos que visitan a Z, es suficiente para servir-
lo completamente. Ademas, hemos de tener en cuenta que dicho vehiculo debe servir
también la demanda de los caminos P, asignados a su ruta; sin duda alguna ésta es una
condicién més fuerte que la que nosotros hemos establ ecido.

Veamos a continuacion que las soluciones que hemos construido pertenecen a la cara
inducida por la des gual dad path Obsérvese que en cada P, # P., utilizamos n; + 1
aristas de coeficiente = y en cada B}, 2n; aristas de coeficiente =, luego:

ty T nr+1 2nI _ nr+1 ni+1+n—-1 _
ax _Zr 1r#in 1th zr 1r#in +#_

1+Zr lnr+1 ao-

Supongamos que existe una desigualdad f'x > ag que induce una faceta de Pspyrp
cumpliendo,{x € Pspyrp| @'x = ap} C {x € Pspvrp| f'x = ap}, entonces, utilizando las
soluciones que acabamos de construir, comprobaremosque fe = ae, Ve € E, conlo que
daremos por demostrado el resultado.

1 fe=a=0VecE(B,) i=1...,5 j=0,..,n+1 Dadaunasolucion T’
de las congtruidas, afiadiendo 2 copias de la arista e elegida se obtiene una nueva
solucion T/, que cumple alx™ = ay, lo cual implicaque f'x™ = ag, y como fix™' =
fiXT' 4 2f,, con fixT' = ag, fo hade ser necesarlamentelgual ao.

2. fe= fbﬁbﬁ+1've€ (B},Bj+1), r=1,...,5j=0,...,n. Dadaunaari;tae: (u,v)

cualquiera de la cortadura (Bf,Bj, ;) es facil construir a partir de T', coni #r,

una nueva solucion T’ que utilice la arista e y que cumpla fix” = ap. Basta con

sustituir las aristas (u,bj), (b},0}.1)y (bjﬂ,v), gue como sabemos forman parte

deT', por Ianuevaarlsta(trj V), esdecir, T'=T' — (u, b) — (b, bj, 1) — (bj,4,v) +

(u,v) Evidentemente, a'x” = ag ya que los coeficientes en a de las aristas (u, b})

%/ (?E+1,v) SON Cero y auy = g = ay . Consecuentemente, ftxT' = ag, y por

anto:

fixT' = ftXT: — fub’ — bele fy G+1V+ fuv=ao,
fixT = 0.

Restando respectivamente los términos de la derecha y de la izquierda de las dos
ecuaciones anteriores, y teniendo en cuenta que por lo visto en el punto (1), fubg =
fbgﬂ\, =0, tenemos, — fbg b, T fuv =0, lo que demuestra el resultado i.e.,

fuv= bebEH: V(u,v) € (Br Bj+l)
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La demostracion es independiente de la cortadura elegida, 1o nico importante es
elegir adecuadamentelasolucion T', por lo tanto seracierto paracua quieradeellas.

3. fe=ae Vee (B},B,,,),i=1,..,5 j=0,...,n. En primer lugar demostraremos
que todas las aristas de cualquiera de las cortaduras definidas por dos subconjuntos
consecutivos en un mismo P, tienen e mismo coeficiente, a que denominaremos
T. Es decir, dado uni = 1,...,s, queremos ver que fe = fy Vee (B},Bl, ;) y
Ve € (B},B},,) siendo j y k dos indices distintos de {0, ... ,n;}. Podemos suponer
sin pérdidade generalidad que j = 0y quek = 1i.e., quee€ (B},B}) y € € (B}, B)).
Si no fuese asi modificariamos adecuadamentelasolucion T' paraque no contuviese
ningunacopiadelaaristae. A partir de T' construimos T’ eliminando las dos copias
que hay de laarista €' y afiadiendo dos copias de e, de esta forma, ax™ = ap, y por
tanto, f'x™ = ag (ver figura4).

Figura 4. Rutasde T'y T/ que contienen a€ y a e, respectivamente.

L uego,
fix™ = ag Ti T Ti Ti
R = fIXT — fIXT = fixT — fiXT +2fy —2fe=0 — fo="fe

Como fixT = ap paracualquier i, sustituyendo todas las soluciones en la ecuacion
obtenemos el siguiente sistema de s ecuaciones con sincognitas Ty, ... , T:
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2T+ (N2 + D)1+ ...+ (Ns—1+ D)Te1 + (Ns+ 1)Ts = &g
(Mm+D)m+2mm+...4+ (Ns—1+ DTe—1+ (Ns+ 1)Ts = &g

(n+m+...+ N1+ 1)1, +2niT5+
M1+ DT, + ...+ (Ns+ DTs=ag

(Mm+m+...+ N+ 1T +...+ 2nsTs = ag

cuya Unicasolucion es:

lo que finalmente demuestraque fe = ae, Ve e (B' Blj+l) ...,8yj=0,...,n.

4. fe=ae, Vee (B},By) conp>j+2ei=1,..,s Observar queno hay pérdidade
generalidad en suponer que j > 1. Si no lo fuese modificariamos adecuadamente la
solucion T' para que la siguiente operacion tuviese sentido (véase lafigura5),

T=T- r;) ( ij+r’ ij+r+1) (bll’blp)
@ @ @ Q @ @ @ Q
5 s (BD—O—®

Figura 5. Construccion de T’, para probar que fe = ae, Ve e (B‘J— ,Bp) conp > j+2.

N

Es facil comprobar que alx™ = ap, y por tanto f'xT = ag, es decir:

p—j-1

! i l
t T/ _ st T0 S
f'x' = f'x r=§ ni—1+fb'jb'p ag.

p—j L= R o
Luegq, a1t fb.j b, = 0y entonces, fb.j b, = -1’ lo cual demuestra el resultado
enunciado.
5. fe=a, Vec (B'j , B;)), i#r,1<j<nyl<p<n,. Parademostrarloconstruiremos
una solucion T’ que cumplira la restriccion alx > ag con igualdad y cuyas aristas
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coinciden con las que se utilizan en T' excepto las aristas de los caminos P y Pr. En
su lugar tomaremos,

Xgipp, = 1,

Xbidbid+1:l’ d=0,...,j—1,
Xbxrjbxrj+1:27 d:O"'- ,p_2;
Xbij+dbij+d+1:2’ d=1,...,m—],
Xb;)+db;)+d+1 = 1’ d :0"" N —P.

En lafigura 6 puede verselaparte de T’ quedifierede T'.

~
-

Figura 6. Vistaparcia delasolucion T'.

Podemos suponer sin pérdidade generalidad que:

ae:max{ P j-2 _p—2}: i p-2

n—1 n-1'n-1 n-1
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lo cual nos permite comprobar que efectivamente T’ satisface,

!
ax’ =

n J i n+1-p ni—j _
Zq#i,q¢rm+m+m—m_l+2 +rnr——l+2h_

) nq+l J+J+2n 2j | —p+242p-24n+1-p _
2 q#i,a ng=1 T — + 1

-1
g=1 ng—1 + ni—1

ng+l | n+lin—1 1 ng+1
R L= B

2 0,0 g
Ng+1
1+ 351 % = ay,

y por tanto, fixT’ = ag. De donde, f'x" — fix' = 0y, consecuentemente,

ty T gty T/ n+l j n p-1 ntlop
fX —fX == l+ : [ni_1+2| l+fe+2 n—1 ]
4
ni—j-2n+2j | n+1-2p+2-—n—14p _ _j = p=2 __
fe= ni—1 + n—1 —n-1 n-1— 8e.

Figura 7. Vistaparcial delasolucion T’ utilizadaparacacular fe, Ve€ (A,Z).
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6. fe=1,Vee (A, Z). El resultado se obtiene directamente comparando unacual quiera
delas soluciones T' con lasolucion T’ dadaen lafigura7, y que se obtiene a partir
de elladelasiguiente forma:

L

T/ =T = 3 (bb ) + (bbbh) + (0,2).
r=1

Evidentemente, alx” = 03+ 1+ 3, i} = ag, lo queimplica,

2n; ni+1

fixT — fixT' =0
- n-1 n-1

fe:07

y por tanto:

2ni—ni—1 n-1
€ ni—1 ni—1 B

Hemosvisto que a. = fe paracuaquier aristae € E, lo que demuestraque las desigual -
dades pathinducen facetas del Pspyrp
O

En el apéndice adjunto demostramos que las condiciones (i) y (ii) son suficientes para
garantizar que las desigualdades wheelbarrowinducen facetas del Pspyrp La técnica
de demostracién es la misma que la utilizada para probar el resultado anterior.

Como ya hemos sefiaado, las condiciones establecidas en el teorema 1 son sencillas
de comprobar, no requieren la resolucién de problemas tipo Bin-Packingy, en ciertos
casos, son menos fuertes que las exigidas en Cornugjols y Harche (1993). Evidente-
mente, S en unainstancia concreta, en la que se hafijado el nmero de vehiculosy la
capacidad de los mismos, se cumplen las condiciones de Cornuégjols y Harche (1993),
también se cumpliran las establecidas en el teoremaanterior. El siguiente jemplo, con
el que concluimos esta cuestion, muestra que el reciproco no es cierto:

Ejemplo: Dadalainstanciadel SDV RPen la que hay dos vehiculos de demandaigual
a 16,y 11 clientes cuyas demandasson, d; = dx =5,di =1,i = 3,...,10,y d11 = 14,
s definimos:

A={0}; Z={11}; Pi={12}, (B, =1,By,=2);

P = {3,4}, (821 = 3, BZZ = 4)! Ps = {57 6}7 (B31 = 57 B32 = 6)*

Py = {7,8}, (B41 =7, B42 = 8)! Ps = {97 10}7 (B51 =9, B52 = 10)7
es evidente que la desigualdad asociada a esta configuracion pathinduce una faceta del

Pspvrp Ya que se cumplen las condiciones establecidas en el enunciado del teorema.
Sin embargo, no podemos decir 1o mismo cuando nos referimos a Pgyrpasociado. En
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este caso es sencillo comprobar que no existe ningunaparticion del conjunto de clientes
en 2 subconjuntos tales que se cumplan las condiciones establecidas en Cornuégjols y
Harche (1993).

Llegado este punto quedapor analizar qué pasacuando el deposito perteneceacualquier
otro subconjunto de la particion, i.e., cuando 0 € Bi coni =1,...,sy j=1,...,n;.
Cornugols y Harche (1993) distinguen claramente dos situaciones, dependiendo de si
el nimero de vehiculos que se necesita para servir lademanda deV\B‘j €S0 Nno superior
auno. Nosotros distinguiremos también la misma casuistica.

Teorema 2. Si0O€Bj, con,i=1,...,s, j=1,...,n, y dV\B}) < Q, entonces, las
desigualdadespath», «wheelbarrow y «bicycle> inducen facetas deldgvrr

Demostracdn

Este resultado se deduce directamente de los teoremas 3.2 y 3.4 de Cornugjols et al.
(1985), y del teorema 2.6 de Naddef y Rinaldi (1991), que establecen, respectivamente,
gue dichas desigual dadesinducen facetas del PsTsp Basta con tener en cuentaque bajo
la hipGtesis establecida cualquier solucién del GT SPpuede extenderse a una solucion
del SDV RPanadiendo, Unicamente, aristas con coeficiente nulo en ladesigual dad.

Veamoslo, seaCyi un ciclo Hamiltoniano en B‘j y K €l nimero de vehiculos disponible
J

para abastecer la demanda de V \ {0}. Evidentemente, cualquier tour asociado a una
solucién del GT SPrecorreratodoslos vértices del grafo, si afladimos a este tour K — 1
copias de cada una de las aristas de CBij obtendremos un tour en el que K vehiculos

visitan todoslos vértices de Bij , ¥ solamente uno de ellos visitaraalos vértices del com-
plementario. Por hipbtesis, sabemos que se necesitaun Unico vehicul o paraabastecer la
demanda deV\BiJ- , luego seguro que hay una asignacion posible de demandas de clien-
tes a vehiculos de manera que el conjunto de aristas que acabamos de dar define una
solucion del SDV RP Obsérvese que las Unicas aristas afadidas son aristas de E(Bij),
como €l coeficiente de estas aristas es igual a cero, si la solucion del GT SPde la que
partiamos perteneciaala caradel Pstspinducidapor a'x > ag, la solucion del SDVRP
gue hemos construido pertenecera también ala caradel Pspyrpinducida por la misma
desigualdad.

(|

Hasta aqui | os resultados que nos han permitido extender facetas del Pgtspafacetas del
Pspvrr Como demostramos a continuacion, cuando €l nimero de vehicul os necesario
para servir lademandadeV \ B‘1 es superior auno €l tipo de conclusiones alas que se
Ilega no es tan satisfactorio. En el caso de necesitar  menos tres, concluimos que las
desigualdades pathno son ni tan siquierasoporte. Lo queocurreen este caso enrelacion
con las desigualdades wheelbarrowo bicyclees, por el momento, un tema abierto.
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Proposicion 1. Si el defbsito pertenece a'B para algin i=1,.. .S, y el umero de
veliculos necesario para servir la demanda de léstices de XB) es al menos tres,
las desigualdadespath» no son soporte deldpyrr

Demostracdn

Seaa'x > ap una desigual dad asociada a una configuracion path Supongamosque T es
unasolucion del SDV RPcuyo vector deincidenciaminimizael término delaizquierda
de larestriccion y veamos que con |as hipotesis establecidas esto implica, alx” > ag.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las Gnicas aristas de T incidentes con
B, son aristas de (A,B}) U (B},B}). Si no fueraasi, aplicando un nimero finito de
veces el procedimiento que describimos a continuacion obtendriamos una solucion T’
que cumpliriala condicion y seguiria minimizando a'x.

SienT hay unaaristae e (BY,B)), con 3 < j < ni+ 1, sustituyendo cada una de las
copias dee= (u,v) por el caminou—b,—...—b} —b} ; —... —b_; —v, obtenemos
una nuevasolucion T’, que cumple alx” = ax”, y ho contieneae.

Anaogamente, si e € (B, BY), r #i, p> 1, sustituyéndola por la arista (u,b}) y e
camino by = b — b} —... —bj —... — b, ; —v, obtenemos una solucion T', que cum-
ple alx” > alx"'. Basta con observar gue la contribucién a término izquierdo de la
desigualdad de lanuevaaristay del camino es -1 + -2+, y que,

p 1-2 1 " p
n—1 n-1 nm-1 n-1

8 2

Seak = (%@1 el nimero de vehiculos que necesitamos para servir la demanda de
V\B}. Como e deposito pertenece a B}, la cortadura (B}, B)) se atravesara al menos
2k veces utilizando, como hemos visto, solamente aristas de (A, B}) (B}, B}). Estas
aristas se distribuiran, si nos olvidamos de cudl es la cortadura concreta, siguiendo uno
delos patrones siguientes:

Cortadural | Cortadura?2 Eliminando Quedan
2k 0 (2k—2,0) (2,0
2k—1 1 (2k—2,0) (1,1)
2k—2 2 (2k—4,0) (2,2)
2k—3 3 (2k—4,2) (1,1)
K E Sikespar (k—2,k—2) gz, 2;
Si kesimpar (k—1,k—1) )
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Observar que a partir de una solucion cualquiera del SDV RPen la que una arista e
aparece mas de dos veces, siempre podemos conseguir unasolucion del GT SPen laque
dicha arista se utiliza, alo sumo, dos veces. Basta con eliminar un nimero adecuado
de copias de lamisma, a saber, 2p copias, s hubiese2p+1,conp>1,02(p—1), s
hubiese 2p, con p > 2. Por lo tanto, paraun k fijo, siempre es posible eliminar a menos
2(k— 2) aristas de la cortadura (B}, B} ) de manera que se sigue teniendo un tour, T,
gue recorre todos y cada uno de los vérticesde V. Este tour es una solucion del GT SP
y por tanto,

y 2(k—2
= ot 262

por ser las desigualdades asociadas a las configuraciones path validas para el GT SR
Cornugolset al. (1985). Despejando obtenemos el resultado que buscabamos,

axT > ap+ 2(k=2)

Obsérvese que la hipbtesis Ez 3 garantizaque Z(E— 2) > 2, y consecuentemente tam-

bien, 22 > 2. >0,

O

El Unico resultado conocido por €l momento parael caso en que el niumero de vehiculos
que se necesitaparaservir d(V \ B}) esdos, es el siguiente:

Proposicion 2. Si el defsito pertenece a‘ﬁpara algbni=1,...,sy el timero de
veliculos necesario para abastecer la demanda §Bl\es exactamente 2, entonces, en
cualquier soluddn del SDV RP cuyo vector de incidencia pertenezca a la cara inducida
por una desigualdadpath», la demanda de Y P debe servirse utilizando uinico
veliculo, i.e., la cortadurgP,, P) solamente se atraviesa dos veces.

La demostracion puede consultarse con todo detalle en Martinez (1995).

Con la proposicion que presentamos a continuacion damos por terminado e estudio de
las relaciones poliédricasentreel GT SPy el SDVRP

Proposicion 3. Las desigualdades asociadas a configuracioti@sycle> con s= 3
yn=2Vi=1...,s (conocidas comebicycle 2-regulares) estn dominadas por
alx>ag+2, si [M1 = 2, siendo Pel camino que contiene el subconjunt‘peB

que pertenece el depito.
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Demostracdn

Supongamos que el depbsito pertenece a B'J_ como para servir la demandade V \ R

necesitamos dos vehiculos, la cortadura (P, P) sera atravesada al menos dos veces por
dos vehiculos distintos. Por |o tanto, en cualquier solucién T del SDV RPdebe haber a
Menos cuatro aristas que pertenezcan a dicha cortadura.

Consideremos €l grafo inducido por las aristas de T, teniendo en cuenta el resultado
basico de teoria de grafos que establece,

«€l doble del nimero de aristas de un grafo es igual ala suma de los
grados de sus vértices»

deducimos que en T habra al menos 7 aristas. Observar que el grado del subconjunto
gue contiene a depdsito es al menos cuatro y €l de los otros cinco subconjuntos que
completan la configuracion es al menos dos.

Teniendo en cuenta que cuatro de estas aristas deben pertenecer ala cortadura (R, PR),
y que € coeficiente en a de las mismas es a menos dos, tenemos,

aexg > 8.
ecTNd(P)

Notar que si la desigualdad fuese soporte deberia cumplirse lo siguiente:

ax = Yy axit+ 5 @i+ Y axl=a=10,
ecE(P) ecTNd(R) ecE(P)

y sin embargo, como necesitamos a menos tres aristas mas para poder completar una
solucion del SDVRR

ax' >8+3=11>ag

pues los coeficientes de estas aristas son mayores o iguales que 1.
O

Es sencillo compraobar que esta demostracion no puede generalizarse paras > 5, pues,

5 gradozvemc& > 4+2(§s—l) =24 (25—1)=2s+1,

nimero aristas =
alx" > 8+ ((2s+1) —4) = 25+ 5,
y como ag = 3s+ 1 tenemos que:

25+5>3s+1<4>s.
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Por GlItimo, comentar que en Martinez (1995) se demuestraque las desigualdades pathy
las wheelbarrowson preci samente | as restricciones que surgen cuando se intentan gene-
ralizar a contexto del SDV RPalgunas de las desigualdades 2-matching generalizadas
introducidas por Aragque (1989) parael CV RPcon demandas unitarias. Concretamente,
las que surgen cuando la capacidad del vehiculo se establece en un valor tal, que la
demanda de 6 clientes cual esquiera puede servirse completamente utilizando un Gnico
vehiculo.

4. CONSIDERACIONES FINALES

El estudio poliédrico que hemos realizado nos ha permitido extender resultados cono-
cidos para el poliedro del Agente Viajero Gaficoal poliedro del Problema de Rutas de
VeHculos con Demanda Compartidelemos visto como las desigualdades asociadas a
las configuraciones path, wheelbarrowy bicycleson también vélidas parael Pspyrpy
bajo ciertas condicionesincluso inducen facetas.

L as desigual dades que hemos considerado en este trabajo no son las Unicas familias de
desigualdadesvalidasconocidas parael SDV RP Como hemosdicho en laintroduccion,
en Martinez et al. (2000) y Belenguer et al. (2000) se presentan nuevas restricciones,
gue bajo condiciones adecuadas, también inducen facetas del Pspyrp Ademas, por o
gue nosotros sabemos, estostrabajos son, hoy por hoy, los Gnicosen losque se estudiala
estructurafacial del Pspyrp NO oObstante, cabe la posibilidad de continuar lainvestiga-
cion en estalinea tratando de deducir condiciones bajo | as cuéles, desigual dades como,
las path, wheelbarrowy bicyclecon capacidadegntroducidasen Cornuéjolsy Harche
(1993) parael GVRP, las clasicas restricciones comby clique treedel T SP(Grotschel
y Padberg, 1985), o las de capacidad generalizaddel CV RP(Harchey Rinaldi, 1991),
induzcan facetasdel Pspyrp Laadaptacion de estasrestriccionesal SDV RPy lademos-
tracion de su validez para el correspondiente poliedro pueden consultarse en Martinez
(1995).

Por ltimo, nos gustaria destacar que, aparte del interés estrictamente tedrico que pue-
den tener los resultados que hemos presentado en este trabajo, la sencillez de las con-
diciones establecidas |os hacen también atractivos desde el punto de vista practico. Sin
duda, sera interesante investigar el desarrollo de algoritmos que permitan identificar
restricciones de este tipo cuando sean violadas por soluciones fraccionarias, lo cual
ayudaria a resolver instancias del problema de tamafio superior a las resueltas hasta el
momento. Desde este punto de vista, €l trabajo que hemos presentado abre la puertaa
futurasinvestigaciones en relacion con € tema, alavez que ampliael conocimiento de
laestructurafacial del Pspvre
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APENDICE

Dados K velculos de capacidad Q, € € A y se cumplen las dos
condiciones:

I.- K Z 5;217 y
- Q> d(R)+d(Ps.1) +d(Ps ), siendo dPy) <d(Py) < ... < d(Py),

entonces, las desigualdadesheelbarrow inducen facetas desByrp

Demostracdn

Analogamente a como hemos hecho con |as desigual dades path, vamos a construir s so-
luciones distintas, una para cada camino P, que nos permitiran demostrar el resultado
via el método indirecto. Las soluciones se construyen siguiendo el mismo procedi-
miento gque con las path excepto en laformade unir las parejas de caminos. Se uniran
utilizando la arista que une alos representantes de sus subconjuntos extremos, By, . En
la figura 8 presentamos la solucion asociada al camino P, la llamaremos T'. No es
dificil comprobar que las hipbtesis establecidas garantizan la existencia de una asigna-
¢ion de demandas a vehiculos de forma que con 3;21 vehiculos se sirven los clientes de
V\A

Figura 8. Solucion T' para una configuracion wheelbarrow

Demostraremos a continuacién que las soluciones asi construidas cumplen con igual-
dad la desigualdad wheelbarrow & > 1+ Sr1 ”;j. Probado esto es evidente que se

n,
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trata de una desigualdad propia, ya que basta con duplicar cualquiera de las aristas uti-
lizadas con coeficiente estrictamente positivo, para encontrar una solucion que cumple
la desigualdad con mayor estricto.

A fin de simplificar las cuestiones de notacion comprobaremos €l resultado para la
solucion T3, la demostracion para el resto de soluciones, T', seria andloga.

Observar que las Unicas aristas en la solucién con coeficiente no nulo son, las que unen
ados subconjuntos BY, consecutivosen cadacamino P, conr =1,...,s, r #i,y lasque
utilizamos para unir parejas de caminos. Supongamos que |os caminos se han unido de
dos en dos empezando por el primeroy en orden ascendente, es decir, lademandade los

clientes en Py _1 y Py se sirve utilizando € mismo vehiculo, paracadar = 1,... ,%*.

1 . g ., -
Evaluaremos alx™" " contando las aristas que se utilizan en la solucion y cuanto valen
sus coeficientes. Para cada uno de estos caminos se utilizan n; aristas de peso - L

y una arista de peso Lil — ?éf—iz por cada par de caminos unidos. Ademas, hay
2(ns—1 — 1) aristas de peso ——; que recorren los subconjuntos de Ps_1, ns_» aristas
de peso ——— paraPs 2y ng de peso = paraPs, mas las dos aristas que unen aPs_»

conPs 1 y aeﬂe con Ps.

Observar que e coeficiente de las aristas que unen los subconjuntos finales de dos
caminos cualesquiera, Py 1 Y Py €S

max Nor _an—l—2 Nor—1 _an—2
Ngp—1 npo1—1'ny_1—-1 ny—-1/J’

puede comprobarse facilmente que en este caso el maximo es Uinico eigua a

1 n 1
ng—1 ny_1—-1°

L uego,
ty TS 1 _ Ny Nya1-2
ax Zr 1r#s— ln,— zr l(an n2r,1—1)+
ns _ Ns1-2 | 2ng 1-2
ns—1 ng1—1 ng 1—1°7
es decir,

atXTsfl_ s L %1( Nor _n2r—1—2)_+_ Ns  __
—Zr=1 n—1 Zr:l Nor—1  Ny_1-1 ns—1 —

( n2r Nor—1 Ny n2r—1*2) 2ns

Zr 1\ ny — ny_1—1 ny—1 ny_1—1 ns—1 —

z ( n2r Mor-1_ 4 Ngr (Ngr—1—-1)— (n2r*1)(n2r—1*2))+ 2ns
r=1\ny— ny_1—1 (nzr—1)(ngr_1-1) ns—1°
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gue por unicidad del maximo esigual a,

S
2 Ny Npr_1 1 1 ns
Zr=1( ny—1 + ny_1—1 + ny—1 + nzr,lfl) + ns—1 —

s1
ZT(n2r+l n2r—l+l)+ 2ns
r=1\ny-1 " ny_1-1 ns—1

s n+l
1+ zr:l n—1-

Probado que |a desigualdad wheelbarrowalx > ag, es soportey no trivial, supongamos
ahoraque existe unadesigualdad ftx > ag que define unafacetadel poliedroy cumple:

{x € Pspvre| @x = ao} C {x € Pspvre| f'x = ao}.
Demostraremos que fe = ae, Ve € E y que por tanto a'x > ag induce una faceta del
Pspvrr

Lademostracion de los dos primeros casos es andloga a la realizada para las desigual-
dades pathpero teniendo en cuentalasolucion T' que hemos descrito para las configu-
raciones wheelbarrow

Figura 9. Soluciones demostrando que fe = fe, Ve € (B},B\,,), V&' € (B},Bi,,)-
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1 fe=a=0,YecE(B}),i=1,...,5j=0,..,n.

2. fe= bebEH,Vee (Bj,Bj;1):r=1....,sj=0,....n — 1L

3. fe=ae, Vee (B|,B},,),i=1,...,5j=0,...,n — 1. Enprimer lugar demostrare-
mos que todas las aristas de cualquiera de las cortaduras definidas por dos subcon-
juntos consecutivos en un mismo B tienen e mismo coeficiente, que denominare-
mos T§. Esdecir, dadouni = 1,... s, queremosver que fe = fy Ve e (B},B}, ;) y
Ve € (B},B},;) siendo j y k dos indices distintos de {0,... ,n — 1}. Para demos-
trarlo basta con comparar las soluciones de la figura 9, observar que solamente se
diferencian en aristas que pertenecen a estas cortaduras, ademéas ambas pertenecen a
lacarainducidapor ladesigualdad wheelbarrowy por lo tanto también alainducida
por fx > ag.

Figura 10. T/, Ti-1 Ti*+1 soluciones del SDV RPpertenecientes ala carainducida
por la desigualdad wheelbarrow

Unavez visto que fe =15, Ve € (B},B}, ), paracadai = 1,...,s, completaremos|a
demostracion resolviendo e sistema que se obtiene al sustituir en f'x los vectores
deincidenciaasociados alas soluciones T -1, Tl y T+l i =2, ... s—1, figura 10.
Estas soluciones corresponden alos tours utilizados en Cornugjolset al. (1985) para
demostrar €l teorema 3.5. Gracias a las hipbtesis establecidas sobre €l nlmero de
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vehiculos disponiblesy su capacidad no es dificil comprobar que estos tours definen
soluciones posiblesdel SDV RP Como lostres vectoresdeincidenciacumplena‘x =
ap, también cumpliran f'x = ag, de donde obtenemos,

fxT' — ftxT "
fxT' — ftxT'*t

es decir,

Ni—1TG—1+ 2(ni - 1)“ + fbini:llbini + fbini bi”JirJ:rLl +Nip1Ti41 =
2Ni-aTh—1 + N + iy b, +Nip1Th41
| 1

Mi-aTiog + 2(M = DT0+ fia g o Fy per +MieaTin =
Ni—1T§_1+ fbin_—llbin_ + NiTG + 2N 11TG 41
1— |
(M =206+ T, Ty, =

ni_ F + f i1
AT Ty

(=207 g, T, =
Ni+1TG4+1 + fbiniillbini

que, considerandolo parai = 2,...,s— 1, proporcionael sistema:

(N2 = 2)Te + fi1 2 + iz b3 = MTu+ fiz b3
(nz — 2)T[2 + fbﬁlbﬁz + fb%zbﬁs =3B+ fbﬁlbﬁz

(=2 +fi1, + fbinlbi+1 =Ni—aTi-1+ fbini b

¢ N1 ¢ i N1 ‘ M+1
n — 2)Te o L =n - o
(0 = 207+ T, T i, = MeaTea - fygrn

(Mot = 2Me1 + figegcn, + Tt o, = Mo-2Mo-2 + gt
(Ns-1-2)Te-1 + fbﬁ;,zzbﬁ;ll + fbﬁ;llbrsms =T + fis2 big™

Ns—2™Ns 1

cuyasolucion es:
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Sustituyendo en f!x el vector de incidencia asociado a TS! y teniendo en cuenta
gue hade ser igual aap, tenemos:

1
et _ z (feh e h h . 2
G Nr—1 ngo1—1 np—1 np_1-1 ns—1
de donde,
. Snr+1
A o h1+ Y X hag—ag
= — 1

luego, h = 1, lo que demuestra que los coeficientes de | as aristas que estamos consi-
derando coincidenenay en f.

. fe=ae, Vee (Bij,Brp), i#r,1<j<nyl<p<n. Nohay pérdidadegeneralidad
en hacer la demostracion paraunaarista de la cortadurae € (B‘J?"Z, Bf;l). Yahemos
demostrado quelos coeficientesenay f coinciden parael resto delas aristas, 1o que
nos permitirademostrar el resultado basandonos simplemente en el hecho de que la
solucion delafigura1l, T/, es unasolucion del SDV RPque cumpleatx™ = ag con
igualdad, por lo que también cumplira fix" = ag.

Figura 11. Solucion T'.
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En efecto:

t T _ <s-3n+1 | Ns 2— Ns 2
ax = Zr=1 n—1 + Ng o— 1 + n5,2—1+

i _

2(p-1) |, ns1—p
ns o—1 ns 1— 1 + Ns_1—1 + n571*1+

Lo+

ns—1—1 ns—

s—3 nr+1 Ns_2—j+Ns 2+] + —p+2+2p—2+ng 1—p+1 + 1+ns _
ZI’ 1n-1 ng o—1 ng 1—1 s—1

s-3 nr+1 Ns—2+1+ns -1 + ns—1+1 + ns+1 _
r= ln,—l ng o—1 ng_1—1 " ns—1 "

s nm+l _
1+ zr:l n:fl =ao
COMO CONSECUENCI 3,

X X = fo—Be=0— fo=ae

Concluimos asi que las desigual dades asociadas a las configuraciones wheelbarrowin-
ducen facetas del Pspyrpr
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1. INTRODUCTION

The Split Delivery Vehicle Routing Proble(®DV RB is a relaxation of the classical
Capacitated Vehicle Routing Problegi@V RB, in which the demand of any client can
be serviced by more than one vehicle. This relaxation may result in cheaper solutions,
both in terms of the total distance travelled, as well as in the number of vehiclesto be
used. Moreover, the minimum number of vehicles needed to service the total demand
is aways known in advance. However, the SDV RPremains an NP — hard problem
(Dror and Trudeau, 1990). Hopefully, the knowledge of the structure of the polyhedron
associated with the SDV RFfeasible solutionswill allow the optimal resolution of bigger
and bigger instances. The purpose of this paper is to continue the polyhedral study
presented in Belenguer et al. (2000) and in Martinez et al. (2000).

2. NOTATION AND PROBLEM DEFINITION

Let G = (V,E) beacomplete and undirected graph, where the set of vertices, V, repre-
sents n clients with known integer demands, d;, and a depot, vertex O, where a fleet of
K identical vehicles of capacity Q islocated. Each edge e = (i, j) in E represents the
(shortest) path between i and j.

In Belenguer et al. (2000), the feasible solutions of the SDV RPare defined on G, in
terms of a multiset of edges subject to problem constraints. It is also proved that the
convex hull of theincidence vectors associated with the SDV RPfeasible solutionsis an
unbounded and full dimensional polyhedron, denoted in what follows Pspyrr Moreo-
ver, such vectors satisfy a simple set of constraints, (1) — (4), which in fact defines a
relaxation of the SDVRP These constraints, subject to small changes, have also been
considered in the formulation of the Graphical TSRGT SBH and in the graphical rela-
xation of the CV RP, the GV RP. Using the above relaxation, Belenguer et al. (2000)
solved to optimality SDV RFAnstances up to 50 clients, and Martinez et al. (2000) obtai-
ned the complete linear description of the polyhedron associated to a SDV RPinstance
with 5 clientsand 2 vehicles.

3. FROM PstspTO Pspvrp

From the GV RRE, SDV RR and GT SPproblem definitionsit is easy to seethat PoyrpC
PspvrpC PsTsp and therefore, every GT SPvalid inequality will aso be avalid ine-
quality for the SDV RR However, the facial structures can not be so easily related.

In this section we extend to the Pspy rpsome inequalities that are facet defining inequa-
lities for the Pstsp These inequalities are associated with some complex structures,
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known as path, wheelbarrowand bicycle configurationsthat were first introduced in
Cornugiols et al. (1985) for the PeTsp Obvioudly, path, wheelbarrowand bicycle
inequalitiesare valid inequalities for the Pspyrp since they are valid for the Psrsp

Moreover, if the conditions given in Cornugjols and Harche (1993) hold, the path ine-
qualitiesnot only induce facets of Pgyrp, but also of Pspyrp Next theorem presents
another set of conditions, easier to check and, at least in some cases, weaker than the
ones given in Cornuégols and Harche (1993).

Theorem 1. Given K vehicles of capacity Q, € A (or if 0 € Z), and the following
conditions hold:

- K>St
ii.- Q>d(Ps)+d(Ps—1) + d(Ps—2), suchthatdP;) < d(P;) <... <d(Ps), and

ii- Q>2 {%1
then, path inequalities induce facets @tPrp

In the appendix it is shown that conditions i) and ii) are sufficient to guarantee that
wheelbarrow inequalitieenduce facets of Pspyrp

Following the same lines as in Cornugjols and Harche (1993), we have proved the
following result:

Theorem 2. If0€e B'J with,i=1,....,s, j=1,...,n;, and c(V\B‘J-) < Q, then, path,
wheelbarrow and bicycle inequalities induce facets @f&r

Finally, this section includes some results, showing situations in which path inequa-
lities are not even support inequalities (Proposition 1), exhibiting a special kind of a

path configuratiorior which path inequalitiesan not define facets (Proposition 2), or

conditions under which some bicycle inequalitiegre dominated (Proposition 3).

In Martinez (1995) it is shown that path and wheelbarrowinequalities are in fact the
2-matching generalized inequalitieférst introduced in Araque (1989) for the CV RP
with unit demands.

4. FINAL COMMENTS

New families of valid inequalities, that under given conditions are also facet-defining
inequalities, are presented in Martinez et al. (2000) and Belenguer et al. (2000). In
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Martinez (1995), valid inequalities for the Pspyrpare obtained from other inequalities
defined for the Pgyrp, for the Prsp and for the Pocyrp. Further research remains to be
donein order to show if there are conditions under which they induce facets of Pspyrp

The results presented in this paper have more than just a theoretical interest, since the
simple conditionsimposed in order to guaranteethefacial character of path inequalities
could be incorporated, via new identification routines, into a general procedure that
would alow the resolution of bigger SDV RPinstances.
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