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El presente art́ıculo recoge los resultados de una investigación llevada a
cabo con el fin de analizar, desde la perspectiva de la no similaridad, las
distribuciones de los distintos estadı́sticos planteados por Dickey y Fuller
para contrastar la presencia de raı́z unitaria. Asimismo, se definen zo-
nas de rechazo y aceptación de las hiṕotesis nulas para cada estadı́stico,
considerando las distintas distribuciones del mismo, y se estudian las si-
tuaciones con las que nos podemos encontrar de cara a deducir una pauta
de comportamiento que minimice el riesgo de error. Se presenta un ejem-
plo en el que se pone de manifiesto que la no similaridad de los contrastes
tradicionales de ráız unitaria nos puede llevar a tomar una decisión equi-
vocada. Teniendo en cuenta dicha no similaridad, se propone una estrate-
gia de contraste secuencial para resolver situaciones de indecisión acerca
del rechazo o no de la existencia de raı́z unitaria. Finalmente, se lleva a
cabo un experimento Monte Carlo para determinar empı́ricamente la pro-
babilidad de que el valor calculado de los estadı́sticos implicados en el
contraste caigan en las diferentes zonas planteadas.
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1. INTRODUCCI ÓN

Una de las pr´acticas econom´etricas más usadas en Modelizaci´on y Predicci´on Econó-
mica es el An´alisis de Series de Tiempo, tanto desde el punto de vista cl´asico como
desde el enfoque Box-Jenkins. Es muy frecuente, adem´as, que una serie cronol´ogica
presente tendencia que puede ser de dos tipos: estoc´astica y/o determinista.

La tendencia estoc´astica hace que la serie permanezca largos per´ıodos de tiempo por
encima o por debajo de su valor central, reflejando as´ı la no estacionariedad en media
de la misma. Por ejemplo, una serie con tendencia estoc´astica podr´ıa ser la generada
por el procesoYt = Yt�1+ et , dondeet es una serie estacionaria. Este proceso es no
estacionario debido a la presencia de una ra´ız unitaria en su parte autorregresiva. De
esta forma, si diferenciamosYt , resulta una serie, que ya ser´ıa estacionaria y, por tanto,
podrı́a ser modelizada mediante la metodolog´ıa Box-Jenkins. Es por este motivo que se
establece como pr´actica necesaria en el An´alisis de Series de Tiempo, el contraste sobre
la presencia de ra´ıces unitarias en la serie original. Una pr´actica habitual es utilizar el
correlograma de la serie para determinar la posible presencia de ra´ız unitaria. Una ca´ıda
lineal de las autocorrelaciones estimadas ser´ıa, en principio, un indicio de existencia de
raı́z unitaria.

La tendencia determinista, en cambio, es una cadencia temporal, lineal o no, que por
sus caracter´ısticas se puede estimar con m´as o menos precisi´on. Si se sustrae dicha
tendencia de la serie original se obtiene la componente puramente estoc´astica de la
misma. Una serie con tendencia determinista generada con el modeloYt = �+�t +
et (con et ruido blanco), en principio, debe presentar un correlograma con una ca´ıda
exponencial. No obstante, en ocasiones, el dominio de la tendencia determinista lineal
sobre la componente estoc´astica es tal, que el correlograma presenta una ca´ıda lineal,
lo que podr´ıa llevarnos a la idea equivocada de existencia de ra´ız unitaria.

Por tanto, la simple observaci´on del gráfico o correlograma de una serie, es una buena
forma para detectar la no estacionariedad de dicha serie, pero no siempre es v´alido para
distinguir si la tendencia que muestra la serie es de naturaleza determinista o estoc´astica.
Por ello, se hace necesaria la aplicaci´on de un test que nos permita discernir entre una
tendencia y otra.

Los contrastes de ra´ız unitaria pioneros en la literatura, se deben a Fuller (1976), y
Dickey y Fuller (1979). Estos autores propusieron un m´etodo simple para contrastar la
existencia de una ra´ız unitaria en una serie temporalYt que puede venir generada por
tres mecanismos autorregresivos de orden 1 diferentes:
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Yt = �Yt�1+et t = 1;2; : : :(1)

Yt = �+�Yt�1+et t = 1;2; : : :(2)

Yt = �+�t+�Yt�1+et t = 1;2; : : :(3)

dondeY0 = 0 y et es una secuencia de variables aleatorias independientes y normal-
mente distribuidas con media cero y varianza�

2 (NID(0; �2) en lo sucesivo). El factor
diferenciador en los modelos anteriores es la presencia o ausencia de elementos deter-
ministas. En los tres casos, el test que proponen permite contrastar la hip´otesis de que
� = 1, o lo que es igual, la hip´otesis de existencia de ra´ız unitaria en la parte auto-
rregresiva del modelo en cuesti´on. El contraste se basa en la estimaci´on por m´ınimos
cuadrados ordinarios (MCO) del par´ametro� en (1), (2) o (3). Esta estimaci´on conve-
nientemente normalizada y su estad´ısticot asociado para�= 1, son los estad´ısticos que
Dickey y Fuller (1979) proponen para llevar a cabo el contraste. Estos dos estad´ısticos
no tienen una distribuci´on conocida bajo la hip´otesis nula (� = 1), por lo que Dickey
y Fuller dedujeron las distribuciones emp´ıricas de los mismos, mediante m´etodos de
simulación.

La independencia y homocedasticidad del t´ermino de error son supuestos muy restric-
tivos y no muy acordes con la realidad, pues, en la pr´actica, muchas series econ´omicas
presentan una estructura algo m´as compleja. En este sentido, Dickey y Fuller (1981)
desarrollaron el contraste de ra´ız unitaria asumiendo que el proceso generador de datos
era un proceso AR(p) (es lo que se conoce como Dickey-Fuller Aumentado o DFA).

Posteriormente, Said y Dickey (1984) extendieron el DFA al caso de un proceso
ARMA( p;q) con p y q desconocidos, que, a lo sumo, contiene una ra´ız unitaria en
su parte autorregresiva. Tambi´en, para un ARMA(p;q), Solo (1984) desarrolla un pro-
cedimiento de contraste basado en el test de los multiplicadores de Lagrange. En esta
misma lı́nea, Phillips (1987) propone un procedimiento alternativo al DFA, consistente
en una correcci´on no param´etrica de los estad´ısticos de Dickey y Fuller, que permite
llevar a cabo el contraste de ra´ız unitaria en (1) teniendo en cuenta un cierto grado de
dependencia y heterocedasticidad en el t´ermino de error. Phillips y Perron (1988) exten-
dieron este procedimiento a los procesos (2) y (3). No obstante, todos estos contrastes
presentan considerables distorsiones en el tama˜no debido a la presencia de t´erminos de
medias m´oviles en el modelo a estimar (ver Schwert (1989)). Como alternativa, Hall
(1989, 1992) y Pantula y Hall (1991) proponen estimar el modelo correspondiente, por
variables instrumentales.

Otra crı́tica que se suele hacer a los tests de ra´ız unitaria es la falta de consistencia entre
la hipótesis nula y la alternativa de dichos contrastes, en relaci´on al tipo de tendencia
determinista que presenta el proceso bajo cada una de las hip´otesis. Los par´ametros de
los diferentes modelos que se consideran como posibles mecanismos generadores de la
serie objeto de an´alisis, tienen un significado diferente seg´un sea cierta o no la hip´otesis
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nula. Para alcanzar esta consistencia entre las hip´otesis, autores como Dickey (1984) y
Barghava (1986), entre otros, utilizan una parametrizaci´on diferente a (1), (2) y (3) para
representar el proceso generador de datos:

Yt = �
�

+�
� t+ut

ut = �ut�1+et t = 1;2; : : :(4)

dondeet �NID(0; �2
) y u0 es una variable aleatoria independiente deet . Esta parame-

trización permitió a Bhargava (1986) desarrollar los contrastes de ra´ız unitaria invarian-
tes más potentes frente a determinadas alternativas, tomando como base al trabajo de
Sargan y Barghava (1983). Asimismo, Schmidt y Phillips (1992) proponen contrastar
la hipótesis nula de ra´ız unitaria aplicando en (4) el test de los multiplicadores de La-
grange, procedimiento que Ahn (1993) generaliz´o para el caso en queut es un proceso
autorregresivo de medias m´oviles. Hwang y Schmidt (1996) desarrollan un test de ra´ız
unitaria estimando (4) por m´ınimos cuadrados generalizados.

Otro de los inconvenientes que presentan algunos de estos contrastes, es que se basan
en estad´ısticos cuyas distribuciones bajo la hip´otesis nula (ra´ız unitaria) dependen de
los valores que tomen otros par´ametros (molestos) que intervienen en el modelo, es
decir, son tests no similares1. Esta no similaridad se refleja en la baja potencia que pre-
sentan en algunas de las alternativas, provocando graves errores en la toma de decisi´on
sobre la presencia de ra´ız unitaria en la serie. Evidencia de este hecho es el trabajo de
Nelson y Plosser (1982) en el que estudiaban las ra´ıces unitarias presentes en diver-
sas series econ´omicas de los Estados Unidos y que posteriormente Choi (1990) revis´o,
encontrando que se hab´ıan detectado err´oneamente ra´ıces unitarias en la mayor´ıa de
estas series. En el campo de la similaridad encontramos diversos trabajos. Por un lado,
Evans y Savin (1984) y Nankervis y Savin (1985), tras constatar la no similaridad de
los estad´ısticos en los que se basan los tests de Dickey-Fuller, desarrollan varios tests
no similares para contrastar la hip´otesis de ra´ız unitaria en un modelo autorregresivo de
primer orden con constante. Por otro lado, Kiviet y Phillips (1990, 1992) desarrollan un
procedimiento para contrastar de forma similar y exacta si el coeficiente de la variable
dependiente retardada en un modelo autorregresivo de primer orden que puede conte-
ner variables ex´ogenas, es igual a la unidad (se le conoce con el nombre de test KPh).
Concretamente, el test similar de la hip´otesis de ra´ız unitaria alrededor de una funci´on
del tiempo determinista de gradod, se consigue introduciendo en el proceso generador
de datos el regresor redundante adicionaltd+1. Este regresor hace que la estimaci´on del
coeficiente de la variable dependiente retardada y su estad´ıstico t asociado sean inva-
riantes con respecto a los par´ametros molestos que intervienen en el proceso generador.
Por ejemplo, si en el modelo (3) consideramos a la variablet como un regresor adicio-
nal redundante, el test basado en la estimaci´on MCO de (3) es un contraste similar de

1Ver evidencia te´orica en Nankervis y Savin (1985, 1987).
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la hipótesis de ra´ız unitaria alrededor de una posible constante. En realidad, el test KPh
es una generalizaci´on de los contraste de Dickey-Fuller.

Por otro lado, algunos autores como Fukushige et al. (1990) y Ogaki y Park (1990)
señalan que, en muchas aplicaciones (especialmente en el contexto de la cointegra-
ción), es m´as atractiva una hip´otesis nula de estacionariedad frente a una alternativa de
presencia de ra´ıces unitarias. En este sentido, autores como Kwiatkowski et al. (1992),
Khan y Ogaki (1992), Bierens y Guo (1993) y Leybourne y McCabe (1994) han de-
sarrollado diferentes contrastes de hip´otesis nula estacionaria frente a la alternativa de
raı́z unitaria.

Finalmente, entre las ´ultimas aportaciones para contrastar ra´ıces unitarias destacan, por
un lado, el trabajo de Ferretti y Romo (1996) en el que proponen contrastar la existencia
de ra´ız unitaria aplicando la t´ecnica bootstrap; el trabajo de Shin y So (1997), quienes
desarrollan tests semiparam´etricos de ra´ız unitaria basados en estimadores sim´etricos;
y, porúltimo, el de Hasan y Koenker (1997), que proponen un contraste de ra´ız unitaria
basado en el test de rangos.

En definitiva, el objetivo de todos estos contrastes es establecer una metodolog´ıa que
permita determinar si una serie temporal tiene tendencia estoc´astica (ra´ız unitaria) o no,
con la mayor potencia posible e intentando diferenciarla de la tendencia determinista.
El acierto en dicha decisi´on es fundamental en la determinaci´on del grado de integraci´on
de las series, siendo ´esta básica tanto para la especificaci´on y estimaci´on del modelo,
como para el an´alisis de cointegraci´on que tanto auge est´a tomando ´ultimamente.

En nuestro trabajo nos centramos, principalmente, en el car´acter no similar de los tests
de ra´ız unitaria, pues, como expondremos, es una de las principales causas de la baja
potencia de estos contrastes. Consideramos, por tanto, del m´aximo interés realizar un
estudio que desarrolle toda esta problem´atica.

Ası́, el presente trabajo se ha desarrollado con el objetivo principal de:

� Analizar desde la perspectiva de la no similaridad las distribuciones de los distin-
tos estad´ısticos que habitualmente se emplean para contrastar la presencia de ra´ız
unitaria.

Planteamos para ello como objetivos secundarios:

� Definir zonas de rechazo y aceptaci´on de las hip´otesis nulas para cada estad´ıstico
considerando las distintas distribuciones del mismo.

� Estudiar las distintas situaciones con las que nos podemos encontrar con el fin de
deducir una pauta de comportamiento que minimice el riesgo de error.
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� Estudiar la incidencia de los estad´ısticos en cada una de las zonas definidas mediante
un experimento Monte Carlo.

Ası́, en la secci´on 2.1 analizamos las distribuciones de los estad´ısticost asociados a
los estimadores MCO de los par´ametros que intervienen en el modelo con constante
y tendencia determinista lineal. En la secci´on 2.2 se estudia el modelo autorregresivo
con constante. En la secci´on 2.3 se considera un proceso autorregresivo puro de orden
1. En la secci´on 3, se presenta un ejemplo en el que se pone de manifiesto que la
no similaridad de los contrastes tradicionales de ra´ız unitaria nos puede llevar a tomar
una decisi´on equivocada. Teniendo en cuenta dicha no similaridad, se propone una
estrategia de contraste secuencial para resolver situaciones de indecisi´on acerca del
rechazo o no de la existencia de ra´ız unitaria. Finalmente, se presentan los resultados
de un experimento Monte Carlo que recoge la probabilidad de que el valor calculado de
cada estad´ıstico caiga en las diferentes zonas establecidas en la secci´on 2.

2. ANÁLISIS DE LAS DISTRIBUCIONES DE LOS ESTAD´ıSTICOS t Y DE
SUS CONTRASTES ASOCIADOS

En esta secci´on se analizan las distribuciones de los estad´ısticos t asociados a los esti-
madores MCO de los par´ametros que intervienen en los modelos (1), (2) y (3). Es decir,
se toman los tres procesos generadores de datos que consideraron Dickey y Fuller para
desarrollar sus tests de ra´ız unitaria, asumiendo en cada uno que el t´ermino de error es
independiente e id´enticamente distribuido con media cero y varianza constante, y que
la condición inicialY0 es constante e igual a cero.

2.1. Planteamiento y estimacíon del modelo completo

En primer lugar analizamos el proceso m´as general (3), es decir, aquel en el que aparece,
además del término autorregresivo de orden 1, un t´ermino constante y una tendencia
determinista lineal. Dicho proceso se representa mediante el modelo

Yt = �+�t+�Yt�1+et t = 1;2; : : : ;T(5)

donde� es una constante,t la tendencia determinista lineal, y para el que se asume
Y0 = 0 y et � NID(0; �2

).

De la estimaci´on MCO del modelo (5) se obtienen los siguientes estimadores y es-
tadı́sticos:

�̂
�
: Estimador MCO del par´ametro�

�̂
�
: Estimador MCO del par´ametro�
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�̂
�
: Estimador MCO del par´ametro�

t�� : Estad´ısticot asociado a la estimaci´on MCO de�

t�� : Estad´ısticot asociado a la estimaci´on MCO de�

t�� : Estad´ısticot asociado a la estimaci´on MCO de�

Cuando�= 0 y�= 1, al estad´ısticot�� para�= 0 se le suele dar la notaci´on espec´ıfica
�̂��. Asimismo, cuando�= 0 y � = 1, al estad´ıstico t�� para�= 0 se le denotâ���.
Finalmente, cuando� = 0, siendo� cualquier valor real, al estad´ıstico t�� para� = 1
se le denotâ��.

A) CONTRASTE SOBRE ���

A.1) Distribuci ón det��t��t��

En principio, se puede utilizar el estad´ısticot�� para llevar a cabo el contraste unilateral
de presencia de ra´ız unitaria

H0 : � = 1
H1 : � < 1

Dickey y Fuller (1979) obtuvieron la representaci´on de la distribuci´on lı́mite de�̂� bajo
Y0 = 0 y et � NID(0; �2

), es decir, la distribuci´on lı́mite det�� para� = 1 asumiendo
que el coeficiente� de la variablet es cero. Esta distribuci´on es independiente del valor
de� (ver Dickey (1976)), y se mantiene en el caso de queet � iid(0; �2

). En cualquier
caso, se trata de una distribuci´on no conocida, y Dickey (1976) utiliz´o métodos Monte
Carlo para estimar los cuantiles de la distribuci´on de�̂�, tanto para tama˜nos de muestra
finitos como para la distribuci´on lı́mite. Algunos de estos cuantiles emp´ıricos aparecen
tabulados paraT = 25, 50, 100, 250 y 500 en Fuller (1996, p. 642)2.

Por otro lado, Dickey y Fuller (1979) demuestran que si� 6= 0 la distribución lı́mite de
t�� para�= 1 es normal est´andar.

La influencia de� en la distribuci´on det�� para�= 1 y tamaños de muestra finitos, fue
estudiada por Nakervis y Savin (1987). Estos autores, asumiendoY0 = 0 sin pérdida de
generalidad, yet � N(0; 1), prueban que, para cadaT fijo, la distribución det�� (para
� = 1) converge a unat de Student conT � 3 grados de libertad cuandoj�j ∞
(Nankervis y Savin, 1987, p. 396).

2Guilkey y Schmidt (1989) proporcionan m´as cuantiles para m´as tama˜nos de muestra.
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Figura 1. Densidad de t�� bajo �= 1, según el valor de �
Fuente: Elaboración propia.

La distribución empı́rica de �̂� que obtuvieron Dickey y Fuller presenta asimetrı́a posi-
tiva. Además, para cada T y un mismo nivel de significación, los valores crı́ticos son
menores que los correspondientes a una t de Student con T �3 grados de libertad. Por
tanto, el resultado de Nankervis y Savin (1987) implica que, a medida que aumenta el
valor de �, la distribución de �̂� se va desplazando a la derecha y haciéndose simétrica,
hasta convertirse en una tT�3.

Obviamente, en la práctica � no será infinito, por lo que la tT�3 es una aproximación a
la distribución de t�� para � = 1, � 6= 0 y T finito que, según un estudio Monte Carlo
de Nankervis y Savin (1987), es buena para valores de � pequeños3.

A.2) Contraste de la hiṕotesis�= 1�= 1�= 1

Según lo anterior, el contraste basado en el estadı́stico t�� constituye un test no similar,
ya que su distribución bajo la hipótesis nula de existencia de raı́z unitaria depende del
valor que tome el parámetro �, siendo independiente del valor que tome �. Por tanto,
para llevar a cabo en (5) el contraste unilateral planteado anteriormente, hay que tener
en cuenta las dos distribuciones extremas del estadı́stico t�� , pudiéndose establecer,
como veremos seguidamente, zonas de aceptación, duda y rechazo según el nivel de

3Las aproximaciones son satisfactorias para �= 1 y T = 100 cuando � > 0:1.
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significación� fijado. En la figura 1, fDF representa la densidad empı́rica de �̂� (siendo
�= 1 y �= 0) para el valor de T considerado, mientras que fS es la densidad de la tT�3,
también bajo �= 1, tomada como aproximación al caso en el que � 6= 0.

El valor DF1�� representa el cuantil de orden 1�� de la distribución empı́rica de �̂�.
Ası́, el intervalo (DF1��;+∞) constituye la región de aceptación del contraste unilateral

H0 : � = 1 (asumiendo �= 0)

H1 : � < 1

basado en �̂�.

Por otro lado, el valor tT�3;� denota el cuantil de orden � de la t de Student con T �3
grados de libertad. Por tanto, el intervalo (�tT�3;�;+∞) determinarı́a la región de
aceptación del contraste unilateral

H0 : � = 1 (asumiendo � 6= 0)

H1 : � < 1

que realizarı́amos en el caso de que se conociera que � 6= 0.

En la práctica, lo habitual es que no se conozca el valor del parámetro �, por lo que
desarrollamos el contraste considerando las dos distribuciones simultáneamente. Ası́,
la región de aceptación de tamaño � del contraste unilateral serı́a (�tT�3;�;+∞), que
corresponde a la zona C de la figura 1. De esta forma, si el valor calculado del es-
tadı́stico t�� (t̂�� en lo sucesivo) cae en la zona C no se rechaza la hipótesis nula (�= 1).
Además, al ser la zona C la intersección de las regiones de aceptación (DF1��=2;+∞)
y (�tT�3;�;+∞), el valor t̂�� llevarı́a a aceptar la hipótesis nula del contraste basado
solamente en �̂�, ası́ como la del contraste basado únicamente en la tT�3. Por tanto,
cuando t̂�� caiga en la zona C, se puede concluir que �= 1, pudiendo �, y por supuesto
�, tomar cualquier valor.

Cuando el valor calculado del estadı́stico t�� cae en la zona A, constituida por el in-
tervalo (�∞;DF1��), en principio, la conclusión debe ser que � < 1. No obstante, no
debemos caer en la tentación de añadir a la decisión sobre � que � = 0 por el hecho
de haber aplicado el contraste basado en una distribución (la de �̂�) obtenida bajo el
supuesto de �= 0. Si tenemos en cuenta que DF1�� < �tT�3;�, entonces, si se ha re-
chazado la hipótesis nula (�= 1) para la distribución empı́rica de �̂� seguro que también
se rechaza para la tT�3. Esto significa que cuando t̂�� cae en la zona A, cabe esperar
que se deba bien a que � < 1 y �= 0, o a que � < 1 y � 6= 0. Por tanto, para un valor de
t̂�� en la zona A, la conclusión debe ser que � < 1, pudiendo � tomar cualquier valor4.

4Esta es la razón por la que en el planteamiento de las hipótesis del contraste basado en t�� no se dice
nada acerca de � en las alternativas, pues, bajo estas hipótesis, el parámetro � puede tomar cualquier valor.
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En el caso de que t̂�� caiga en el intervalo (DF1��;�tT�3;�) o zona Bde la figura, se
pueden plantear dos situaciones diferentes:

a) El valor calculado de t�� pertenece al intervalo (DF1��;+∞), por lo que no se re-
chaza la hipótesis nula del contraste basado en �̂�. De esta forma, la conclusión debe
ser �= 1 asumiendo que �= 0.

b) El valor t̂�� comparado con el valor crı́tico �tT�3;� de la tT�3, es tal que t̂�� <

�tT�3;�, rechazándose la hipótesis nula del contraste basado en la tT�3. Por tanto,
lo más probable es que � < 1, siendo � 6= 0, de donde se excluye el caso � < 1 y
�= 0, correspondiente al error de tipo II del contraste basado en �̂�.

Por tanto, si el valor t̂�� está en la zona B lo más probable es que sea porque o bien �= 1
y � = 0, o bien � < 1 y � 6= 0. Se observa, pues, que el utilizar unos valores crı́ticos
u otros para el contraste de raı́z unitaria en (5) nos lleva a tomar decisiones diferentes
sobre �, lo que supone la posibilidad de cometer un error adicional al inherente a todo
problema inferencial. Por todo esto llamaremos a la zona B, zona de duda.

En este caso, la duda podrı́a despejarse si, de alguna forma, se pudiese determinar si
� = 0 o � 6= 0. Por ello, en la sección siguiente analizamos las caracterı́sticas de la
distribución del estadı́stico t asociado a la estimación MCO de � en (5).

Los valores crı́ticos de t�� que permiten la definición de las zonas de aceptación, re-
chazo y duda descritas para este estadı́stico se presentan en la tabla A del anexo, para
distintos tamaños muestrales. Por otro lado, la tabla 1 resume las consecuencias que se
derivan según la zona en la que caiga el valor calculado de t�� .

Tabla 1. Consecuencia según la zona en la que cae el valor t̂��

Zona Extremos Consecuencia

A (�∞;DF1��) � < 1; � cualquiera

B (DF1��;�tT�3;�)

�= 1 y �= 0

ó

� < 1 y � 6= 0

C (�tT�3;�;+∞) �= 1;� cualquiera

Fuente: Elaboración propia.
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B) CONTRASTE SOBRE���

B.1) Distribución det��t��t��

El estadı́stico t asociado a la estimación MCO de � en (5), que hemos denotado t�� ,
puede utilizarse para contrastar la significación de �, es decir, para el contraste bilateral

H0 : � = 0

H1 : � 6= 0

La distribución de este estadı́stico bajo H0, depende del valor de � y de �. Ası́, cuando
�= 1 y �= 0, la distribución lı́mite de t�� para �= 0, o lo que es igual, la distribución
lı́mite de �̂�� , fue caracterizada por Dickey y Fuller (1981). Se trata de una distribución
no conocida, y estos mismos autores proporcionan algunos valores crı́ticos, obtenidos
por simulación, para el contraste de significación de �, tanto para tamaños de muestra
finitos como para la distribución lı́mite (Dickey y Fuller 1981, Tabla III, p. 1062).

Hasza (1977) ha desarrollado la teorı́a asintótica para el caso en el que las variables
exógenas en un modelo autorregresivo son polinomios de tiempo. Según esta teorı́a,
la distribución lı́mite de t�� para cualquier � (a nosotros nos interesa � = 0) cuando
j�j 6= 1, es una normal estándar, con independencia del valor que tome �. Por tanto,
para tamaños de muestra finitos se puede emplear como aproximación la t de Student
con T �3 grados de libertad.

Finalmente, si �= 0 y �= 1, el teorema 3 de Nankervis y Savin (1987, p. 398) establece
que cuando j�j ∞, la distribución de t�� para cada T fijo, tiende a la imagen en
el espejo de la distribución de �̂� para ese valor de T . Esto significa que los valores
crı́ticos que se deben utilizar son los que Dickey (1976) tabuló para �̂�, pero cambiados
de signo. Por ello, denotamos ��̂� a la imagen en el espejo de �̂�, cuya distribución
empı́rica utilizaremos como aproximación a la distribución de t�� para � = 0, � = 1 y
� 6= 0. En un estudio Monte Carlo realizado por Nankervis y Savin (1987, p. 504- 506),
se tiene que la aproximación es buena para valores de � no muy grandes (por ejemplo,
para T = 25, la aproximación es buena para � > 1).

B.2) Contraste de la hiṕotesis�= 0�= 0�= 0

Al igual que ocurrı́a con el estadı́stico t asociado a la estimación MCO de �, el que la
distribución de t�� para�= 0 dependa del valor de los parámetros� y �, significa que el
contraste basado en dicho estadı́stico es un test no similar de la hipótesis H0 : �= 0 en
(5). Por tanto, consideraremos las tres distribuciones descritas para realizar el contraste
bilateral sobre � planteado más arriba.
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Figura 2. Densidad de t�� bajo �= 0, según los valores de � y �
Fuente: Elaboración propia.

La figura 2 muestra la densidad del estadı́stico t�� bajo la hipótesis nula (� = 0) y
un tamaño muestral fijo, según los valores de � y �. Ası́, fDF representa la densidad
empı́rica5 de �̂�� para el valor de T considerado; fS es la densidad de la tT�3; y fE es
la densidad de la imagen en el espejo de �̂�, también para ese mismo valor de T .

Asimismo, se puede observar la simetrı́a con respecto al origen de la distribución
empı́rica de �̂�� , siendo DF�=2 el cuantil de orden �=2. De esta forma, el intervalo
(�DF�=2;DF�=2) constituye la región de aceptación del contraste

H0 : � = 0 (asumiendo �= 1 y �= 0)

H1 : � 6= 0

En cambio, si se utilizan los valores crı́ticos de la t de Student con T � 3 grados de
libertad, se obtiene la región de aceptación (�tT�3;�=2; tT�3;�=2) correspondiente al
contraste

H0 : � = 0 (asumiendo j�j 6= 1)

H1 : � 6= 0

Finalmente, los valores IM1��=2 y IM�=2, representan los cuantiles de órdenes 1�
�=2 y �=2, respectivamente, de la distribución empı́rica de ��̂�. Ası́, el intervalo

5Aunque en la figura 2 no aparece reflejado, en realidad, fDF es una distribución bimodal (ver Dickey y
Fuller (1981), p. 1065). No obstante, este hecho no afecta al desarrollo que se realiza.
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(IM1��=2; IM�=2) constituye la región de aceptación del contraste

H0 : � = 0 (asumiendo �= 1 y � 6= 0)

H1 : � 6= 0

Puesto que lo habitual es no conocer nada acerca de � y �, la utilización simultánea
de las tres distribuciones mencionadas, cuyos valores crı́ticos determinan una serie de
zonas que quedan reflejadas en la figura 2, permite sacar algunas conclusiones sobre
los parámetros �, � y �, dependiendo de la zona en la que caiga el valor calculado del
estadı́stico t�� (t̂�� en lo sucesivo).

Ası́, el intervalo (IM�=2;tT�3;�=2), zona Den la figura 2, es la región de aceptación de
tamaño � del contraste bilateral sobre �, ya que es la intersección de las regiones de
aceptación (�DF�=2;DF�=2), (�tT�3;�=2; tT�3;�=2) e (IM1��=2; IM�=2) de los contras-
tes basados en �̂�� , tT�3 y ��̂�, respectivamente. Esto significa que un valor de t̂��
en la zona D no permite rechazar las hipótesis nulas de los contrastes anteriores, y se
concluye que �= 0, pudiendo � y � tomar cualquier valor.

Los intervalos (�∞;�DF�=2) e (IM�=2;+∞), zonas A y Grespectivamente, constitu-
yen la región de rechazo del contraste basado en las tres distribuciones, ya que en estas
zonas el valor calculado de t�� no pertenece a las regiones de aceptación de los con-
trastes basados en �̂�� , tT�3 y ��̂�. En este caso la conclusión debe ser que � 6= 0,
pudiendo � y � tomar cualquier valor.

Si el valor t̂�� cae en la zona B, es decir, en el intervalo (�DF�=2;�tT�3;�=2), se pueden
hacer las siguientes consideraciones:

a) El valor calculado t̂�� pertenece al intervalo (�DF�=2;DF�=2), y, por tanto, no se
rechaza la hipótesis nula del contraste basado en �̂�� . De esta forma, la conclusión
serı́a que �= 0, asumiendo que �= 1 y �= 0.

b) En cambio, al ser t̂�� < �tT�3;�=2, se rechazarı́an las hipótesis nulas de los contras-
tes basados en la tT�3 y en ��̂�. Por tanto, se concluye que � 6= 0, pudiendo � y �
tomar cualquier valor, si bien debe excluirse el caso � 6= 0, �= 1 y �= 0 achacable
al error de tipo II del contraste basado en �̂�� .

Por tanto, si el valor t̂�� está en la zona B lo más probable es que sea porque o bien
�= 0, �= 1 y �= 0, o bien � 6= 0 y � y � cualesquiera (excluyendo el caso en el que
de forma simultánea �= 1 y �= 0).

En el caso de que t̂�� caiga en el intervalo (�tT�3;�=2; IM1��=2) o zona Cde la figura,
se plantean las siguientes situaciones:

461



a) El valor calculado de t�� está dentro de las regiones de aceptación de los contrastes
basados en �̂�� y en la t de Student, lo que no nos permite rechazar la hipótesis de
nula de cada uno de estos contrastes. Concretamente, para el contraste basado en
�̂�� , la conclusión serı́a �= 0, asumiendo �= 1 y �= 0; mientras que para el con-
traste basado en la tT�3, la decisión serı́a �= 0, asumiendo que j�j 6= 1 y pudiendo
� tomar cualquier valor. Nótese que el único caso que queda fuera es � = 0, � = 1
y � 6= 0, correspondiente a la aceptación de la hipótesis nula del contraste basado en
��̂�, circunstancia que, como veremos a continuación, no se produce en esta zona.

b) Como t̂�� < IM1��=2, se rechaza la hipótesis nula correspondiente al contraste ba-
sado en ��̂�, lo que significa que � 6= 0. Además, al estar en la zona C, es de
esperar que � = 1 y � 6= 0, pues, los demás casos son atribuibles al error de tipo II
del contraste basado en �̂�� o en la tT�3.

Por tanto, si el valor t̂�� cae en la zona C lo más probable es que sea porque es � = 0
con � y � cualesquiera (excluyendo el caso en el que de forma simultánea � = 1 y
� 6= 0) o porque � 6= 0, �= 1 y � 6= 0.

Por otro lado, cuando t̂�� se encuentra en el intervalo (tT�3;�=2;DF�=2) o zona E, se
producen las siguientes circunstancias:

a) Se aceptan las hipótesis nulas de los contrastes basados en �̂�� y ��̂�, pues, el
valor observado de t�� cae dentro de las respectivas regiones de aceptación. De esta
forma, en relación al primer contraste, la conclusión es � = 0, asumiendo � = 1 y
� = 0; mientras que la conclusión respecto al segundo es � = 0, asumiendo � = 1
y � 6= 0. Esto permite concluir que � = 0, asumiendo � = 1 y pudiendo � tomar
cualquier valor.

b) El hecho de que t̂�� > tT�3;�=2 implica el rechazo de la hipótesis nula del contraste
basado en la tT�3. Por tanto, la conclusión serı́a � 6= 0, y al estar en la zona E lo más
probable es que j�j 6= 1 con independencia del valor de �, pues, los casos en los que
� 6= 0 y �= 1 forman parte del error de tipo II del contraste basado en �̂�� o en ��̂�.

Ası́ pues, cuando t̂�� cae en la zona E lo más probable es que sea porque �= 0 y �= 1,
o porque � 6= 0 y j�j 6= 1, pudiendo �, en ambos casos, tomar cualquier valor.

Finalmente, si el valor calculado de t�� cae en la zona F o intervalo (DF�=2; IM�=2)
podemos hacer las siguientes consideraciones:

a) El valor t̂�� cae dentro de la región de aceptación del contraste basado en ��̂�. Esto
significa que se acepta que �= 0, asumiendo �= 1 y � 6= 0.

b) En cambio, el que t̂�� > DF�=2 indica que se rechazan las hipótesis nulas de los
contrastes basados en �̂�� y en la tT�3. Esto nos lleva a concluir que � 6= 0, pudiendo
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� y� tomar cualquier valor, debiendo excluir el caso � 6= 0, �= 1 y� 6= 0 por formar
parte del error de tipo II del contraste basado en ��̂�.

Por tanto, si el valor t̂�� cae en la zona F lo más probable es que sea porque o bien
�= 0, �= 1 y � 6= 0, o bien porque � 6= 0 con � y � cualesquiera (excluyendo el caso
en el que de forma simultánea �= 1 y � 6= 0).

Como se ha podido comprobar en las zonas B, C, Ey F se llega a conclusiones dife-
rentes acerca del parámetro � según se utilicen unos valores crı́ticos u otros. Por ello, a
estas zonas las llamamos zonas de duda, la cual se resolverı́a si tuviésemos información
acerca de � y �.

Los valores crı́ticos de t�� que determinan las zonas de aceptación, rechazo y duda
descritas para este estadı́stico se presentan en la tabla B del anexo para distintos tamaños
muestrales. Asimismo, en la tabla 2 se recogen las consecuencias a las que se llegan
según la zona en la que se encuentre el valor calculado de t�� .

Tabla 2. Consecuencia según la zona en la que cae el valor t̂��

Zona Extremos Consecuencia

A (�∞;�DF�=2) � 6= 0;� y � cualesquiera

B (�DF�=2;�tT�3;�=2)

�= 0;�= 1;�= 0

ó
� 6= 0;� y � cualesquiera�

C (�tT�3;�=2; IM1��=2)

�= 0;� y � cualesquiera��

ó
� 6= 0;�= 1;� 6= 0

D (IM�=2; tT�3;�=2) �= 0;� y � cualesquiera

E (tT�3;�=2;DF�=2) �= 0;�= 1;� cualquiera

F (DF�=2; IM�=2)

�= 0;�= 1;� 6= 0

ó
� 6= 0;� y � cualesquiera���

G (IM�=2;+∞) � 6= 0; j�j 6= 1;� cualquiera

� Se excluye el caso en el que de forma simultánea � 6= 0;� = 1;� = 0.
�� Se excluye el caso en el que de forma simultánea �= 0;� = 1;� 6= 0.
��� Se excluye el caso en el que de forma simultánea � 6= 0;� = 1;� 6= 0.

Fuente: Elaboración propia.
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C) DISTRIBUCI ÓN DEL ESTADÍSTICO t��t��t�� Y CONTRASTE ASOCIADO

El estadı́stico t de la estimación MCO de � en (5), que hemos denotado t�� , puede
utilizarse para contrastar la significación de �, siendo las hipótesis del contraste

H0 : � = 0

H1 : � 6= 0

El contraste basado en este estadı́stico es un test no similar, pues, su distribución bajo H0

depende del valor de � y �. Dickey y Fuller (1981) obtuvieron la representación de la
distribución lı́mite del estadı́stico t�� para �= 0 cuando � = 1 y �= 0, el cual hemos
denotado �̂��. Como en casos anteriores, se trata de una distribución no conocida,
y estos autores proporcionan, mediante simulación, algunos valores crı́ticos para el
contraste de significación de �, tanto para tamaños de muestra finitos como para la
distribución lı́mite (Dickey y Fuller 1981, Tabla II, p. 1062). Se trata de una distribución
bimodal y simétrica con los cuantiles para el contraste al 5% más allá del valor 2.

Según la teorı́a asintótica desarrollada por Hasza (1977), la distribución lı́mite de t��
para �= 0 cuando j�j 6= 1 es una normal estándar.

D) DISTRIBUCIONES DE LOS ESTAD ÍSTICOS �2�2�2 Y �3�3�3 Y CONTRASTES
ASOCIADOS

Se analizan a continuación las distribuciones de los estadı́sticos �2 y �3 que corres-
ponden a contrastes globales sobre el modelo (5):

�2: Estadı́stico F para contrastar la hipótesis conjunta: H0 : �= 1;�= 0;�= 0.

�3: Estadı́stico F para contrastar la hipótesis conjunta: H0 : �= 1;�= 0.

Dickey y Fuller (1981) caracterizaron las distribuciones lı́mite de �2 y �3, no estando
la segunda afectada por el valor de �. Las distribuciones de estos estadı́sticos no son la
F de Snedecor conocida y Dickey y Fuller (1981) obtuvieron empı́ricamente algunos
valores crı́ticos para tamaños de muestra finitos y para la distribución lı́mite (Dickey y
Fuller, 1981, Tablas V y VI, p. 1063).

Si no se rechaza la hipótesis nula del contraste basado en �2, la conclusión final es que
�= 1;�= 0 y �= 0, mientras que rechazar H0 nos lleva a no poder decidir nada, pues
el rechazo puede deberse a que � 6= 1;� 6= 0 y/o � 6= 0.

De forma análoga, si no podemos rechazar la hipótesis nula del contraste basado en �3

la conclusión final es que � = 1 y � = 0, con independencia del valor de �; mientras
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que rechazar H0 no nos permite tomar una decisión concreta, pues el rechazo puede
deberse a que � 6= 1 y/o � 6= 0.

2.2. Planteamiento y estimacíon del modelo solo con t́ermino constante

En caso de que se conozca que el modelo no lleva tendencia determinista lineal, pode-
mos analizar la existencia de raı́z unitaria partiendo de la estimación MCO del modelo
(2), cuya representación es

Yt = �+�Yt�1 + et t = 1;2; : : : ;T(6)

donde� y � son parámetros desconocidos, y para el que se asume Y0 = 0 y et �NI(0;1).
De dicha estimación obtenemos los siguientes estimadores y estadı́sticos:

�̂
�

: Estimador MCO del parámetro �.

�̂: Estimador MCO del parámetro �.

t�� : Estadı́stico t asociado a la estimación MCO de �.

t�: Estadı́stico t asociado a la estimación MCO de �.

Cuando � = 0 al estadı́stico t�� para � = 1 se le suele dar la notación especı́fica �̂�.
Asimismo, cuando �= 1, al estadı́stico t� para �= 0 se le denota �̂��.

A) CONTRASTE SOBRE ���

A.1) Distribuci ón det��t��t��

En principio, para llevar a cabo el contraste unilateral de presencia de raı́z unitaria

H0 : � = 1
H1 : � < 1

se puede utilizar el estadı́stico t�� . En este caso la distribución de t�� bajo la hipótesis
nula depende del valor del parámetro �, por lo que el contraste basado en este es-
tadı́stico es un test no similar de la hipótesis de paseo aleatorio.

Concretamente, para �= 0, Dickey y Fuller (1979) caracterizaron la distribución lı́mite
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Figura 3. Densidad de t�� bajo �= 1, según el valor de �
Fuente: Elaboración propia.

de t�� para �= 1, es decir, la distribución lı́mite del estadı́stico �̂�, bajo los supuestos6

Y0 = 0 y et � NID(0;�2
). Se trata de una distribución no conocida, y Dickey (1976)

obtuvo de forma empı́rica (por simulación) los valores crı́ticos para el contraste de raı́z
unitaria, tanto para tamaños de muestra finitos como para la distribución lı́mite (Fuller,
1996, p. 642).

Por otro lado, cuando � 6= 0 Dickey (1976, p. 58) demuestra que, cuando T tiende a
infinito, la distribución de t�� para � = 1 es N(0,1). Esto hace pensar que en el caso
de un tamaño de muestra finito dicha distribución se puede aproximar mediante la t
de Student. En efecto, Nankervis y Savin (1985) prueban que cuando � ∞, la
distribución de t�� para �= 1 y un tamaño de muestra T fijo, tiende a una t de Student
con T � 2 grados de libertad, todo ello asumiendo en (6) que Y0 = 0 y que los errores
son normales con media cero y varianza 1.

La distribución de �̂� que obtuvieron empı́ricamente Dickey y Fuller, tiene asimetrı́a
positiva. Además, para cada valor de T y un mismo nivel de significación, los valores
crı́ticos son menores que los correspondientes a una t de Student con T � 2 grados de
libertad. Por tanto, el resultado de Nankervis y Savin (1985) implica que, a medida que
aumenta el valor de�, la distribución de �̂� se va desplazando a la derecha y haciéndose
simétrica, acercándose a la tT�2.

6Según Dickey y Fuller (1979, p. 430), la distribución lı́mite de �̂� no depende de Y0 y se mantiene para
et � iid(0;�

2
).
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Como en la práctica � no será infinito, la tT�2 es una aproximación a la distribución
de t�� para � = 1, � 6= 0 y T finito que, según un estudio Monte Carlo de Nankervis y
Savin (1985), es muy buena para � > 10.

A.2) Contraste de la hiṕotesis�= 1�= 1�= 1

Todo lo anterior nos lleva a utilizar de forma simultánea las dos distribuciones extremas
mencionadas para llevar a cabo en (6) el contraste unilateral de raı́z unitaria anterior-
mente planteado. Ası́, en la figura 3, fDF representa la densidad empı́rica de �̂� (siendo
� = 1 y � = 0) para el valor de T considerado, mientras que fS es la densidad de la
tT�2, también bajo �= 1, tomada como aproximación al caso en el que � 6= 0.

El valor DF1�� representa el cuantil de orden 1 �� de la distribución empı́rica de
�̂�. De esta forma, el intervalo (DF1��;+∞) constituye la región de aceptación del
contraste unilateral

H0 : � = 1 (asumiendo �= 0)
H1 : � < 1

Por otro lado, el valor tT�2;� denota el cuantil de orden � de la t de Student con T �2
grados de libertad. Ası́, el intervalo (�tT�2;�;+∞) determinarı́a la región de aceptación
del contraste unilateral

H0 : � = 1 (asumiendo � 6= 0)
H1 : � < 1

que realizarı́amos en el caso de que se conociera que � 6= 0.

Como lo habitual es no conocer nada sobre el valor del parámetro �, desarrollamos el
contraste considerando las dos distribuciones simultáneamente, de forma que la región
de aceptación de tamaño � del contraste unilateral serı́a (�tT�2;�;+∞), zona C de la
figura. Ası́, si el valor estimado del estadı́stico t�� (t̂�� en lo sucesivo) cae en la zona C
no se rechaza la hipótesis nula (�= 1). Además, como la zona C es la intersección de las
regiones de aceptación (DF1��;+∞) y (�tT�2;�;+∞), el valor t̂�� llevarı́a a aceptar
tanto la hipótesis nula del contraste basado únicamente en �̂�, como la del contraste
basado solamente en la tT�2. Por tanto, cuando t̂�� esté en la zona C diremos que
�= 1, pudiendo � tomar cualquier valor.

Los demás valores crı́ticos determinan otras zonas que, en la figura 3, hemos llamado
A y B.

La zona Aestá determinada por el intervalo (�∞;DF1��). Si el valor calculado del es-
tadı́stico t�� cae en esta zona A se rechaza la hipótesis nula, y, en principio, se concluye
que � < 1. No obstante, si tenemos en cuenta que DF1�� < �tT�2;�, entonces, si se
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Tabla 3. Consecuencia según la zona en la que cae el valor t̂��

Zona Extremos Consecuencia

A (�∞;DF1��) � < 1;� cualquiera

B (DF1��;�tT�2;�)

�= 1 y �= 0

ó

� < 1 y � 6= 0

C (�tT�2;�;+∞) �= 1;� cualquiera

Fuente: Elaboración propia.

ha rechazado la hipótesis nula (� = 1) para la distribución empı́rica de �̂�, seguro que
también se rechaza para la tT�2. Esto nos lleva a pensar que el valor t̂�� puede caer en
la zona A, bien por ser � < 1 y �= 0, o bien por ser � < 1 y � 6= 0. Por tanto, cuando
t̂�� esté en la zona A la conclusión debe ser que � < 1, pudiendo � tomar cualquier
valor.

Cuando el valor calculado del estadı́stico t�� cae en el intervalo (DF1��;�tT�2;�),
zona Ben la figura 2, podemos encontrarnos en dos situaciones diferentes:

a) El valor calculado de t�� está dentro del intervalo (DF1��;+∞), por lo que no se
rechaza la hipótesis nula del contraste basado en �̂�. De esta forma, la conclusión
debe ser �= 1 asumiendo que �= 0.

b) Si el valor t̂�� se compara con el valor crı́tico de la tT�2;�tT�2;�, resulta que t̂�� <

�tT�2;�, rechazándose la hipótesis nula del contraste basado en la tT�2. Por tanto,
la conclusión serı́a � < 1, siendo � 6= 0, pero excluyendo el caso � < 1 y � = 0,
correspondiente al error de tipo II del contraste basado en �̂�.

Por tanto, si el valor t̂�� está en la zona B lo más probable es que sea porque o bien
�= 1 y �= 0, o bien � < 1 y � 6= 0.

Como se ha podido observar la decisión sobre � en la zona B es diferente dependiendo
de la distribución que se utilice en el contraste. De esta forma, cuando el valor t̂�� caiga
en esta zona B, el no elegir la distribución correcta llevarı́a a tomar una decisión errónea
sobre �. Por ello, llamamos a B, zona de duda.

Si pudiésemos determinar que � = 0 o � 6= 0, podrı́amos decantarnos por una u otra
distribución y poder ası́ tomar una decisión sobre �. Esto nos lleva a analizar en la
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siguiente sección la distribución del estadı́stico t asociado a la estimación MCO de �
en (6).

Los valores crı́ticos de t�� que determinan las zonas de aceptación, rechazo y duda
descritas para este estadı́stico aparecen en la tabla C del anexo, para distintos tamaños
muestrales.

Las consecuencias que se derivan según la zona en la que caiga el valor calculado de
t�� aparecen resumidas en la tabla 3.

B) CONTRASTE SOBRE���

B.1) Distribución det�t�t�

El estadı́stico t asociado a la estimación MCO de � en (6), y que hemos denotado t�,
puede utilizarse para llevar a cabo el contraste de significación sobre �

H0 : � = 0
H1 : � 6= 0

La distribución de este estadı́stico bajo H0, depende del valor de �. Concretamente,
cuando � = 1, el estadı́stico t� bajo H0, denotado por �̂��, tiene una distribución no
conocida, cuya representación fue obtenida por Dickey y Fuller (1981). Estos autores
obtuvieron por simulación algunos cuantiles, tanto para la distribución lı́mite como para
algunos tamaños de muestra finitos (Dickey y Fuller, 1981, p. 1062). Se trata de una
distribución bimodal y simétrica con mayor dispersión que una t de Student.

Por otro lado, cuando j�j < 1, el teorema 2 de Fuller, Hasza y Goebel (1981) esta-
blece que la distribución lı́mite del estadı́stico t� para � = 0, bajo los supuestos de
Y0 constante y et � iid(0;�2

), es N(0,1). Según el teorema 4 de estos mismos auto-
res, esta normalidad asintótica se mantiene en el caso explosivo j�j > 1, si y sólo si
et � NI(0;�2

).

En este último caso la N(0,1) es la distribución asintótica, por lo que emplearemos la t
de Student con T �2 grados de libertad como aproximación a la distribución de t� para
�= 0, j�j 6= 1 y tamaños de muestra finitos.

B.2) Contraste de la hiṕotesis�= 0�= 0�= 0

Es claro que el estadı́stico t� proporciona un test no similar de la hipótesis�= 0, por lo
que, nuevamente, consideramos las dos distribuciones mencionadas para realizar el con-
traste bilateral sobre � planteado más arriba. En la figura 4 se representa conjuntamente
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-DFα/2 −tT −2;α/2 DFα/2tT −2;α/2

ED

fDF

fS

Figura 4. Densidad de t� bajo �= 0, según el valor de �
Fuente: Elaboración propia.

la densidad empı́rica7 de �̂�� para un valor de T y la densidad de la tT�2, denotadas
fDF y fS, respectivamente.

En la figura 4 se puede observar la simetrı́a de la distribución para el caso � = 1,
� = 0, aunque para un mismo nivel de significación estos valores crı́ticos, en valor
absoluto, son mayores que los de la t de Student. Concretamente, DF�=2 representa
el cuantil de orden �=2 de la distribución empı́rica de �̂��, de forma que el intervalo
(�DF�=2;DF�=2) constituye la región de aceptación del contraste bilateral

H0 : � = 0 (asumiendo �= 1)
H1 : � 6= 0

que se llevarı́a a cabo en caso de que se conociera que �= 1.

En cambio, si se utilizan los valores crı́ticos de la t de Student con T � 2 grados de
libertad, se obtiene la región de aceptación (�tT�2;�=2; tT�2;�=2) correspondiente al
contraste

H0 : � = 0 (asumiendo j�j 6= 1)
H1 : � 6= 0

que realizarı́amos en el caso de que se conociera que j�j 6= 1.

7Aunque no quede reflejado en la figura 4, la distribución empı́rica de �̂�� es bimodal (ver Dickey y
Fuller (1981), p. 1064).
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Si no se dispone de información acerca de �, el contraste se lleva a cabo utilizando
las dos distribuciones simultáneamente, cuyos valores crı́ticos determinan una serie de
zonas que quedan reflejadas en la figura 4. Esto permitirá sacar algunas conclusiones
sobre los parámetros � y �, dependiendo de la zona en la que caiga el valor calculado
del estadı́stico t� (t̂� en lo sucesivo).

La zona C, (�tT�2;�=2;tT�2;�=2), constituye la región de aceptación del contraste sobre
� basado en las dos distribuciones. Un valor estimado del estadı́stico t� dentro de esta
zona, pertenece al mismo tiempo a las regiones de aceptación de los contrastes basados
en �̂�� y en la tT�2, lo que impide rechazar las hipótesis nulas de dichos contrastes.
Por tanto, cuando el valor observado de t� esté en la zona C se concluye que � = 0,
pudiendo � tomar cualquier valor.

Los intervalos (�∞;�DF�=2) y (DF�=2;+∞), zonas Ay E, respectivamente, consti-
tuyen la región crı́tica del contraste sobre � basado en las dos distribuciones. Cuan-
do el valor observado del estadı́stico t� cae en alguna de estas zonas, se tiene jt̂�j >�
�DF�=2

�
�
>

�
�tT�2;�=2

�
�, y se rechaza la hipótesis nula tanto del contraste basado en �̂��

como la del contraste basado en la tT�2. Por tanto, se concluye que � 6= 0, pudiendo �
tomar cualquier valor.

Finalmente, si el valor calculado de t� cae en la zona Bo intervalo (�DF�=2;�tT�2;�=2),
o en la zona Do intervalo (tT�2;�=2;DF�=2), pueden plantearse dos situaciones:

a) Si dicho valor calculado se compara con los valores crı́ticos de Dickey y Fuller, se
llega a la conclusión de que �= 0, debiendo asumir que �= 1, pues se ha utilizado
el contraste basado en �̂��.

b) Si se compara con los valores crı́ticos de la tT�2, se rechaza la hipótesis nula (�= 0).
Además, teniendo en cuenta que el caso � 6= 0, � = 1 forma parte del error de tipo
II del contraste basado en �̂��, se puede asumir que j�j 6= 1.

Por tanto, si el valor calculado del estadı́stico t� cae en la zona B o D, lo más probable
es que �= 0;�= 1 o � 6= 0, j�j 6= 1.

Estamos nuevamente ante dos zonas de duda, la cual se resolverı́a si conociésemos si
� = 1 o j�j 6= 1. No obstante, si tenemos en cuenta que acudimos al contraste sobre �
porque tenemos duda en el contraste sobre �, pero que a su vez puede surgir duda sobre
� que solo se resuelve si tenemos información acerca de �, vemos que entramos en un
cı́rculo vicioso. Esta situación extrema la intentamos resolver con un contraste global
tipo F .

Los valores crı́ticos de t� que delimitan las zonas descritas se encuentran en la tabla C
del anexo. Por otro lado, la tabla 4 resume las conclusiones a las que se llega según la
zona en la que cae el valor calculado de t�.
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Tabla 4. Consecuencia según la zona en la que cae el valor t̂�

Zona Extremos Consecuencia

A (�∞;�DF�=2) � 6= 0;� cualquiera

B (�DF�=2;�tT�2;�=2)

�= 0;�= 1

ó

� 6= 0; j�j 6= 1

C (�tT�2;�=2; tT�2;�=2) �= 0;� cualquiera

D (tT�2;�=2;DF�=2)

�= 0;�= 1

ó

� 6= 0; j�j 6= 1

E (DF�=2;+∞) � 6= 0;� cualquiera

Fuente: Elaboración propia.

C) DISTRIBUCI ÓN DEL ESTADÍSTICO �1�1�1 Y CONTRASTE ASOCIADO

A partir de la estimación MCO del modelo (6) se puede construir un estadı́stico tipo F ,
denotado �1, que permita realizar el contraste global

H0 : �= 1; �= 0

H1 : no se cumple H0

Dickey y Fuller (1981) caracterizaron la distribución lı́mite de �1, la cual no es una
F de Snedecor, y obtuvieron empı́ricamente algunos valores crı́ticos para tamaños de
muestra finitos y para la distribución lı́mite (Dickey y Fuller, 1981, Tabla IV, p. 1063).

Es evidente que si se acepta la hipótesis nula se concluye que � = 1 y � = 0. Sin
embargo, el rechazar H0 nos lleva a no poder decidir nada sobre �, pues el rechazo
puede deberse a que � 6= 0 y/o j�j 6= 1.

2.3. Planteamiento y estimacíon del modelo sin constante ni tendencia determi-
nista lineal

Planteamos el modelo en su forma más simple. Por tanto, se estima por MCO el modelo

Yt = �Yt�1 + et t = 1;2; : : : ;T(7)
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donde � es un parámetro desconocido y para el que se asume Y0 = 0 y et � NI(0;1).
De dicha estimación obtenemos el siguiente estimador y estadı́stico:

�̂: Estimador MCO del parámetro �.

t�: Estadı́stico t asociado a la estimación MCO de �.

El contraste más realizado es el de raı́z unitaria (� = 1), y al estadı́stico t� para � = 1
se le suele dar la notación especı́fica de �̂.

A) DISTRIBUCI ÓN DE �̂̂�̂� Y CONTRASTE ASOCIADO

El estadı́stico �̂ permite llevar a cabo sobre (7) el contraste unilateral

H0 : � = 1
H1 : � < 1

La distribución lı́mite de este estadı́stico fue obtenida por Dickey y Fuller (1979) bajo
los supuestos8 Y0 = 0 y et � NID(0;�2

). Se trata de una distribución no conocida,
para la que Dickey (1976) calculó por simulación algunos cuantiles, para tamaños de
muestra finitos y para la distribución lı́mite (Fuller, 1996, p. 642).

En este caso el estadı́stico proporciona un test similar ya que su distribución bajo la
hipótesis nula de existencia de raı́z unitaria no depende de los valores que tome ningún
parámetro, puesto que no hay más parámetros. Por tanto, si el valor calculado de �̂ es
menor que el valor crı́tico de Dickey y Fuller se rechaza la hipótesis nula y la serie Yt

no tiene raı́z unitaria. En cambio, si el valor de �̂ es mayor que dicho valor crı́tico,
concluimos que Yt es un paseo aleatorio.

3. EVIDENCIA EMP ÍRICA

Con el fin de ilustrar la problemática presentada, presentamos a continuación un ejem-
plo donde se puede apreciar el error en que se incurre a la hora de tomar una decisión
sobre la existencia o no de raı́z unitaria, quedando patente la incidencia de la no si-
milaridad del contraste. Asimismo, para resolver este error, proponemos aplicar una
estrategia de contraste secuencial en base a los desarrollos de la sección 2.

8En realidad, la distribución lı́mite de �̂ no depende de Y0 y se mantiene para et � iid(0;�
2
) (Dickey y

Fuller (1979, p. 430).
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Sea el siguiente proceso generador de datos:

Yt = 1+ t+0:8Yt�1+ et t = 1;2; : : : ;T

Como se puede apreciar, se trata de un proceso sin raı́z unitaria, con constante (� =

1) y con tendencia determinista lineal t de coeficiente � = 1. Tomando et � N(0;1)
generamos una muestra de tamaño T = 100 para analizarla.

Nuestro objetivo es contrastar la existencia de raı́z unitaria. Para ello partimos del su-
puesto de que no conocemos el proceso generador, y empezamos planteando el modelo
completo:

Yt = �+�t+�Yt�1 + et(8)

De la estimación MCO de (8) se obtienen los valores calculados t̂�� =�3:3588 y t̂�� =
3:3857, los cuales permiten contrastar las hipótesis nulas H0 : � = 1 y H0 : � = 0,
respectivamente.

Para llevar a cabo el contraste unilateral de raı́z unitaria tal y como se suele hacer en
la práctica, es decir, sin tener en cuenta la no similaridad, tomamos el valor crı́tico de
Dickey-Fuller, que para T = 100 y al 5%, es �3:45 (Fuller, 1996, p. 642). En este caso,
�̂� = t̂�� = �3:3588, por lo que no se rechaza la existencia de raı́z unitaria. Además,
al utilizar el valor crı́tico de Dickey-Fuller, la decisión se debe tomar asumiendo que
�= 0. Vemos, pues, que no considerar la no similaridad del contraste nos lleva a tomar
una decisión errónea.

No obstante, si tenemos en cuenta la no similaridad del contraste basado en t�� , y
consideramos las dos distribuciones extremas expuestas en la sección 2, se observa que
el valor calculado del estadı́stico (�3:3588) está comprendido entre los valores �3:45
y �1:66 (tabla A del anexo), es decir, está en lo que en la figura 1 hemos denominado
zona B o zona de duda. Si estamos en esta zona, lo más probable es que sea porque
� = 1, � = 0, o porque � < 1, � 6= 0, con independencia del valor de �, en ambos
casos. Esto significa que no podemos llegar a una conclusión definitiva acerca de la
existencia de raı́z unitaria, ya que todo depende del valor de �. Por ello, planteamos el
siguiente contraste:

H0 : � = 0
H1 : � 6= 0

que como se vio en la sección 2, se trata de un test no similar, ya que la distribución
del estadı́stico t̂�� que nos permite llevar a cabo el contraste, depende de los valores
que tomen tanto � como �. De la tabla B del anexo obtenemos los valores crı́ticos
(T = 100) que corresponden al contraste bilateral de � al 5%, y como el valor cal-
culado del estadı́stico t̂�� es 3.3857, se observa que estamos en lo que en la figura 2
hemos denominado zona F, es decir, la zona determinada por el valor crı́tico superior de
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Dickey-Fuller (3.14) y por el valor crı́tico superior de la distribución ��̂� (3.73). Por
tanto, también estamos en zona de duda en relación al contraste sobre �. No obstante,
teniendo en cuenta lo comentado para esta zona F en la sección 2, podemos decir que
lo más probable es que esta situación se deba bien a que �= 0, �= 1 y � 6= 0, o bien a
� 6= 0 con � y � cualesquiera. En cualquier caso, la duda persiste.

Ante esta situación recurrimos al estadı́stico �3, es decir, a contrastar

H0 : �= 1; �= 0

H1 : no se cumple H0

El valor calculado de �3 resultó igual a 6.90, que comparado con el valor crı́tico de
Dickey-Fuller al 5% para T = 100 (6.49) nos lleva a rechazar la hipótesis nula, conclu-
yendo que no se cumple al mismo tiempo que �= 1 y �= 0. Esto nos permite descartar
una de las dos situaciones más probables que se podı́an dar, y concluimos que � < 1,
� 6= 0, pudiendo � tomar cualquier valor.

Como se puede comprobar, al tener en cuenta la no similaridad de los contrastes de raı́z
unitaria, hemos llegado a tomar una decisión sobre los parámetros que coincide con
el proceso generador de datos. En cambio, si no hubiésemos tenido en cuenta la no
similaridad habrı́amos, tomado una decisión errónea.

Esta estrategia de contraste utilizada en el ejemplo anterior aparece generalizada para
los procesos generadores (5) y (6) en los diagramas A y B, respectivamente, del anexo.

4. EXPERIMENTO MONTE CARLO

En esta sección analizamos el número de veces que los valores calculados de los es-
tadı́sticos t considerados, caen en las diferentes zonas establecidas como consecuencia
de tener en cuenta la no similaridad del contraste de raı́z unitaria.

Para ello, en primer lugar, se diseñó un experimento Monte Carlo usando el modelo

Yt = �+�Yt�1 + et t = 1; : : : ;T(9)

Tomando en (9) Y0 = 0 y et � N(0;1), se generaron 2000 muestras de tamaño T = 100
para � = 0.8, 0.9, 0.95, 0.99, 1, y � = 0, 0.5, 1, 5, 10. Todas las simulaciones se llevaron
a cabo usando rutinas desarrolladas en EViews 3.0.

Con cada serie generada se estimó por MCO un modelo autorregresivo de orden 1 con
constante, obteniéndose los valores calculados de los estadı́sticos t�� y t�.

Las tablas 5 y 6 recogen el número de veces en % que el valor calculado de cada
estadı́stico cae en las diferentes zonas establecidas para cada uno de ellos en la sección

475



2 para un � = 0:05. Por ejemplo, cuando � = 1 y � = 0:9, el 74.70% de los valores
calculados de t�� caen en la zona A, el 25.05% en la zona B, y el 0.25% restante en la
zona C.

Tabla 5. Número de veces (en %) que el valor calculado t�� cae en cada zona

T = 100 ZONA

�= 0:05 A B C

�∞ DF1�� � tT�2;�

�= 0:80 87.10 12.90

�= 0:90 30.85 63.95 05.20

�= 0 �= 0:95 10.90 64.15 24.95

�= 0:99 06.45 44.30 49.25

�= 1:00 05.00 40.05 54.95

�= 0:80 90.90 09.10

�= 0:90 43.20 54.70 02.10

�= 0:5 �= 0:95 22.15 65.00 12.85

�= 0:99 05.50 31.60 62.90

�= 1:00 00.85 09.20 89.95

�= 0:80 96.60 03.40

�= 0:90 74.70 25.05 00.25

�= 1 �= 0:95 66.10 32.25 01.65

�= 0:99 19.75 45.60 34.65

�= 1:00 00.30 06.20 93.50

�= 0:80 100

�= 0:90 100.00

�= 5 �= 0:95 100.00

�= 0:99 100.00

�= 1:00 000.25 05.25 94.50

�= 0:80 100.00

�= 0:90 100.00

�= 10 �= 0:95 100.00

�= 0:99 100.00

�= 1:00 000.40 04.35 95.25

Fuente: Elaboración propia.
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Tabla 6. Número de veces (en %) que el valor calculado t� cae en cada zona

T = 100 ZONA

�= 0:05 A B C D E

�∞ �DF�=2 � tT�2;�=2 tT�2;�=2 DF�=2 +∞

�= 0:80 0.45 02.85 92.65 03.65 000.40

�= 0:90 0.55 03.60 91.35 04.25 000.25

�= 0 �= 0:95 0.90 04.70 88.35 05.45 000.60

�= 0:99 2.25 09.05 77.60 09.15 001.95

�= 1:00 2.05 10.90 72.95 11.50 002.60

�= 0:80 02.25 30.90 066.85

�= 0:90 09.25 50.40 040.35

�= 0:5 �= 0:95 14.15 54.50 031.35

�= 0:99 14.70 43.25 042.05

�= 1:00 12.10 38.10 049.80

�= 0:80 03.95 096.05

�= 0:90 00.20 13.70 086.10

�= 1 �= 0:95 00.10 08.40 091.50

�= 0:99 01.10 098.90

�= 1:00 00.20 099.80

�= 0:80 100.00

�= 0:90 100.00

�= 5 �= 0:95 100.00

�= 0:99 100.00

�= 1:00 100.00

�= 0:80 100.00

�= 0:90 100.00

�= 10 �= 0:95 100.00

�= 0:99 100.00

�= 1:00 100.00

Fuente: Elaboración propia.

La tabla 5 muestra que la distribución empı́rica de t�� bajo � = 1 (hipótesis nula) está
fuertemente influenciada por el valor de �. Ası́, cuando � = 0 y � = 1, el 5% de los
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valores calculados caen en la zona A, es decir, a la izquierda del valor crı́tico de Dickey-
Fuller, confirmándose la distribución empı́rica que para el estadı́stico �̂� obtuvieron
estos autores. No obstante, cuando � aumenta (� = 1, 5, 10), aproximadamente el 95%
de los valores calculados caen en la zona C, es decir, a la derecha del valor crı́tico de la
t de Student, y el resto en la zona B. Este hecho confirma el resultado de Nankervis y
Savin (1985) relativo a que cuando � tiende a infinito la distribución de t�� bajo �= 1
tiende a una t de Student con T �2 grados de libertad.

Por otro lado, se observa que cuando � está próximo a la unidad (0.9, 0.95, 0.99) un alto
porcentaje de valores calculados de t�� caen en la zona de duda B. Por ejemplo, cuando
�= 0:5 y �= 0:95, el 65% de estos valores caen en la citada zona B. De esta forma, si
en este caso se usan los valores crı́ticos de Dickey-Fuller para llevar a cabo el contraste
de raı́z unitaria, aceptarı́amos erróneamente la hipótesis nula en el 65% de los casos.
En cambio, si se utilizan los valores crı́ticos de la t de Student se tomarı́a la decisión
correcta. Vemos que la baja potencia que caracteriza al contraste de Dickey-Fuller para
alternativas próximas a la unidad es debida a la no similaridad de dicho contraste. De
esta forma, si se tiene en cuenta la no similaridad llevando a cabo el contraste en la
forma expuesta en el ejemplo de la sección 3, podemos mejorar, en parte, la potencia.

Por otra parte, en la tabla 6 se puede observar la influencia del parámetro � en la dis-
tribución empı́rica del estadı́stico t� bajo � = 0. Concretamente, cuando � = 1, apro-
ximadamente el 95% de los valores calculados de t� caen entre los valores crı́ticos de
Dickey-Fuller (zonas B, C y D), lo que confirma los resultados que sobre la distribución
de �̂�� obtuvieron estos autores. En cambio, a medida que disminuye �, ese 95% se va
concentrando en la zona C, aproximándose al comportamiento de una t de Student.

En las alternativas, es decir, en los casos en que � 6= 0, el valor del parámetro � apenas
influye en la distribución del porcentaje de valores calculados en las distintas zonas.
Ası́, cuando�= 5 y 10, la totalidad de estos valores caen en la zona E o zona de rechazo
con ambas distribuciones. El problema surge cuando �= 0:5 y 1, pues, en estos casos
un alto porcentaje de valores calculados caen en la zona de duda D. Este porcentaje
(con un valor máximo de 54.50 en � = 0:5 y � = 0:95) corresponde a aceptaciones
erróneas de la hipótesis nula (�= 0), motivadas por el uso indebido, para el contraste,
de la distribución de Dickey-Fuller, en lugar de la t de Student.

De forma análoga, se diseñó un experimento Monte Carlo usando el modelo

Yt = �+�t+�Yt�1+ et t = 1;2; : : :(10)

Tomando en (10) Y0 = 0 y et �N(0;1), se generaron 2000 muestras de tamaño T = 100
para �= 0.8, 0.9, 0.95, 0.99, 1, �= 0, 0.1, 1, y 0, 1, 10.

Con cada serie generada se estimó por MCO un modelo autorregresivo de orden 1 con
constante y tendencia determinista lineal, obteniéndose los valores calculados de los
estadı́sticos t�� y t�� .
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Tabla 7. Número de veces (en %) que el valor calculado t�� cae en cada zona

T = 100 ZONA
�= 0:05 A B C

�∞ DF1�� � tT�3;�

�= 0:0 064.35 35.65
�= 0 �= 0:1 066.20 33.75 0.05

�= 1:0 100.00
�= 0:0 078.25 21.25

�= 0:8 �= 1 �= 0:1 071.70 28.30
�= 1:0 096.75 03.25
�= 0:0 100.00

�= 10 �= 0:1 100.00
�= 1:0 100.00

�= 0:0 019.45 78.80 01.75
�= 0 �= 0:1 028.90 70.15 00.95

�= 1:0 100.00
�= 0:0 034.60 64.45 00.95

�= 0:9 �= 1 �= 0:1 018.95 79.50 01.55
�= 1:0 100.00
�= 0:0 100.00

�= 10 �= 0:1 100.00
�= 1:0 082.45 17.55

�= 0:0 008.70 80.95 10.35
�= 0 �= 0:1 037.60 58.90 03.50

�= 1:0 100.00
�= 0:0 014.25 76.10 09.65

�= 0:95 �= 1 �= 0:1 012.55 74.60 12.85
�= 1:0 100.00
�= 0:0 100.00

�= 10 �= 0:1 100.00
�= 1:0 100.00

�= 0:0 004.75 72.60 22.65
�= 0 �= 0:1 017.65 62.50 19.85

�= 1:0 100.00
�= 0:0 003.50 57.10 39.40

�= 0:99 �= 1 �= 0:1 011.75 61.50 26.75
�= 1:0 100.00
�= 0:0 019.30 62.35 18.35

�= 10 �= 0:1 005.50 70.80 23.70
�= 1:0 100.00

�= 0:0 005.05 71.60 23.35
�= 0 �= 0:1 000.10 07.30 92.60

�= 1:0 000.10 04.50 95.40
�= 0:0 005.40 69.05 25.55

�= 1 �= 1 �= 0:1 000.10 06.45 93.45
�= 1:0 000.10 05.65 94.25
�= 0:0 005.65 69.95 24.40

�= 10 �= 0:1 000.10 06.30 93.60
�= 1:0 05.85 94.15

Fuente: Elaboración propia.
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Las tablas 7 y 8 recogen el número de veces en % que el valor calculado de cada
estadı́stico cae en las diferentes zonas establecidas para cada uno de ellos en la sección
2 para un �= 0:05.

En la tabla 7 se puede observar la influencia del valor del parámetro � en la distribución
empı́rica de t�� bajo � = 1. Cuando � = 0, se cumple lo establecido por Dickey y
Fuller, es decir, aproximadamente el 95% de los valores calculados de t�� caen a la
derecha del valor crı́tico de Dickey- Fuller (zonas B y C). A medida que aumenta el
valor de �, ese 95% se concentra en la zona C, esto es, a la derecha del valor crı́tico de
la t de Student. Asimismo, se observa que este comportamiento no se ve afectado por
el valor �, confirmándose lo comentado en la sección 2 sobre la independencia de este
parámetro en la distribución de t�� bajo �= 1.

Para los demás valores de �, se observa una influencia muy fuerte de la tendencia de-
terminista lineal, pues, para �= 1 la totalidad de valores calculados del estadı́stico t��
caen en la zona A, es decir, en una zona donde se rechaza tanto con la distribución de
Dickey-Fuller como con la t de Student. En cambio, cuando � = 0:1, esta influencia
es menor, produciéndose un alto porcentaje de dudas. Por ejemplo, cuando � = 0:9,
� = 1 y � = 0:1, el 79.5% caen en zona de duda (zona B). Esto se traducirı́a en una
decisión errónea, si para el contraste de raı́z unitaria se utilizan los valores crı́ticos de
Dickey-Fuller. De nuevo mejorarı́amos la potencia del contraste si tenemos en cuenta
de forma simultánea las dos distribuciones implicadas.

Finalmente, cuando � < 1 y � = 0, el porcentaje de valores calculados en las zonas
B y C, pone de manifiesto la baja potencia del test de Dickey-Fuller para alternativas
próximas a la unidad.

Por último, en la tabla 8 se observa la influencia de los parámetros � y � en la distri-
bución empı́rica de t�� bajo �= 0. Por un lado, cuando � = 1 y �= 0, el 95% de los
valores calculados del estadı́stico t�� se distribuyen de una forma simétrica en las zo-
nas B, C, D y E, tal y como establecen Dickey y Fuller. En cambio, cuando � aumenta,
este 95% se concentra en las zonas D, E y F, presentando un mayor porcentaje las dos
primeras (36.75% y 49.60%, respectivamente, cuando�= 1). Esto confirma lo comen-
tado en la sección 2 en relación a que la distribución de t�� para �= 0 y �= 1, tiende a
la imagen en el espejo de la distribución de �̂�. Por otro lado, cuando � 6= 1 se observa
una mayor concentración de los valores calculados de t�� en las zonas delimitadas por
los valores crı́ticos de la tT�3, no afectando el valor del parámetro �.

En los casos en que � 6= 0 y � < 1, el porcentaje de valores calculados que caen en
la zona E corresponde a aceptaciones indebidas de la hipótesis nula provocadas por el
uso indebido de los valores crı́ticos de Dickey-Fuller en lugar de los de la t de Student.
Encontramos un valor máximo de 59.75% para �= 0:1, �= 1 y �= 0:9.
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Tabla 8. Número de veces (en %) que el valor calculado t�� cae en cada zona

T = 100 ZONA
�= 0:05 A B C D E F G

�∞ �DF�=2 � tT�3�=2 IM1��=2 tT�3;�=2 DF�=2 IM�=2 +∞

�= 0:0 0.30 04.40 65.00 25.70 04.25 00.20 000.15
�= 0 �= 0:1 00.10 15.75 35.85 048.30

�= 1:0 00.10 099.90
�= 0:0 0.10 03.70 62.75 27.85 05.00 00.40 000.20

�= 0:8 �= 1 �= 0:1 00.05 16.85 32.50 050.60
�= 1:0 00.55 07.70 091.75
�= 0:0 00.10 02.65 69.10 26.05 02.00 00.10

�= 10 �= 0:1 100.00
�= 1:0 100.00

�= 0:0 0.75 06.15 61.35 26.10 04.90 00.50 000.25
�= 0 �= 0:1 02.20 46.20 31.65 019.95

�= 1:0 100.00
�= 0:0 0.10 02.70 58.00 30.60 08.05 00.40 000.15

�= 0:9 �= 1 �= 0:1 07.60 59.75 22.35 010.30
�= 1:0 100.00
�= 0:0 0.10 01.75 70.40 25.10 02.50 00.15

�= 10 �= 0:1 100.00
�= 1:0 00.20 08.25 22.90 068.65

�= 0:0 0.85 09.10 55.60 24.80 08.85 00.60 000.20
�= 0 �= 0:1 00.05 02.70 26.20 28.95 042.10

�= 1:0 100.00
�= 0:0 0.05 01.75 46.60 39.90 10.45 01.10 000.15

�= 0:95 �= 1 �= 0:1 00.45 18.90 55.60 17.35 007.70
�= 1:0 100.00
�= 0:0 0.10 02.05 68.20 25.90 03.70 00.05

�= 10 �= 0:1 00.10 099.90
�= 1:0 100.00

�= 0:0 2.10 11.35 48.85 25.00 10.65 01.50 000.55
�= 0 �= 0:1 00.40 01.25 098.35

�= 1:0
�= 0:0 00.05 20.70 46.20 28.80 02.950 001.30

�= 0:99 �= 1 �= 0:1 00.10 05.20 09.45 085.25
�= 1:0 100.00
�= 0:0 00.05 01.10 64.35 30.40 40.00 0.05 000.05

�= 10 �= 0:1 02.45 36.30 50.35 08.40 002.50
�= 1:0 100.00

�= 0:0 2.90 11.45 41.85 24.10 14.50 01.85 000.35
�= 0 �= 0:1 00.05 099.95

�= 1:0 100.00
�= 0:0 02.95 36.75 49.60 08.00 002.70

�= 1 �= 1 �= 0:1 00.10 00.95 098.95
�= 1:0 100.00
�= 0:0 02.30 38.60 48.35 07.90 002.85

�= 10 �= 0:1 02.40 25.75 41.85 16.45 013.55
�= 1:0 100.00

Fuente: Elaboración propia.
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5. CONCLUSIONES

Con todo el desarrollo hasta aquı́ expuesto, del análisis de las distribuciones de los
estadı́sticos que se emplean para los contrastes de raı́ces unitarias, podemos concluir lo
siguiente:

� Queda patente la gran incidencia que tiene el carácter no similar de dichos contrastes.

� Si no se tiene en cuenta este problema, se puede incurrir claramente en decisiones
erróneas cuando se realizan aplicaciones econométricas utilizando sólo los valores
crı́ticos de Dickey y Fuller para rechazar o no que �= 1.

� Como consecuencia del carácter no similar de los contrastes, se originan zonas de
duda en el espacio paramétrico de los estadı́sticos, que crean incertidumbre a la hora
de decidir sobre el rechazo de la hipótesis nula.

� Sin embargo, del estudio realizado se deduce que en caso de que exista incertidumbre
en el contraste de � y también en el de � , la aplicación de los contrastes �1 o �3

puede llevarnos a la toma de decisión adecuada.

� De los resultados del experimento Monte Carlo se deduce que el porcentaje de casos
que darı́an lugar a la aceptación indebida de la hipótesis nula, puede ser importante,
habiendo resultado un valor superior al 79% en el modelo autorregresivo de orden
1 con constante y tendencia determinista lineal, y un 65% en el modelo solo con
constante.

Actualmente, se está desarrollando una estrategia de contraste desde el punto de vista de
la no similaridad, es decir, teniendo en cuenta las diferentes distribuciones correspon-
dientes a los estadı́sticos implicados. En este sentido, se ha llevado a cabo un estudio
Monte Carlo para analizar el funcionamiento de la misma en el modelo autorregresivo
de orden 1 con constante (Dios y Roldán, 1998).
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ANEXO

Tabla A. Valores crı́ticos del estadı́stico t�� para �= 1, según los valores de �
(modelo Yt = �+�t+�Yt�1+ et )

T � DF1�� �tT�3;�

025
0.010 �4.38 �2.51
0.025 �3.95 �2.07
0.050 �3.60 �1.72
0.100 �3.24 �1.32

050
0.010 �4.15 �2.41
0.025 �3.80 �2.01
0.050 �3.50 �1.68
0.100 �3.18 �1.30

100
0.010 �4.04 �2.37
0.025 �3.73 �1.98
0.050 �3.45 �1.66
0.100 �3.15 �1.29

250
0.010 �3.99 �2.33
0.025 �3.69 �1.96
0.050 �3.43 �1.65
0.100 �3.13 �1.28

∞
0.010 �3.96 �2.34
0.025 �3.66 �1.97
0.050 �3.41 �1.65
0.100 �3.12 �1.28

Fuente: Elaboración propia
T : tamaño muestral.
�: nivel de significación
DF: valores crı́ticos de Dickey-Fuller.
tT�3 : valores crı́ticos de la t de Student

Tabla B. Valores crı́ticos del estadı́stico t�� para �= 0 según los valores de � y �
(modelo Yt = �+� t+�Yt�1+ et)

Zona B jZona C Zona E jZona F
T � �DF�=2 �tT�3;�=2 IM1��=2 tT�3;�=2 DF�=2 IM�=2

025
�=2= 0:025 �3.25 �2.07 0.50 2.07 3.25 3.95
�=2= 0:050 �2.85 �1.72 0.80 1.72 2.85 3.60

050
�=2= 0:025 �3.18 �2.01 0.58 2.01 3.18 3.80
�=2= 0:050 �2.81 �1.68 0.87 1.68 2.81 3.50

100
�=2= 0:025 �3.14 �1.98 0.62 1.98 3.14 3.73
�=2= 0:050 �2.79 �1.66 0.90 1.66 2.79 3.45

250
�=2= 0:025 �3.12 �1.96 0.64 1.96 3.12 3.69
�=2= 0:050 �2.79 �1.65 0.92 1.65 2.79 3.43

∞ �=2= 0:025 �3.11 �1.96 0.66 1.96 3.11 3.66
�=2= 0:050 �2.78 �1.65 0.94 1.65 2.78 3.41

Fuente: Elaboración propia
T : tamaño muestral.
�: nivel de significación
DF : valores crı́ticos de Dickey-Fuller.
tT�3 : valores crı́ticos de la t de Student
IM: valores de la imagen en el espejo de los valores crı́ticos de Dickey-Fuller para �̂�
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Tabla C. Valores crı́ticos del estadı́stico t�� para �= 1, según los valores de �

(modelo Yt = �+�Yt�1+ et )

T � DF1�� �tT�2;�

025
0.010 �3.75 �2.50
0.025 �3.33 �2.07
0.050 �3.00 �1.71
0.100 �2.63 �1.32

050
0.010 �3.58 �2.41
0.025 �3.22 �2.01
0.050 �2.93 �1.68
0.100 �2.60 �1.30

100
0.010 �3.51 �2.37
0.025 �3.17 �1.98
0.050 �2.89 �1.66
0.100 �2.58 �1.29

250
0.010 �3.46 �2.33
0.025 �3.14 �1.96
0.050 �2.88 �1.65
0.100 �2.57 �1.28

∞
0.010 �3.43 �2.34
0.025 �3.12 �1.97
0.050 �2.86 �1.65
0.100 �2.57 �1.28

Fuente: Elaboración propia
T : tamaño muestral.
�: nivel de significación
DF: valores crı́ticos de Dickey-Fuller.
tT�2 : valores crı́ticos de la t de Student

Tabla D. Valores crı́ticos del estadı́stico t� para �= 0 según los valores de �
(modelo Yt =�+�Yt�1+ et)

Zona B Zona C Zona D
T � �DF�=2 �tT�2;�=2 tT�2;�=2 DF�=2

025
�=2= 0:025 �2.97 �2.07 2.07 2.97
�=2= 0:050 �2.61 �1.71 1.71 2.61

050
�=2= 0:025 �2.89 �2.01 2.01 2.89
�=2= 0:050 �2.56 �1.68 1.68 2.56

100
�=2= 0:025 �2.86 �1.98 1.98 2.86
�=2= 0:050 �2.54 �1.66 1.66 2.54

250
�=2= 0:025 �2.54 �1.66 1.66 2.54
�=2= 0:050 �2.53 �1.65 1.65 2.53

∞ �=2= 0:025 �2.83 �1.97 1.97 2.83
�=2= 0:050 �2.52 �1.65 1.65 2.52

Fuente: Elaboración propia
T : tamaño muestral.
�: nivel de significación
DF: valores crı́ticos de Dickey-Fuller.
tT�2 : valores crı́ticos de la t de Student
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Zona A Zona C

Zona B

Zonas A, G Zona D

Zonas B, C, E, F

Diagrama A: ESTRATEGIA DE CONTRASTE

Contraste sobre ρ
H0: ρ=1
H1: ρ<1

   en base al valor 
τρt̂

 Contraste sobre β
H0: β = 0
H1: β ≠ 0

 en base al valor 
τβt̂

     Contraste de
 H0: ρ = 1, β = 0
H1: no H0

     en base a Φ3

    FIN

Estimación MCO del modelo

ttt eYtY +++= −1ρβµ

Rechazo No rechazoDuda
ρ =1, β =0

ó
ρ <1, β ≠0

ρ < 1
β cualq.

ρ = 1
β cualq.

DudaRechazo No rechazo

β ≠ 0 β = 0

Rechazo No rechazo

ρ < 1, β ≠ 0 ρ = 1, β = 0

ρ < 1, β ≠ 0 ρ = 1, β = 0
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Zona A Zona C

Zona B

Zonas A, E Zona C

Zonas B, D

Diagrama B: ESTRATEGIA DE CONTRASTE

Contraste sobre ρ
H0: ρ=1
H1: ρ<1

   en base al valor 
µρt̂

 Contraste sobre µ
H0: µ = 0
H1: µ ≠ 0

 en base al valor µt̂

     Contraste de
 H0: ρ = 1, µ = 0
H1: no H0

     en base a Φ1

    FIN

Estimación MCO del modelo

ttt eYY ++= −1ρµ

Rechazo No rechazoDuda
ρ =1, µ =0

ó
ρ <1, µ ≠0

ρ < 1
µ cualq.

ρ = 1
µ cualq.

DudaRechazo No rechazo

µ ≠ 0 µ = 0

Rechazo No rechazo

ρ < 1, µ ≠ 0 ρ = 1, µ = 0

ρ < 1, µ ≠ 0 ρ = 1, µ = 0
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ENGLISH SUMMARY

TESTING FOR UNIT ROOTS IN TIME SERIES.
AN ANALYSIS WITH NON-SIMILAR TESTS

JOSÉ ÁNGEL ROLDÁN CASAS

RAFAELA DIOS PALOMARES
Universidad de Córdoba�

The finite and limiting sample distributions of the t anf F statistics are
analyzed in the context of a first- order autoregressive model with an unk-
nown intercept and/or a linear trend, where the initial value of the variable
is a known constant The sensitivity of the distributions to the values of the
nuisance parameters of the models considered is examined. We propose a
strategy for testing the unit root hypothesis in these models based on the
no-similarity. It is an unusual one-sided test since it involves two distribu-
tions: the Student’s t distribution and the distribution tabulated by Dickey
and Fuller under the null hypothesis of unit root. In some cases, the critical
values tabulated by Dickey and Fuller do not allow us to reject the hypot-
hesis of a unit root, while we can reject it if we use Student’s t. To solve
these situations we test for the significance of the intercept or the linear
trend and if the doubt continues we use F tests proposed by Dickey and Fu-
ller (1981). Finally, in order to demonstrate the relevance of no-similarity
Monte Carlo simulations are used to show that the testing strategy is more
powerful than the one-sided test considered by Dickey and Fuller at stables
alternatives.
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A problem arising in many time-series applications is the question of whether a series
should be differenced. This is equivalent to asking if the time series has a unit root.

Currently, practicioners may decide to difference a time series on the basis of a visual
inspection of the autocorrelation function, or a statistic test.

Dickey and Fuller (1979, 1981) have proposed some test statistics for the unit root
hypothesis for an observed time series. They derive the finite and limiting distributions
of test statistics for a unit root when the estimated model is a random walk, a random
with shift in mean, and a random walk with shift in mean and a linear time trend. The
distribution of Dickey and Fuller tests relied on the innovation process et being white
noise. These authors have restricted their work to autoregressive (AR) series. More
precisely, in 1979 they presented a class of test statistics, known as Dickey-Fuller (DF)
statistics, assuming that DGP is a pure AR(1) process. In 1981 they extended the DF
test to an AR(p) process which is called ‘augmented’ Dickey-Fuller (ADF) test.

On the other hand, Nankervis and Savin (1985, 1987) showed that the statistics propo-
sed by Dickey and Fuller yield non-similar tests of the unit root hypothesis. No simi-
larity implies that the distribution of a test statistic is affected by the value, under the
null, of a nuisance parameter. If the nuisance parameter is unknown it is posible for a
mistake to be in either the rejection or non-rejection. Nankervis and Savin’s non-similar
tests of the random walk hypothesis involve two distributions and are substantially mo-
re powerful at most alternatives of interest than the similar tests considered by Dickey
and Fuller (1981).

In this paper we assume that the data is generated by the first order autoregressive
processes

Yt = �Yt�1 + et t = 1;2; : : :(1)

Yt = �+�Yt�1 + et t = 1;2; : : :(2)

Yt = �+�t+�Yt�1+ et t = 1;2; : : :(3)

where Y0 = 0;�;� y � are unknown real numbers and fetg is a sequence of independent
normal random variables with mean zero and variance �2. We study the distributions
of the t and F statistics for models considered, taking into account the values of the
nuisance parameters. In the context of models (2) and (3), Dickey and Fuller (1979)
obtained the limiting distribution of the t statistics of � for �= 1, under the assumptions
that �= 0 and �= 0, respectively. These distributions are non-standard and Dickey and
Fuller obtained the empirical quantiles of the limiting and finite sample distribution by
Monte Carlo methods (Fuller 1996, p. 6).
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On the other hand, for a fixed sample size, the distributions of the t statistics for both the
exogenous and lagged dependent variables converge to Student’s t as the drift coeffi-
cient and/or the coefficient of the exogenous variable increases in absolute value (Nan-
kervis y Savim, 1985, 1987).

Therefore, the t statistics mentioned above yield non-similar tests of the unit root hypot-
hesis since their distributions are influenced by the values of the nuisance parameters �
and �.

From the previous discussion we propose a testing strategy to test the unit root hypot-
hesis in the context of models (2) and (3). This testing strategy takes into account the
no-similarity and is based on the two distributions test introduced by Nankervis and
Savin (1985), since it involves the two distributions of the t statistics of � under the
null: the Student’s t distribution and the distribution tabulated by Dickey and Fuller. In
some cases, the critical values tabulated by Dickey and Fuller do not allow us to reject
the hypothesis of a unit root, while we may reject it if we use Student’s t. To solve
these situations we test for the significance of the intercept or the linear trend, and if the
doubt continues we use F tests proposed by Dickey and Fuller (1981).

Finally, in order to demonstrate the relevance of no-similarity, Monte Carlo simulations
are used to show that the testing strategy proposed is more powerful than the one-sided
test considered by Dickey and Fuller at stable alternatives.

491


