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En este trabajo se presenta un coniraste de normalidad basado en
la Energia Informacional de forma paralela al obtenido por Vasicek
(1976) basdndose en la Entropia de Shannon. Se estima la potencia
de este coniraste para diversas allernativas compardndola con la de
otros conirastes de normalidad. Eslos resultados permiten afirmar
que este contraste es preferido en algunos casos a algunos conirastes
cldsicos.

A test for normality based on the information energy.
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1. INTRODUCCION

La medida de certidumbre Energia Informacional, fue introducida en la li-
teratura de la Teoria de la Informacién por Onicescu (1966), como la suma de las
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probabilidades al cuadrado en caso de una variable aleatoria discreta y como la
integral de la funcién de densidad al cuadrado a lo largo del soporte de la misma
en caso de una variable aleatoria continua. Este concepto tiene su apoyo {fisico
en la Energia Cinética de la Mecéanica Clasica.

Desde que Onicescu propusiera construir una Teoria de la Informacién basada
en la Energia Informacional en paralelo a la Teoria de la Informacién basada en
la Entropia de Shannon han sido muchas e importantes las aportaciones que en
esta linea han realizado diversos autores. Asi Theorodescu (1977) presenta una
caracterizacién axiomaética y estudia diversas propiedades de la misma. Estas
propiedades fueron ampliadas en el trabajo de Pardo (1977) en donde se hace la
adaptacién del concepto de Energia Informacional a todas aquellas situaciones
en las que es necesario distinguir la importancia de los diversos resultados del
experimento con respecto a un fin determinado: Energia Informacional Util.
Esta nueva medida que tiene en cuenta tanto la probabilidad de ocurrencia de
los diversos resultados asociados al experimento en cuestién como su importancia

con respecto a un fin determinado fue caracterizada axiomaticamente por Pardo
(1985).

La adaptacién del concepto de Energia Informacional al contexto bayesiano
como medida de la informacién que un experimento se espera proporcione acerca
de la cantidad de interés fue realizado por Pardo (1982). Esta adaptacién per-
mitié a Garcia-Carrasco (1982) definir un criterio de comparacién de experi-
mentos para elegir aquel que se espera proporcione una mayor cantidad de infor-
macién. Una regla de muestreo secuencial utilizando la Energia Informacional
fue definida y estudiada en los modelos normal y binomial en Pardo (1987). Un
estudio para el modelo exponencial fue realizado por Quesada, Pardo y Morales
(1985). Estos mismos autores analizaron la Energia Informacional contenida en
un Proceso Puntual y estudiaron sus propiedades.

Gil (1989) estudid el estimador analégico de la Energia Informacional y ob-
tuvo su distribucién asintética, en términos de una distribucién normal, tanto
en muestreo aleatorio simple como estratificado. En el caso que la poblacién de
partida sea uniforme la varianza asintética de la distribucién normal se anula
y en este caso Ménendez, Pardo y Pardo (1991) obtuvieron como distribucién
asintética en el muestreo aleatorio simple una Ji-Cuadrado. Tanto la distribucién
asintética a la normal como a la Ji-Cuadrado, permiten construir diversos con-
trastes de hipStesis asi como intervalos de confianza asintéticos.

Petrica y Stefanescu (1982), discipulos de Onicescu, han escrito un libro en
donde se presentan diversas aplicaciones y propiedades de la Energia Informa-
cional. Otro interesante libro sobre aplicaciones de la Energia Informacional es
el escrito por Onicescu y Stefanescu (1979). Finalmente una recopilacién de los
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resultados méas importantes obtenidos con la Energia Informacional puede verse
en la monografia acerca de la misma publicada por Pardo y Taneja (1992).

En este trabajo se presenta una nueva aplicacién de la Energia Informacional:
la construccién de un contraste de normalidad. Es conocida la importancia que
ha tenido la construccién de estos contrastes en Estadistica. En Mardia (1980)
se analizan los siguientes-contrastes~de mormaltdad: los basados en medidas
descriptivas, el de Shapiro-Wilk y sus modificaciones, los de aproximacién de
verosimilitud, los de bondad de ajuste y varios mds. En esta linea Landry y
Lepage (1992) presentan una interesante recopilacién de 20 diferentes tests de
normalidad. Ademads en este trabajo, a través de la simulacién, obtienen, por
una parte, el nivel de significacién empirico de los tests considerados y, por otra,
comparan la potencia empirica de algunos de ellos frente a diversas alternativas.

El contraste que se presenta en este trabajo se realiza de forma ansloga
al contraste de normalidad de Vasicek (1976) basado en la Entropia de Shan-
non y se lleva a cabo un estudio comparativo de este procedimiento con los
de Kolmogorov-Smirnov D, Cramér-Von Mises W2, Kniper V, Watson U?,
Anderson-Darling A? y Shapiro-Wilk W. Este estudio se hace para las alterna-
tivas:

a) Exponencial,

b) Gamma (1,2),

¢) Uniforme (0,1),

d) Beta (2,1)y

e) Cauchy con pardmetros de localizacién 0 y escala 1 (Cauchy (0,1)).

Por 1ltimo se calcula la potencia de este contraste para la distribucién Ji-
cuadrado con diferentes grados de libertad.

2. CONSTRUCCION DEL CONTRASTE DE NORMALIDAD BA-
SADO EN LA ENERGIA INFORMACIONAL

En este apartado se construye un contraste de normalidad basado en la
Energia Informacional. Sea zi,zs,...,z,, n > 3, la realizacién de una mues-
tra aleatoria simple de tamafio n de una poblacién con funcién de densidad
f(z) y funcién de distribucién F(z). Sea @ la funcién de distribucién de una
poblacién normal de media p y varianza o2, se trata de construir un proce-
dimiento, basdndose en la Energia Informacional, que permita analizar si hay
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evidencia o no de que las observaciones z;, ..., Zy procedan de una poblacién
normal. Es decir, si las observaciones z;, ..., z, son consistentes con la hipétesis
nula

H,: F(z) = ®(z).

La Energia Informacionalde-uma-distribucién-F-con-una funcién de-densidad
f se define como

() ¢N=[ fara

Esta expresién escrita en términos de F~! adopta la siguiente forma

= [ serw=[" (%)_lf(z)dvm/: (dipF-%p))_l dp,
)

donde en el ultimo paso hemos hecho el cambio de variable p = F(z) o equiva-
lentemente F~1(p) = z.

Reemplazando la funcién de distribucién F por la distribucién empirica Fy,
y utilizando el operador diferencia en lugar del operador diferencial se puede
construir un estimador de (2). La derivada de F~!(p) se estima por
(:0(,-+m) — Z(i—m)) n/(2m) para (i—1)/n < p < i/n, i=m+1,m+2,... ,n—m,
donde z(;) < z(3) < -+ < z(n) son los estadisticos de orden y m es un entero
positivo menor que n/2. Las diferencias del tipo T(i4m) = L(1) O T(n) — T(i=m)
se utilizan en lugar de 2(;ym) — Z(i—m) cuando p < m/n, p > (n— m)/n respec-
tivamente.

Entonces se obtiene un estimador £, de € (f) de la forma

P 12": 2m
" g (@ m) — 2om)

donde (i) = (1), i1<1l,y Z(i) = Z(n), i>n.

La Energia Informacional de una distribucién normal con varianza o2 viene

dada por
= 1 ’ (z — p)?
L () oo (-E5E) o=
1 i 1 (z — p)? 1
T o2rl/? /_oo <07r1/2) exp <— o? do = 20mt/2’
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Ademas bajo la hipétesis nula, Hy: F(z) = ®(z), se sigue que

1
Emn mcuandon—»oo, m — oo, m/n — 0.

A partir de este resultado y con el fin.de definir un estadistico que no depende
de o se considera el estadistico 7, definido por

_ 2ms21/2 & 1

T, =
" n? = (2igm) = T(i-m))

n
con s? = n"lz(z; -7)%
i=1

Es claro que bajo la hipétesis nula, se tiene

1
Tonn —— chandon—»oo, m — oo, m/n — 0.

Se puede probar que

1

Tmn > W;

con lo cual, utilizando el estadistico 7;,,, la regién critica para contrastar
H,: F(z) = ®(z) vendrd dada por Tpnn > 7). () donde 7;%,(«) son los puntos
criticos para un nivel de significacién a. El calculo analitico de estos valores es
dificil por lo que se obtienen por el método de Monte Carlo.

Para cada n < 50 se simularan 2000 muestras de tamafio n de una poblacién
normal de media 0 y varianza 1 por el método de Box-Muller y para cada una
de las muestras se calcula el valor del estadistico 7;,,. En la tabla 1 se muestran
los valores 7%, () para valores de m y n dados y o = 0.05. Cada uno de éstos se
ha estimado por el valor del estadistico de orden que deja a su derecha el 5% de
las 2000 observaciones de la variable 7,,,,. Es decir, se calculan los estadisticos
correspondientes a cada una de las 2000 muestras y una vez ordenados el valor
de 7.,,(0.05) es el que corresponde al estadistico que ocupa el lugar 1900.
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Tabla 1

Valores de 7% (a) para a = 0.05

n=3 3.81
4 7.18
5 2.12 1.38
6 6.89 1.42
7 4.77 1.45 0.99
8 4.55 1.22 0.95

9 3.73 1.12 0.71
10 3.70 0.93 0.87
12 2.83 0.91 0.88
14 2.31 0.87 0.73
16 2.01 0.79 0.66 0.65
18 1.62 0.69 0.57 0.54
20 1.77 0.64 0.56 0.55

25 0.70 0.59 0.53 0.51
30 0.52 0.50 0.49 0.48
35 0.61 0.55 0.52 0.50
40 0.56 0.52 0.50

3. ESTUDIO COMPARATIVO CON OTROS PROCEDIMIENTOS

En este apartado el objetivo es doble. Por un lado se calcula la potencia del
contraste introducido en el apartado anterior para diversas alternativas y por
otro se utilizan estos valores de la potencia del contraste para compararla con la
de otros contrastes de normalidad.

La potencia del contraste fue calculada para diversas alternativas. Para cada
alternativa la potencia del contraste ha sido estimada por la frecuencia relativa
con que 1000 muestras caen dentro de la regién critica. Las alternativas que
se han investigado son las distribuciones Exponencial, Gamma (1,2), Uniforme
(0,1), Beta (2,1) y Cauchy (0,1).

En relacién con la comparacién de este nuevo contraste de normalidad con
otros ya introducidos en la literatura se han considerado, para las alternativas
citadas anteriormente, los contrastes de Kolmogorov-Smirnov D, Cramér-Von
Mises W2, Kniper V, Watson U2, Anderson-Darling A% y Shapiro-Wilk W.
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La tabla 2 muestra las potencias para un contraste de tamafio o = 0.05 con

tamafio muestral n = 20 y m = 4. Se comprueba que para n = 20 los diversos
valores de 7, (0.05) vienen dados por

m | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T7,0(0.05) | 1.77 064 056 055 055 056 056 057 058

Larazén de elegir el valor m = 4 para el tamafio muestral 20 es que el estadistico
correspondiente tiene una regién critica mayor que si consideramos cualquier

otro m. De esta forma, desde un punto de vista intuitivo, conseguiriamos mayor
potencial del contraste.

Los valores para los estadisticos D, W2,V,U?, A2 y W, basados en la funcién
de distribucién empirica, contra las alternativas propuestas provienen del articulo

de Vasicek (1976).

Tabla 2

Potencias de contrastes a nivel a = 0.05 (n = 20)

Alternativa D w? \%4 U: A? w Tn
Exponencial 059 074 071 070 082 0.84 0.99
Gamma (1,2) 0.33 045 0.33 0.37 048 050 0.41
Uniforme 0.12 0.16 0.17 0.18 0.21 0.23 0.29
Beta (2,1) 0.17 0.23 0.20 0.23 0.28 0.35 0.65
Cauchy (1,0) 086 0.88 0.87 0.88 0.98 0.88 0.95

Es claro que ningin contraste es mejor para todas las alternativas que otro
pero el contraste basado en el estadistico 7;,,, es mejor para tres de las cinco

alternativas que cualquier otro contraste lo que indica que en muchos casos serd
preferido.

Por 1ltimo, en la tabla 3 aparecen las potencias del contraste basado en el
estadistico 7, para una distribucién x2 con 1, 3 y 5 grados de libertad para
n=10,m =3y n=20,m = 4. Al igual que antes, el seleccionar de entre todos
los valores posibles de m para n = 10 el valor 3 se debe a que parece razonable
esperar que proporcione mayor potencia al contraste.
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Tabla 3

Potencias para distribuciones x?(a = 0.05)

x3(1)  x*(3) X*(5)
n=10 0815 0 0.148
n=2 1 0.778  0.26

4. APLICACION NUMERICA

En este apartado se analiza un ejemplo con datos reales sacados del libro de
Mardia et al. (1979).

Ejemplo

Analizar si los siguientes 50 valores

5.1, 4.9, 4.7, 4.6, 5.0, 5.4, 4.6, 5.0, 4.4, 4.9, 5.4, 4.8, 4.8, 4.3, 5.8,
5.7, 5.4, 5.1, 5.7, 5.1, 54, 5.1, 4.6, 5.1, 4.8, 5.0, 5.0, 5.2, 5.2, 4.7,
4.8, 54, 5.2, 55, 4.9, 5.0, 5.5, 4.9, 4.4, 5.1, 5.0, 4.5, 4.4, 5.0, 5.1,
4.8, 5.1, 4.6, 53, 5.0

que indican la longitud del sépalo de flores de la especie Iris Setosa son normales.

El contraste se realizara con el estadistico 71150 ya que éste es el menor de
los puntos criticos, 7.}, (), para n = 50 y a = 0.05 que vienen dados por:

m 1 2 3 4 5 6 71 8 9
T%50(0.05) | 0.78 0.56 0.52 0.49 0.48 047 047 0.46 0.45

m 10 11 12 13 14 15 16 17 18
T250(0.05) | 0.45 0.44 045 046 047 047 048 048 0.49

m 19 20 21 22 23 24
T7%50(0.05) | 0.49 050 050 051 051 0.52
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y como 71150 = 0.4269 < 0.44 aceptamos la hipétesis nula, es decir, nuestros
datos provienen de una normal.
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ENGLISH SUMMARY:

A TEST FOR NORMALITY BASED ON THE INFORMATION
ENERGY

M2 del Carmen Pardo

Let z1,z9,...,2,, n > 3, be drawn at random and with replacement from a
population of size n with density function f(z) and distribution function F(z).
Let ® be the mean y and variance o? normal distribution function. We are
interested in finding a statistic based on the Information Energy to test whether
the z1,...,z, observations are consistent with the null hypothesis H,: F(z) =
o(z).

The Information Energy of a distribution F' with a density function f is
defined as

(1) emn=[ Z f(a) do
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If we express (1) in the form

) / 1 (—d‘-ll;ff-l(p))—1 dp,

an estimate of (2) can be._constructed by .replacing the distribution function
F by the empirical distribution function F, and using a difference operator in
place of the differential operator. The derivative of F~!(p) is then estimated by
(a:(H_m) - :c(,-_m)) n/(2m) for((—1)/n<p<i/n,i=m+1,m+2,...,n-1,
where z(1) < z(2) < - -+ < Z(n) are the order statistics and m is a positive integer
smaller than n/2. One-51ded differences of the type T(i+m)—T(1) OF T(n)—ZT(i—m)
are used in place of Z(;ym) — Z(i—m) When p < m/n, p > (n —m)/n respectively.

This produces an estimate &y, of €(f)

gmn = _Z

n (%+m) = Z(i-m))’
where z(;y = z(1),i < 1, and z(;) = Z(n),1 > n.

The Information Energy of a normal distribution with variance o2 is given
by

1
€(f) = EyyE
Under the null hypothesis H,, we have
p 1
Emn — ——— whenn — 00, m — o0, m/n — 0.

207l/2

Then defining the statistics 7;,, as

/2" n
Toan = 2ms§ ! with % = n"lz (z; — 7)°
n i=1 (z(i-l-m) - I(i_m)) i=1
we have
Ton r, W when n — 00, m — oo, m/n—»O.
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Furthermore, it can be shown

1
T 2 Gy
then using the T,y -statistic,.the critical region.for testing Ho: F(z) = ®(z) is
Tmn > Tn() where T () are the critical points for the significance level a.
It is difficult to calculate these values analytically so the Monte Carlo simulations
were used to obtain them.

Table 1

7 .(a) values for a = 0.05

m=1 m=2 m=3 m=4 m=5

n=3 3.81
4 T.18
5 2.12 1.38
6 6.89 1.42
T 4.7 1.45 0.99
8 4.55 1.22 0.95

9 3.73 1.12 0.71
10 3.70 0.93 0.87
12 2.83 0.91 0.88
14 231 0.87 0.73
16 2.01 0.79 0.66 0.65
18 1.62 0.69 0.57 0.54
20 1.77 0.64 0.56 0.55

25 0.70 0.59 0.53 0.51
30 0.52 0.50 0.49 0.48
35 0.61 0.55 0.52 0.50
40 0.56 0.52 0.50

Next, on the one hand the power of the test is estimated against several alterna-
tives: Exponential, Gamma (1,2), Uniform (0,1), Beta (2,1) and Cauchy (0,1).
And on the other hand the power of the 7y, test was compared with the power
of other tests of normality against the same alternatives. The tests considered
are: Kolmogorov-Smirnov D, Cramér-Von Mises W2, Kniper V, Watson UZ?,
Anderson-Darling A? and Shapiro-Wilk W.
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Table 2 lists power estimates of 0.05 size tests with sample size n = 20. We
choose m = 4 because the maximum power is typically attained there.

Table 2

Powers of 0.05 test against some alternatives (n = 20)

Alternative D w? \ % U? A? W T

Exponential ~ 0.59 0.74 0.71 0.70 0.82 0.84 0.99
Gamma (1,2) 0.33 045 0.33 0.37 0.48 0.50 0.41
Uniform 0.12 0.16 0.17 0.18 0.21 0.23 0.29
Beta (2,1) 0.17 023 020 0.23 0.28 0.35 0.65
Cauchy (1,0) 0.86 0.88 0.87 0.88 0.98 0.88 0.95

It is apparent from this table that none of the tests considered performs better
than all other tests against all alternatives. Compared with any other test,
however, the T,, test shows higher power against three of the five alternative

distributions. These results suggest that this test may be preferred in many
situations.

Finally, Table 3 lists power estimates of 0.05 size tests against a chi-squared

distribution with 1, 3 and 5 degrees of freedom. We choose m = 3 for n = 10
and m = 4 for n = 20.

Table 3

Powers for x* distributions (a = 0.05)

x2(1)  x*(3) x*(5)
n=10 0815 0 0.148
n=20 1 0.778 0.26
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