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La solucién bayesiana a diferentes problemas de prediccién lleva consigo
el cdlculo de la distribucion prognostica. En este trabajo se calcula dicha
distribucion mediante diferentes modelos paramétricos, compardndose
después por dos técnicas. Para todo ello se han confeccionado diversos
algoritmos, que escritos en FORTRAN 1V, constituyen el software
indicado para la resolucion, en la préctica, de situaciones reales que se
ajustan a los modelos tedricos aqui propuestos.
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1. INTRODUCCION
El problema que aqui se resuelve supone conocidos los siguientes datos:
Y: variable respuesta (continua)
X= (X(l),...,X(n)): vector de variables explicativas (continuas)
D= {(xi,yi), i=l,...,n* : blanco de datos

El objetivo de los distintos modelos que se proponen es el célculo de
la distribucién predictiva ply/x,D).

El método, m&s usual, de obtener dicha distribucién es el dado por
Aitchinson & Dunsmore (ver /1/) que supone un modelo paramétrico:

ply/x,w) con we W

y estimando p(w) del banco de datos obtiene:

ply/x,D) = \{p(y/x,w) plw/D) dw (1.1)
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2. MODELOS PROPUESTOS

En este trabajo nos vamos a limitar al caso en el que los datos, per-
mitan suponer un modelo paramétrico Normal. En este supuesto se estudian
diferentes situacions:

2.1. MODELO I.

Supondremos en este caso que s6lo se tiene una variable explicativa
X y ademaés:

ply/x,w) : N(wl W, X w3) (2.1)

si ahora tomamos como p(w/x) la a priori no informativa se tiene (ver /1/)
que p(y/x,D) evaluada seglin {1.1) tiene una distribucion Student generalizada:

p(y/x,D) : St(Ax, B, Cx) (2.2)

Tendrfamos, por lo tanto, resuelto el problema cuando se verifica:

Y= WX+ W

2.2. MODELO II.

Su ondrgmos en este caso que el vector X es bidimensional, es decir,
x = (xM) (%),

El modelo que proponemos estd en la linea de! dado en /9/ en el con-
texto de asignacién de tratamientos.

Intuitivamente, la forma de construir este modelo se basa en "aprove-
char" la informaci6n del banco de datos referente a los individuos con ca-
racteristicas similares a x. De manera tebrica esto se concreta en la defini-
cién de una colecgifn finita de particiones C = {Ml,...,Mt] , formada por
t particiones de X&) .

Suponiendo ahora, en cada clase de las particiones (m.k € M)), al igual
que se hacfa en el MODELO I, un modelo paramétrico Norrﬂal, es “decir

ijk (y/x,w) : N(wljk + w2jkx’ w3jk) (2.3)

y procediendo de igual forma, se concluye que las Pyw. (y/x,D)} son también
Student generalizadas, con lo que dicha distribucién predictiva se puede dar
como:
t
ply/x,D) = p(Mj/X)PM (y/x,D) (2.4)
=1 i



donde p(Mj/x) se puede dar de diferentes formas, por ejemplo si se supone

C ={M, "M,

(2)
X770 - gl (2.5)
(2)

NENE

p(M,/x) =
1 Ix(2) - u

1K Moper |

(2)

para x'© € m,

(2)

i i L, € "
n mo v siendo ujk la media de X en m MJ

k ik

2.3, MODELO III.

1 2 .
Supondremos en este caso X = (X( ), X( )) y adem&s otra variable
Z (que denominamos perturbadora) la cual es conocida para los individuos
del banco de datos, pero no lo es para futuros individuos.

Tendremos ahora como banco de datos D = {(x

z, ¥ i=1,u..,n}
de! que obtenemos:

P

1. Aunque para individuos futuros no conozcamos z si podemos dar la
distribuci6n diagnéstica: p(z/x,D), la cual se puede calcular segln dis-
tintos métodos (ver /1/, /2/, /3/, /7/, /8/).

2. De manera anfloga al MODELO II, una coleccion C formada por s
particiones del banco de datos seglin y Z.
3. Para cada x, considerando una a priori p{M./x} tal que j=1,...,s pode-
mos dar }
s
ply/x,z,D) = gl p(MJ/x)PM] (y/x,2,D) (2.6)
4, Ei calculo de la distribucién prognéstica seri seglin
ply/x,D) = > ply/xz2D) plz/x,D) 2.7
zZ€Z

3. RESOLUCION DE UN CASO REAL

En este apartado se resuelve un problema real aplicando los MODE-
LOS propuestos.

3.1. Planteamiento

1) (2)

Sea Y la variable peso de un recién nacido. Sean X

y X
bles obtenidas mediante ecografia del feto, concretamente

varia-

X(l) = Diémetro transverso abdominal



2
X( ) = Longitud del fémur

Ademd&s, una vez nacidos se sabe si los nifios son distr6ficos (z=1) o
normales (z=2), es decir, si presentan lesiones orgénicas debidas a problemas
de nutricién durante el embarazo. Se parte de un banco de 80 nifios y se
busca la distribuci6én predictiva del peso en funcién de dichas variables.
Aplicaremos los tres modelos propuestos anteriormente:

3.2. Aplicacién del MODELO I

En este modelo se supone una Gnica variable explicativa, por ello se

elegira de entre X''' y X la mas correlacionada linealmente con Y, que
es X(l):r(y,z = 0.9056. Esto permite suponer
(.. {1
ply/x ",w) : Nlw, + wox' ™, wg)

y por lo tanto

(1)

ply/x*"/, D) : St{A

2By € (1)
Ly Bar

siendo estos pardmetros:

W W 2 os62.9 4+ 557.7 x(V) (1)

C SR SN S v (X(l) - -’—({1))2 =
1 - -
x( ) (n-2)  (n-2)n (n—2)S(X(”,X“))

89461.3 + 808.5 (x'1) - 10.3)2

donde

S(x“)

W =
R N (1)

con

1

s, v = Tl o3 My o)
i



() 2
S(x )

= Sly,y) -
v vy stV 51,

(1) (1)

siendo x''' e y las medias respectivas de x''' e Y en D.

(1)

Para pareja de datos {y,x' ') del banco de datos se obtiene:

p(y/x(”,D) = 1
. At
(Y‘B “)) X
X

sasa x4 e )12 {l +W“} 2
x 1 x (1) S
(3.2)

3.3. Aplicacién del MODELO II

Debido al tamafio muestral (n=80) se van a considerar dos particiones
My ¥y My del banco de datos seglin x{2) Ml tiene dos clases (mll’ml2)
y lM2 tres (m21,m22,m23). Se tiene asf lo siguiente:

- Los coeficientes de correlacién lineal de Y y X(” permiten suponer un
modelo paramétrico Normal en cada my , con lo que Py, {y/x,D)seran
Student generalizadas que se pueden calcular segln (3.1) considerando co-
mo banco de datos en cada clase los elementos de dicha clase.

- Cada valor del banco de datos x(z) pertenece a una de las clases de la
particién Mj y a orﬁ de Mg, por lo tanto para cada (y, x(1) , «H2) ) se
»D)

calcularéan PM1 (y/x( y PM2 (y/x(I ,D) de manera aniloga a (3.2) se-
gln lo siguiente,

Mp={myp mof ={(s7],(>7)

Mg = { mg), myy, mgz}= {( =6.75] , (6.75, 7.25] , (> 7.25)}



(n

rix'",y) | n Ax“) Ax(l) Cx(l)

m, | 0.9222| 36| 34| -2512.6 + 544.7x1) | 105622.6 + 1535.4x1)- 0.8)7
g | 08182] 44| 42| -1731.2 + a86.3x'V | 69966.8 + 2780.8x)-10.7)2
my, | 0.9457| 22| 20 | -2696.2 + 562.4x'") | 103644.7 + 1869.2x")- 0.4)2

29 0.5875 | 28| 26 | - 167.3 + 322.8x“) 75222.4 + 7606.2()(“)—10.4)2

0.8208 | 30| 28 | -1346.9 + 457.2x(!) | 60191.5 + 3367.2(x'V-10.9)2

- Por Gltimo aplicando (2.4) se obtiene la distribuci6n prognéstica.

3.4. Aplicacién del MODELO III.

Dado el bajo tamafo de algunas clases al dividir Ml y Mg segflin las
categorfas de z, se utilizard solamente X1 , con lo cual suponiendo un mo-
delo paramétrico Normal para nifios distr6ficos y otro para nifios normales
se tiene:

- La distribucién de ply/x,z,D) es una Student generalizada, cuyos parime-
tros son:

r(x(”,y) n Ax(” Bx“) Cx(”

2=1)| 08034 | 66 |64 |-1850.5 + 493.3x')) | 90851.7 + 2149.2\V-10.6)2

2-=2]09600 | 14 |12 |-2533.1 + 540.2x') | 64300.9 + 2069.10x")- 8.8)2

- La distribuciébn diagn6stica la calculamos mediante regresién logistica
(ver /8/), resultando:

exp(-17.873 + 1.941 x(l))
1 + expl(-17.873 + 1.941 x\1))

piz =1/ xVp) =

- Aplicando, ahora (2.7} se tiene la distribucién progndstica.



4. COMPARACION DE MODELOS

Los tres modelos dados en el apartado 2. obtienen la distribucién prog-
néstica, para elegir uno de ellos proponemos dos técnicas, las cuales aplica-
remos al ejemplo del apartado 3.

4.1. Comparacién I.
La primera técnica sugerida se basa en definir una utilidad del modelo

propuesto. Definimos esta utilidad a partir de la logaritmica debido a las
buenas propiedades que esta verifica (ver /4/), asi se define:

U = Al % > In ply,/x,D)) + B (4.1)
1

teniendo en cuenta:

- Como el logaritmo neperiano podria ir a - =, fijamos una cota € , de
forma que si algfin p(yi /xl,D) fuese menor que £ se sustituye por la co-
ta.

- A y B se fijan de forma que la utilidad de una U(0, é ) valga cero, es
decir, A =-1/Ine, B =1

Ejemplo

Con esta técnica se tiene para~el ejemplo 3 que fijado € = 0.0001 se tiene:
(MODELO 1) = A(-7.10) + B = -0.3827
(MODELO 1I) = A(-6.95) + B = 0.3963
(MODELO 1III) = A(-7.31) + B = 0.3650

hay que hacer notar que ninglin ply; /xi,D) de ningfin modelo se alcanza la
cota fijada.

A la vista de lo anterior concluimos, que segfin esta técnica para es-
te ejemplo el modelo més adecuado es Il

4.2. Comparacién II.

Otra forma que proponemos para comparar estos modelos, es aplicar
los contrastes desde una perspectiva bayesiana (ver /6/) usando la distribu-
ci6n alfa. Ello permite ver a cual de las distribuciones prognésticas, obteni-
das segin cada MODELO, se ajustan mejor los datos. En concreto se trata
de ver si los valores {vl ,essVp | pueden ser considerados como una mues-
tra aleatoria simple de una unitorme, donde v; = F; {y; )y F; es la fun-
cion de distribuci6n que corresponde a pl(y/x; ,D).



La distribuci6én alfa (con la misma moda) es:

p(v/6 )= 6exp {-(1-6 )In(1 -] 1-2v|)}, 8>0

que es la uniforme si y s6lo si 6 = 1.

La distribuciébn a posteriori (con a priori la de referencia) es:
P(B/t): Yint)cont =- D, In(1- |1 - 2Vil )
i
y por lo tanto (ver /5/)

- i __1
plin 8 /t) = N( Mo ot) con ut—lnt 7n

R

Por los razonamientos dados en /6/ compararemos los tres modelos me-

, . t . . <
diante el coeficiente H = l—o-——— |. con io cual el mejor modelo serd aquel
con menor H.

Ejemplo
Para aplicar esta técnica al ejemplo 3. haremos lo siguiente:

- Evaluar la funcién de distribucién en cada y; , segfin los tres MODELOS,
Exponemos la forma de evaluar la funci6n de distribucién en el MODE-
LO I (anilogo en los otros) segin técnicas de Montecarlo.

- Sea p = F(y) el valor de la funcién de distribucién en y, para una
St(A ,B ,C )
AP ar©

- Generaci6én de N valores (Stj, j=1,...,N) de una St(,A (1 ’PS((I) ,C
Cada uno de estos valores §e obtiene a partir de un valor de la

(1)’

Student con A (1) grados de libertad (t ), teniendo en cuenta:
Ay
St(A ,,,B ;,,C ;) = t +B
L ar® A0 A )
X
A su vez cada tA se obtiene como

D)

10



donde las Normales se obtienen a partir de nGmeros pseudoaleatorios
de la U(0,1) mediante el teorema Central del Limite.

- Estimacién de p por T donde:

1 si St.

g: - 10 S !
con n. = s

: t. >

=1 ] sl i y

A

y

Z =

este estimador verifica E(T) = p y V(T)} = P-(-llT—‘L)

- FEleccién del nfimero N, acotando el error por la desigualdad de Tche-
bicheff:

Estimamos la varianza de T con una muestra piloto de tamano arbi-
trario (por ejemplo 10C):

100 -
=—l0 Z n; conloqueV(T):P(—lﬁm

para € y k constantes la desigualdad de Tchebicheff indica:
' 1
Pl‘ {l T-p I > ko } = T

2
si hacemos k 0 = € entonces k% = —g-;

con lo que Pr {| T-p | > 9} = 2(—2-{%<COTA
£
Por lo tanto para € y COTA fijados por nosotros tomaremos:

N > ‘{p(l-p)} /{ e? COTA}

- Los resultados para el ejemplo 3 son:

t n - W Ot H

MODELO 1 1473.6 80 -2.9197 0.1118 | 26.11
MODELO 11 107.5 80 -0.3018 0.1118 2.69
MODELC III | 1473.6 80 -2.9197 0.1118 | 26.11

NCTA: La estimacién de la funcién de distribucién puede evaluarse por
cualquier otra técnica apropiada.

11



hay que notar que los modelos 1 y III coinciden por alcanzarse para todos
los elementos la cota fijada para 1 - |l - 2Vi| , mientras que no se al-
canza para ninguno en el MODELO Il

Se concluye, por lo tanto que en este caso real segfinesta t&cnica de
evaluacién de los modelos, es méas apropiado el MODELO II para el calculo
de la distribuci6n prognéstica.

5. DISCUSION

El objetivo de este trabajo es la comparacién de distintos modelos pro-
puestos para el célculo de la distribucién prognéstica. Para ello se sugieren
dos técnicas de comparacién, las cuales se aplican a un ejemplo concreto,
resultando en ambos casos mejor el mismo modelo.

Se han realizado distintos algoritmos, que escritos en FORTRAN [V
constituyen un software apropiado para solucionar estos problemas.
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7. APENDICE

Organigrama del MODELO 11, con célculo de la utilidad y H.
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ie {1,...n}
C1CgprCogeN

i

Asignar datos a cada clase de la participacién Mj
tal que j = 1,2 (dados segln los cortes Cl para Ml y
Cqyy ¥ Cyy para M2)

el 2, k) j=1,2
i €{l,...,n}

!

Asignacién de los coeficientes de la Student generaliza-
da hailados conlos datos de igual I(j) tal que j=1,2: A(j),

B(j), C{(j), para cada dato; obteniéndose yi,xl.“),xi(2 JLAT)
L(2), A1), B/(1), C((1), A(2), B,(2), C,(2) !

iefl,...n}

1

Calculo de los valores medios de x* en cada clase de
las particiones Mj =, u(k) J=12, ke{l,...,kjl

|

Evaluacién de P(Ml/xi)’ P(M2/Xi)

o 1?2121
1

/%) =

I P-w Ll x® - e @)

P(M2/xi) =1- P(Ml/xi)

i€ll,.,.,n]

13
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|

Evaluacién de PM (y./xgl),D)
j i

Se sustituye en férmula (3,2)

tomando los Ai(j) Bi(j ), Ci(j)

correspondientes j = 1,2

ie{l,...,n}

Evaluacién de p(yi/xi,n) =

2
glp(Mj/xi) PMj (yi/xm,D), ie{l,..,n}

Evaluacion de la utilidad del MODELO

U = %( % i ln(p(yi/xi,D))g (--1:1— ) + 1

acotando por € los p(yi/xi,D)

1

Estimacién de la funcién de distribucién
en cada y; segln la particion: F{i, j)

i€{l,...,n} j= 12

Para ello se generan N valores de la
St(Ai(j), Bi(j)’ Ci(j) mediante técnicas de
Montecarlo

I

Evaluacién de la funcién de distribucién
en cada y;: z(i) i€{1,...n}

Calculo de la esperanza y desviacidn tipica
de la mejor transformacién normalizadora:

T

-% 1n(1 -|1- 2zi)|)

1
E ln(n/T)--Z—N—

D= I/WN




|

Calculo de H
i

Escritura de:

Aij’ Bij’ Cij’ en cada mi]. tal que







	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

