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DISTANCIA ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES
M. RIOS Y C. M. CUADRAS
UNIVERSIDAD DE BARCELONA

Este trabajo aborda el problema de comparar modelos lineales normales desde una perspectiva
geométrica. A tal fin, se define una distancia geométrica informativa entre dos modelos li-
neales normales. La distancia propuesta es estudiada para diferentes condiciones experimern—
tales. Se hallan ademds extensiones al modelo lineal normal multivariante. Finalmente, se
deducen pruebas de significacidén para las distancias.
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1._INTRODUCCION.

La forma mds simple de comparacién de mode-
los lineales, es la comparacién de rectas de
regresién. En sus diferentes facetas (test -
de paralelismo, test de coincidencia, etc.),
es un problema cl&sico bien resuelto (véase
/23/) . También se ha estudiado la comparacidn
de rectas de regresifn a lo largo de un inter
valo (/25/) y bajo la hipdtesis de normalidad.
Recientemente se ha estudiado un test a 1li-
bre distribucién para determinar si una rec-
ta de regresién y = oy BZ X, es sistem&-
ticamente mayor que otra recta de regresibn

y = a, + 82 x, es decir, decidir si oy + Bl X
> o, + 82 X, para todo x de un intervalo I

(/13/) .

La extensifén natural consiste en la compara-

ci6n de curvas de regresifén polinémica, pro-

blema que ha sido abordado por Cuadras y San-
chez (/12/), pero que queda cCOomo un caso par-
ticular de la comparacién de modelos lineales
m&s generales (/18/).

En este trabajo se aborda el problema de com-
parar dos modelos lineales

Y1 = X1 81 + ey Y, =X, B, + e (1)
pero utilizando un enfoque geométrico consis-
tente en definir una distancia entre las fun

ciones de densidad paramétricas, asociadas a

GEODESIC DISTANCE;
COMPARISON OF REGRESSIONS.

MULTIVARIATE ANALYSIS OF

cada modelo.

Consideremos una clase de funciones de densi
dad paramétricas

5= {p (x, 8)} (2)

donde 8 = (el,...,em) es un vector paramé--
trico perteneciente a un subconjunto H de R™.
Podemos introducir en S una estructura de va
riedad V y definir un tensor covariante de -
segundo orden (gia) que dote a V de estructu
ra de espacio de Riemann o variedad rieman-

niana. Fue Rao (/21/) el primero en notar la
importancia de este punto de vista geométri-
co-diferencial. Rao (/21/), alegando razones
heurfsticas, propone gue el tensor métrico -
debe venir definido a través de la matriz de
informacién de Fisher (suponiendo verificadas

las convenientes condiciones de regularidad) .

955 = E [(Di 1n p) (Dj 1n pf] (3)
siendo

D, 1n ———§—lnp(x 8)

i P =38 ’

La distancia entre dos puntos de la variedad,
es decir, entre dos densidades pl, Py se --
calcula a través del elemento de arco, ds de

finido a través de:
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2 _ i j
ds” = 2 gij de™ ds
i,3
integrando convenientemente a lo largo de una curva
geodésica que una ambos puntos.

Diferentes autores han aplicado esta fecunda
idea para obtener distancias entre distribu-
(véase /2/; /4/; /17/; /1/). Se pue-
de probar, ademis, que imponiendo diferentes

ciones

condiciones a una distancia, se llega por --
via axiomdtica a la distancia propuesta por
Rao (véase /19/).

Desde este punto de vista la distancia en--
tre los dos modelos (1), suponiendo las con-
diciones usuales en los modelos lineales’nOE
males, es la distancia entre las distribucio

nes de probabilidad

2

2
N (X1 Bl' 9,4 I) N (X2 8

93

PX 1)
Obtendremos esta distancia para diferentes
situaciones sobre la matriz de disefio, la va
rianza, etc. También desarrollaremos algunos
contrastes de hip&tesis relacionados con las
mismas.

2, DISTANCIA ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES.

Consideremos el modelo lineal normal

Y ~ ﬁ ()EB,U2 I), donde X (nxm) es la matriz
de disefo, B = (Bl,...,Bm)' es el vector de
parédmetros de regresibn, Y = (yl,...,yn)' es
el vector de observaciones independientes de
la variable
del modelo.

2 .
observable, ¢ es la varianza

Sin embargo, para abordar el problema con ma
yor generalidad, utilizaremos la matriz de

diseno reducida X (/7/ y /9/). Designamos -~
por X la matriz kxm, que contiene las k fi--
las no repetidas de X. El nfimero k represen-—
ta las condiciones experimentales diferentes
bajo las cuales se obtienen réplicas de la
variable observable. Designamos por

D = diag (n1, Ny, -ee, nk) (4)

la matriz diagonal que contiene el nfimero de
réplicas n, obtenidas bajo la i-&sima condi-

cién experimental. Finalmente,

Y = (¥, Yor «oes ?k)' (5)

representa el vector columna con las medidas
muestrales calculadas para cada condicifn ex
perimental. Por ejemplo, dado el modelo li--
neal

Yy = By v By ey

tenemos n = 4, m = 2, k = 2 y ademés

]
1
a a4 oa

S 4 -
"
1
g
i
- a
L e

¥ = ((y +y,+v3) /3,y,) "

Volviendo al caso general, la estimacién por
minimos cuadrados de los pardmetros B son

é = (X i)‘ X' Y = (X' DX)~ X' DY (6)

y la suma de cuadrados residual es

Rg = Y'Y - B'X'Y = Y'Y - B'X'DY =

= Y'Y - ¥'DX (X'DX)” X'DY (7)
donde (X'DX)  es una g-inversa de X'DX. Es

facil ver gque podemos expresar también el -

modelo lineal como ¥ & N(XB,GZD_I).

Por otra parte, si consideramos la variedad
de las distribuciones normales n-variantes
de vector de medias u = XB, matriz de cova-
rianzas 020_1, e introducimos la métrica in-

formacional, obtenemos el tensor métrico
G=g¢g D (8)

(véase /14/, /3/). Como el tensor métrico es
constante, resulta que la geometria inducida
en la variedad paramétrica es Euclidea.
Consideremos ahora dos modelos lineales iden
tificados con las distribuciones N(XBl,ozD—l),
N(st,czD_l). Por todo lo dicho, la distancia
entre ambos modelos es la longitud de la cur
va geodésica que une los vectores paramétri--

cos 81, 82, que en este cas0 es una recta.

Luego la distancia (al cuadrado) es
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2

§ (61,82) = (u1—u2)' G (u1—u2)

2
(B,~B,) ' X'D (B4=B;) /0" (s

1

La estimacibén de la distancia puede conse-;
guirse tras sustituir en (9) los par&metros
8 por sus estimaciones (6). Entonces, si 02
es conocida, obtenemos

.y )
8,° (81,8, =

It

(Y1—§2)'Dx (X'DX)~ (X'DX) (X'DX)X'D (¥, -Y,)

(Y,-¥,) 'DK (X'DX)” X'D (Y,-¥;) / o2 (10)
Si la varianza comin 02 es desconocida, con-
sideraremos entonces los dos modelos conjun-
tamente a fin de calcular la suma de cuadra-
dos residual

2 -
iz} (¥; ¥, -8 X' DY) (11)
gue tiene 2(n-r) g.l, donde n es el nfimero
de observaciones y r es el rango de la ma--
triz de diseno. Yi es el vector de observa--
ciones, Yi es ;l vector de medias (i=1,2).
Sustituyendo ¢° por el correspondiente esti-

mador insesgado, obtenemos
~n -
§ (By:8y) =

=[2(n-r) (¥,-¥,)'DXx (X'D)7 X'D (¥,-,)] 7/
P (Y v -F x DT (12)
PR S - B, X' DY,)
Supongamos ahora que ambos modelos estén aso
ciados a una misma matriz de disefio reducida
X, pero que el nGmero de réplicas por condi

cién experimental es diferente. Indiquemos

Di = diag (ni1, LYPYRRR nik)
k
_ . (13)
i hiL “in vz

Entonces §1mN(xel;02D1'1),§2wN(x52,02D2'1),

es decir, ambos modelos tienen la misma es-
tructura en cuanto a parédmetros de regresifn
(condicién indispensable para que tenga sen-
tido su comparacién), pero distinta matriz -
de covarianzas. En este caso no es inmediato
definir una distancia porgue no existe una

transformacién continua que una dos puntos -
de la variedad correspondiente (salvo que Dl
sea proporcional a D2), pues en realidad es-
tamos en dos variedades paramétricas distin-
tas. Sin embargo, por razones que justifica-

mos en la seccibn siguiente, vamos a definir

una distancia. Sean

A, =D, X (X'D; X)7 X'Dy i=1,2
A = (Dy+D,) X [X'(Dy+D,) X|7 X' (D +D,)
B, = (X' D, X)” X' DY, i=1,2
T = (D,+D,) ¥ b3
= 1+ 2 (D1 Y1 + D2 Y2)

_ ~1
u o= (D1+Dz) 1p1 X 81 + D, X 32)

n.. = n (14)

1. * Do,

Por definicién, la distancia {(al cuadrado),

entre
2 -1 2 -1
N (XB,, 0 D, ) ¥y N (X B,, 0" D, ) es (15)
§2 (8,,8,) =2 ( % BIX'D.X8, — u' A u)/o>
3 Ppebl) = PRUERE St Rt " o

Con algo de esfuerzo se puede comprobar que
. 2
si D1 = D2, entonces 62(61,82) = 63(61,82).

La estimacién de esta distancia (al cuadrado)

es
2 2 _ _
= - [ - '
63(81,82)—2(n... 2r)(.)i1 Yi Ai Yi y'ay) /
5 1= (16)
(i£1 Yi Y, - Y. A, Y.)

Por otra parte, el caso de observaciones fal-
tantes, es decir, valores 0 en la diagonal de
Dl 6 D2, se puede abordar también modificando
las expresiones anteriores convenientemente -
(poner 0 en la observacién correspondiente,

sustituir Dgl por D;’ etc.). (véase /10/).

Finalmente, busquemos la distancia entre
N(XBl,cl2 I) vy N(XBZ,UZ2 I). Con las mismas
notaciones de antes y suponiendo ahora D1 =
D2 = D,_iongideremo§lla§ distribuciones
N(XBl,D 04 )’NBZ’D g, } . Ahora las varian-
zas son distintas. Este caso es bastante mis
complejo, resultando que el tensor métrico -
no es constante, luego la variedad no es --
Euclidea. La distancia (al cuadrado) dque se
obtiene (ver /20/), es

2 2 1+/0s2

8§, (B,,B8,) = 2n log  ——— (17)
4 1772 1- @::

siendo
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2 2
. ) ay, + 2 U, - 01)
12 -~ 2 2
Uiy * 2 { g, 01)

2
@y = (B;=B,) " X'DX (8,~8,) / n

Debido a que la variedad paramétrica cn cl
caso 012 =022 estd incluida en la variedad
paramétrica para 012 # 022, la distancia ob
tenida en el primer caso serd mayor, es de
cir,

2 2

6% (By,8,) = 8,7 (B8

3. COMPARACION ENTRE MODELOS LINEALES NORMA-
LES.

Sean los modelos lineales normales

; 2 2
N(XlBl,Ql ), N(X252,02
matriz de diseno reducida X. Diremos que am-

I), con la misma -
bos modelos son iguales si se verifica

Xg, = XB

1 2 (18)

2 1
Supongamos que una distancia d(Bl,Bz) es ce-
ro si se verifica (18), y positiva en caso
contrario. Es razonable entonces plantear el
contraste de hipdtesis

2

H :d
(o)

2
(81,62) =0, Hy: d (81,82) >0 (19)

La decisidén de aceptar Ho para un cierto ni-
vel de significacién, significa aceptar (18),
es decir, aceptar que la distribucién de los

vectores de observaciones Y Y., es idéntica

’
y por lo tanto tenemos el mismozmodelo para
ambos conjuntos de datos. Estudiaremos el --
contraste (19) bajo diferentes situaciones,

donde d serd alguna de las distancias defini

das en (9}, (15) &6 (17).

3.1. MATRICES DE DISENO IDENTICAS.

Supongamos Xl =X, = X, es decir Dl =D, =D
y también que 012 = 022 = 02 Expresando los
dos modelos conjuntamente tendremos

w
-
>
o
w™
1]

= - + 1 (20)

Entonces la suma de cuadrados residual serd
2

R = L (Y, 'Y,
_ i

- ¥Y.' DX (X'DX)” X' D Y,)
© i=1

i i i
(21)

con 2(n-r) g.l., donde X es la matriz de di-

scno reducida y r=ran(X).

La hipStesis HO, que implica XBl = XBZ,
mos plantearla en términos del andlisis de -

pode

la varianza como la hipdtesis lineal

. 1
HO' (X, - X) = 0 (22)

sobre el modelo conjunto (20). Vemos que (22)
es una hipdtesis lineal de rango r que es --
equivalente a 62(81,82) =0 (ver (9)). Sea ~
entonces ¥ = (Y, + ¥.)/2. Bajo H_, la distri

_ 1 2 -1 2 o =
bucién de Y es N(XB, (2D) ~¢7)

cuadrados residual es

y la suma de

2_g1 ' _1— v <z v 1 Tt Vv 4V
Rl =Y lYl+Y2Y2 2(Y1+Y2) 2DX(X'2DX) X ZD(Y1+Y2)/2
luego
R, %-R %2 = (F,-¥.)' DX (x'DX)” X'D (¥,-Y,)/2
1 (o] 1772 1 72

y por lo tanto, bajo la hip&tesis nula

(R12 - Roz) / r
F = P (23)
RO / 2(n-r)

sigue la distribucidn F de Fisher-Snedecor -

con r y 2(n-r) g.l. En consecuencia, la sig-

nificacidén de la distancia 62(81,52) se deci
de a través del estadistico

1 5 2
F = 3% 62 (51182) (24)

con distribucién F con r y 2(n-r) g.l., cuan
do Ho es cierta. Obsérvese que se llega al
mismo resultado obtenido por Cuadras (/8/),

pero ahora a través de un enfoque geométrico.

3.2. MATRICES DE DISENO DISTINTAS

Supongamos Dl # D2, luego kl # iz, aunque la
matriz de disefio reducida X sea la misma pa-
ra ambos modelos. Supongamos también 012 =

022 = 02. Planteamos ahora el contraste (19)
pero utilizando la distancia (15). Empleando
las notaciones (14), la suma de cuadrados re

sidual es

<2
o
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' vy Y.
(YjT Yi Yi Ai Yl)

con {(n..-2r) g.l.

Relacionemos ahora (22), es decir, la hipé-
tesis XBl = XBZ, con 632(61,62). Indigquemos
este valor comfin por XB. Segfin (14) resulta
entonces

1

u = (D1+D)_ (D1+D2)XB=XB

2
u'Au = B'X(D1+D2)X(X' (Dl+D2)X) X' (D1+D2)XB

2
= 1 - '
=g8'X (D1+Dz)XB = .Z B' X Di X8
i=1

X8, - XB imolica 8.2(a. a.) -
Luego XBl = XBz XB implica 63 (81,82) = 0.
Por otra parte, bajo esta hipbtesis, la dis-
tribucidén de ¥ = (D1+D2)_l (D
1

1Y1+D2Y2) es
N (X8, (D1+D2)— 02) y la suma de cuadrados re

sidual es

y:, bajo la hipbtesis nula 632(81,62) =0, re
sulta gque

2 2
(R -R") /r
F=— ° (25)
RO / (n..-2r)

sigue la distribucién F con r y (n.. -2r).

Relacionando (16) con (25), podemos utilizar
el estadistico

172
F =508, <B1.62) (26)
para decidir si aceptamos o rechazamos la

hip6tesis nula. Esta propiedad afiade otra -

justificacién a la definicién de 632(81,62).

3.3. PROBLEMA DE BEHRENS-FISHER

Supongamos ahora 012 # 022. Nos limitaremos
entonces al caso Xl = Xz. Deseamos comparar
los dos modelos, pero sin suposicién alguna
acerca de las varianzas. En realidad, vamos
a plantear una comparacién conjunta entre

(XBl,clz) y (X82022) utilizando la distancia

2 = e
64 . En efecto, obsérvese que se verifican

las igualdades XBl = X82,0 2 = 2

1 o, si y s6lo

si

2

S4

(81162) = 0.

El contraste (19) tomando la distancia 64,
podemos resolverlo a partir de un resultado
obtenido por Oller /15/. Los estimadores md

. , 2 ‘
ximo verosimiles de Bl,ci son

- -
Bi = (X'DX) X Yi
-2 2

g

;0= Ry (1) / n =

- ] vt t - ' _.
—(Yi Yi Yi DX (X'DX) X DYl) / n

Teniendo en cuenta (17) y sustituyendo paré-

.metros por estimaciones

~ 5 n A - -
420 = (B - By)' X' DX (By = 8)) /n
.= (?1 - Yz)' DX (X'DX)™ X'D (Y, - v,)
~y - ~
A —10124-2 (02—01)
12 - 2

sy * 2 (02 + 01)2

la estimacidén de la distancia (al cuadrado)

es
- 2 1 + /%12
8, (B4/8,) = 2n log ———7—-*_ 7
1 842

Para decidir si esta distancia difiere signi
ficativamente de 0, aplicaremos la propiedad
(/14/) de que bajo la hip6tesis nula, la dis
tribucibn de

22

n
2
puede aproximarse a una ji-cuadrado con
(r+1) g.l., si el nfimero de réplicas en to-
das las condiciones experimentales es sufi--

clentemente elevado.

4, DISTANCIA ENTRE MODELOS MULTIVARIANIES:

Consideremos ahora el modelo

Y =XB + E (27)

donde Y es una matriz de datos nxp, ﬁ es una
matriz de disefio nxm, B es una matriz de pard
metros mxp, E tiene el mismo orden que Y. Las
filas de Y contienen n observaciones p-dimen-
sionales estocésticamente independientes. Ca-
da observacién p-dimensional se asimila a un

vector aleatorio con distribucidn normal de
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matriz de covarianzas constante }. Por otra
parte, E contiene n filas estocdsticamente
independientes, cada una de ellas con distri
bucién N (0,2). En definitiva (27) represen-
ta el modelo general lineal del anflisis mul
tivariante de la varianza (MANOVA). Véase --
/247 y /9/ .

Consideremos ahora dos modelos
Y, = XB, + E Y, = XB, + E (28)

donde las matrices son todas del mismo orden.
Ambos tienen la misma matriz de disefio. Defi
nimos la siguiente distancia (al cuadrado) -
entre los modelos (28) como sigue

2

L¢ = tr (z'1

] 1 - -
(B,-B,) ' X'X (B -B,)) (29)
A continuacidn vamos a justificar esta defi-
nicién. Para cada variable observable del mo
delos (27) tenemos el modelo univariante

Y, = X Bi + ey 1

N

i

A
i)

(30)

donde y; es la columna i-ésima de Y, etc.
Consideremos entonces los siguientes vecto-
res columna
' L v vy
S CURERRS N B.=(B1,...,Bp),
LI |
..e ),

]
e = (e1,.. P

donde y, e son de orden np, B es de ordem

mp. El modelo (27) puede expresarse ahora co
mo

(31)

P (32)

el producto de Kronecker de la matriz identi
dad Ipcon la matriz X. Por otra parte, el --
vector aleatorio y sigue la distribucién nor

mal multivariante N (A B8, Eo) siendo
o n (33)

Los dos modelos (28) pueden entonces asociar
se a sendas distribuciones N(A Bl,ZO),

N(A 82,20). Si consideramos la variedad para
métrica de las distribuciones N(u,ZO), con

Zo constante, el tensor métrico es entonces

c=3:3""=:"e1 (34)

Luego, procediendo andlogamente a la defini-
cidén (9), la distancia entre ambos modelos -
es

2 -1

§ (51,32) = (81—62)'A' (L ® In) A (51—62)

(35)

Ahora bien, por las propiedades del producto
de Kronecker

v -1 - ~l -1 . ~=
A'(Z T@ In) A = (Ip ® X') (L ® In) (Ip ® X)
= (7" @ x1) (x, o %) = "V e x'x)

Como los elementos de esta matriz son

o3 x x 1,9 =1,0-s p
. -1 _ 15 .
siendo I = (077), desarrollando (35) obte
nemos
2 -
8% (By,By) =
P p i3 1,2, 2,3
= £ T (¢ (8,7-8.% x'x (8.'- 8.2
i=1 j=1 1 J i BJ '
(36)
h

donde Bi(h=l,2) es el i-&simo vector columna
de Bh(h=l,2). Relacionando (29) con (36) ve-
mos que
2 2
L = § (B1, 82) (37)
Luego la distancia L queda justificada por
tratarse de una distancia geodésica entre -
dos distribuciones normales multivariantes
con matriz de covarianzas ZO com@n.
Se obtiene una estimacién de L2 sustituyendo
en (29) los mardmetros por sus estimaciones.
Las estimaciones (en el sentido de los mini-

mos cuadrados) de Bl’ B, son

2

By = (X'0)7 X' Y, i=1,2 (38)

La matriz de dispersién residual para cada

uno de los modelos (28) es

R (1) = Y, (I-X (X'X)7 Xx") Y, i=1,2 (39)

matriz que sigue la distribucién de Wishart
Wp(Z,n—r), siendo r=ran (X). La estimacién
conjunta de la matriz de covarianzas comfin

L es

T = R, /2 (n-r) (40)
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siendo

Ro = Ro(1) + RO(Z) (41)

una matriz gque sigue la distribucién de
Wishart Wp(2,2(n-r)). Sustituyendo en (29) -
obtenemos

t?=2 (n-r(er (R (v,-v,) ' x (x0T k' (¥,-¥,)]

(42)

Podemos también utilizar la matriz de disefio
reducida para obtener otra expresifén equiva-
lente a (42) que generalice (12). Indiquemos
ahora por X la matriz de disefio reducida que
contiene las k filas no repetidas de %, por
¥ la matriz kxp que contiene los p vectores
columnas con las medidas muestrales (véase
(5)), y sea de nuevo D la matriz (4). Enton-
ces ’

r2 -1 v _3 ' ' - [ ¥V _V
L*=2(n-r)tr [R' (F,-7,) 'Dx (x'DX)” x'D (¥,-%,]

(43)

Consideremos ahora el caso de que los dos mo
delos multivariantes (28) tengan matrices -
de disefio distintas il'ﬁz’ pero misma matriz
de disefo reducida X (condicién indispensa--
ble para que tenga sentido comparar ambos mo
delos) . Entonces Dl # D2. Como en el caso --
univariante, no existe una distancia geodési
ca entre ambos modelos, pues las distribucig
nes de Yl’ Y2, estln asociadas a variedades
paramétricas distintas. Definamos entonces
las matrices A., A como en (14), y las ma-
trices B

1 Y, + D, Y

¥ 1 2 2)

-1
(D1+D2) {D
(44)
M

-1
(D1+D2) (D1XB + D

1 2%XBy)

Por definicién, tomaremos como distancia --—

(al cuadrado), entre los modelos Y1 =

= X1B1+E1’ Y2 = X2B2+E2, a la siguiente can
tidad

2
Li = 2tr£z‘1 [( I

. B'; XD, X B,)-M' A M]}

1
(45)
donde I es la matriz de covarianzas comn a
ambos modelos. Con algo de esfuerzo se pue-
de probar que si il = ~2, entonces L = Ll’
y que XBl = XB2 (ambos modelos son iguales)

implica Ll = 0. Por otra parte, la estima--

cién de (45) es
r2 -1 2 _ = =
Ly = 2.-2m) e {mDT [ ; Y.'AiY.)—Y'AY]}

Finalmente, la distancia entre dos modelos
normales multivariantes con distinta matriz
de covarianzas, es un problema actualmente
no resuelto, por la sencilla razdén de que -
todavia no se conoce la distancia geodésica
entre dos distribuciones normales N(ul,Zl),
N(uz,Zz), con Zl # 22, aunque se han obteni-
do algunos resultados parciales (/16/, /3/,
/6/) . En otras palabras, no estamos en condi
ciones de generalizar (17) al caso multiva--

riante.

5. COMPARACION ENTRE MODELOS MULTIVARIANTES.

Diremos que dos modelos lineales normales --

multivariantes

=X, B, + E Y, = X

¥y 1 By 1 2

2 72 2 (47)
con la misma matriz de diseno reducida X, -

son iguales si

XB1 = XB2 (48)

Como en el caso univariante, plantearemos -

el contraste de hip6tesis

2 _ L2
(By, By =0 H,: d

Ho: 4 bt (B1, BZ) 2 0

(49)

donde d(Bl’ B2) es una distancia que vale -

cero si se verifica (48). Estudiemos prime-

ro el caso il = iz. La matriz de dispersién
residual conjunta para los modelos (47) es
2
= ' -yt 1 “X'D YV
RO = ii] (Y i Yi Yi DX (X'DX) X'D Yi)
(50)

cuya distribucifn es Wishart Wp(Z,Z(n—r)).

Si se verifica la hip6Stesis nula L = 0, es

decir, si se verifica (48), entonces la ma-
triz de dispersidn residual es

2
Ry = (I ¥.v,) -
i=1 11

- (Y )-

+Y2)' DX (X'DX)” X'D (Y1+Y2

0f =

1
Yy por lo tanto, la matriz de la desviacién

de la hipStesis es

Ry - R, = (Y,=Y,}' DX (X'DX)” X'D (Y,-v,) /2

[o]

Sean ahora Xl""’xn los valores propios de
IRO respecto |Rl. Entonces, para decidir si
se verifica (48), podemos utilizar el esta-

distico

-5 [g] -y
v=tr [Ry' (®R;-R)] = 151 (1=x;) /A (51)
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que se conoce como criterio de Lawley-Hotel-
ling (vé&ase /9/).
Comparando (51)

con (43) obtenemos

2

vV = i / 4 (n-r) (52)

La prueba de significacién de L2 se hace a
través del criterio de Lawley-Hotelling, que
en casos especiales es equivalente a la dis-

tribucién F.

Finalmente, consideremos el caso il # iz, es
decir, Dl # D2. Entonces, como en el caso --
univariante, se comprueba que la matriz de
dispersibén correspondiente a la desviacién

de la hipStesis es

2
fR.l—-(RO= .Z Yi' Ai Yi—Y'AY (53)
i=1
Relacionando (53) con (46) vemos que
v=1%/2 (n..-21)
1 (54)

y la significacién de Ll se comprueba tam--
bién a través del criterio de Lawley-Hottel~
ling. Para realizar esta prueba de significa
cibén se puede utilizar la aproximacién (Seber

/24/)

donde F sigue una distribucidn Fa siendo

/b
en este caso

a = dr b = 4+(a+2)/(B-1)
c = a(b-2) b (n..-2r-d-1)
B = {(n..-r-d-1) (n..-2r)/(n..-2r-d4-3) (n..2r-4)

6. CONCLUSIONES Y APLICACIONES.

La distancia entre modelos lineales normales
se puede obtener enfocando el problema como
distancia geodé&sica en una variedad paramé--
trica de distribuciones normales. La distan-
cia resultante es doblemente interesante, --
pues es invariante, tanto por transformacio-
nes admisibles de los parémetros, como de --
las variables aleatorias. La distancia ha si
do estudiada bajo diferentes situaciones: --
idéntica matriz de diseno, nGmero de répli--
cas distintas, varianzas diferemtes. En los
dos primeros casos, la prueba de significa--
cidén de las distancias obtenidas se resuel--

ven mediante el test F. En el Gltimo caso, -

bajo ciertas condiciones, a través de una --
aproximacién asintdtica a la distribucién ji-
cuadrado.

La generalizacifén al caso multivariante no

presenta dificultad en los dos primeros ca-
sos. La prueba de significacién nos lleva en
tonces al criterio de Lawley-Hottelling. Sin
embargo, no estd resuelto actualmente el ca-

so de matrices de covarianzas distintas.

Las distancias obtenidas pueden aplicarse a

17 PoreeeiPy

poblaciones estadisticas. Supongamos que los

la siguiente situacidn: sean P

datos de una cierta variable observable se

.asimilan a una distribucién N(iiei,oizl) pa-

ra la poblacién p;- Calculando entonces la
matriz A de interdistancias entre las g po-
blaciones, podemos aplicar las té&cnicas usua
les de anélisis de datos multidimensionales:
andlisis de coordenadas principales, andli--
sis de proximidades, andlisis "cluster", etc.,
a fin de representar y clasificar las g pobla

ciones.

/22/, /11/, exponen un estudio sobre la pobla
cién de N nifios sospechosos de padecer Diabe--
tes Melitus. A cada nifio se le mide la varia-
ble observable "glucosa" para distintos valo-
res de una variable independiente t (tiempo) .
Entonces se calculd la curva de glucemia ajus
tando "glucosa" a un polinomio de grado 3 en

la variable t. Se realizd exactamente lo mis-
mo para la variable "insulina", y para cada -
nifio se obtuvo entonces un modelo normal biva
riante. Calculando a continuacifn la matriz -
de distancias entre los N nifios, y efectuag
do un andlisis de coordenadas principales, --
junto con la obtencidn de un dendograma, se -
obtuvieron 4 grupos principales, que permitie
ron establecer grupos clinicos que fueron de

utilidad para el diagndstico de la diabetes.
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