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LA COMBINATORIA POLIEDRICA Y EL. PROBLEMA DEL VIAJANTE.

APLICACION AL CASO DE CIENTO TRES CIUDADES ESPANOLAS.
RAMON ALVAREZ-VALDES, ANGEL CORBERAN, JOSE M. TAMARIT
UNIVERSIDAD DE VALENCIA

El trabajo resume los resultados de la aplicacidn de la Combinatoria Poliddrica al Problema
del viajante (TSP): definicién del poliedro, dimensidn, desigualdades vdlidas, facetas. Es-
tos resultados se aplican al caso concreto de encontrar el circuito para el TSP de coste mi

nimo que recorre ciento tres ciudades espaiiolas.

Se trata de un proceso interactivo en el que, para cada solucidn de la relajacién lineal del
problema, obtenida mediante la aplicacién de un eddigo comerctal de Programacién Lineal, se
identifican las restricciones violadas y se ineorporan manualmente al problema relajado en
la iteracidn siguiente. Fn nuestro caso, la séptima resolucidn del problema lineal, al que
se habian incorporado 68 nuevas restricciones, proporeiond la solucidn Sptima.

Keywords :
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1. INTRODUCCION,

El problema del viajante (TSP) puede plan-
tearse de la forma siguiente: un viajante de
be visitar cada una de las ciudades de su zo
na exactamente una vez y volver a su punto
de partida. Conocidos los costes de desplaza
miento entre cualquier par de ciudades, cc6-
mo debe realizar su itinerario de forma que
visite cada ciudad exactamente una vez y que
el coste total del circuito sea mfinimo?. En
términos de Teoria de Grafos, el problema es:
dado un grafo G=(V,E), donde V es un conjun-
to de vértices y E un conjunto de arcos o
aristas, con costes no negativos asociados,
encontrar un circuito de coste mfnimo que
pase exactamente una vez por cada vértice de
V. En el presente trabajo nos referiremos ex
clusivamente al TSP simétrico, en el que el

grafo G es no dirigido (ci = ,¥(1i,j)€E).

3751
Se trata de un problema clisico de la Optimi
zacién Combinatoria y es uno de los gue ma-
yor atencidn ha recibido durante més de
treinta afios. El TSP pertenece a la clase
NP-completo (/11/) y por tanto parece muy

improbable que se encuentre un algoritmo -

TRAVELLING SALESMAN PROBLEM; FACETS; CUTTING PLANES; LINEAR PROGRAMM-

que lo resuelva en tiempo polinomial.

Desde 1954, numerosos investigadores han
desarrcllado algoritmos tanto heuristicos
como exactos para resolver problemas de ta-
mafio cada vez mayor. La razdn de este inte-
rés es doble: por una parte, el gran nfimero
de problemas reales en los que el TSP da la
solucidén o aparece como subproblema (proble
mas de rutas de vehiculos, secuenciacién,...)
Por otra parte, técnicas desarrolladas ini-
cialmente para este problema han sido luego
adaptadas con éxito a otros problemas de Op-
timizacién Combinatoria, como ocurrié con la
Relajacién Lagrangiana desarrollada por Held
y Karp /10/ para el TSP y cuyo uso se exten-
dié posteriormente a otros muchos problemas.
El mismo té&rmino "Branch and bound" fué acu-
nado por Little et al. /15/ en relacién con
su algoritmo para el TSP.

Damos ahora un breve resumen de los algorit-
mos heuristicos y exactos aparecidos en los

Gltimos afios. Muchos algoritmos heuristicos
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han sido propuestos para la resclucidn apro
ximada del TSP. Entre todos ellos destacare
mos el algoritmo de Christofides /2/ que es
el que asegura para cualquier ejemplo del
problema un menor alejamiento respecto del
6ptimo y que es un algoritmo polinomial ba-
sado en el célculo de un &rbol generador de
minimo peso y un acoplamiento minimo, y el
algoritmo de Lin y Kernighan /14/, basado -
en técnicas de blsqueda local, gue propone,
partiendo de una solucidn posible inicial,
ir realizando intercambios de aristas que
conduzcan a soluciones progresivamente me-
jores.

Los algoritmos exactos se dividen en dos oran
des arupos: alcoritmos basados en la Proara-
macién lineal y alooritmos basados en té&cni-
cas de branch and bound. Dantzig et al./4/
fueron los primeros que propusieron un algo
ritmo exacto para la resolucidn del TSP, —-
usando la programacidn lineal de forma ite-
rativa e introduciendo en cada iteracidén --
nuevas restricciones incumplidas por la so-
lucidn lineal, hasta obtener la solucidn en
tera. Sin embargo, este tipo de algoritmos
cayd en desuso en los afos 60 debido al de-
sarrollo de técnicas de branch and bound --
desde las propuestas por Little et al. /15/
y Held y KRarp /10/ hasta las mds recientes
de Balas y Christofides /1/, cuyo algoritmo
es el mejor hasta la fecha para el TSP asi-
métrico. Los mé&todos de branch and bound,
que han demostrado ser muy eficientes en
problemas de tamafio medio, parecen dificil-
mente aplicables a problemas de mayor tama-
fio, debido a su alto coste computacional .
Esta razbén, junto con el gran desarrollo de
la Combinatoria Polié&drica durante la Glti-
ma década, ha propiciado el redescubrimiento
de las técnicas de planos de corte, funda-
mentados ahora en el conocimiento de la es-
tructura del poliedro de soluciones posibles.
En este terreno cabe citar los trabajos de
Grotschel y Padberg /7/, Grotschel /8/, ---
Crowder y Padberg /3/, Padberg y Hong /16/
y Grotschel y Padberg /9/, que resuelven —--
problemas de hasta 300 vértices.

Nuestro trabajo presenta la resolucién heu-
ristica y exacta de un problema real de 103
ciudades espafiolas. El algoritmo heurfstico
utilizado parte de una solucidn inicial pro
porcionada por el algoritmo de Christofides
/2/ y la mejora siguiendo las ideas del al-

goritmo de Lin y Kernighan /14/ y aparece

descrito en la Seccidén 3. En la Seccibn 4 se
resumen las ideas bdsicas de Combinatoria Po
liédrica que han sido necesarias en el . pre-
sente trabajo y se describe el algoritmo uti
lizado, que sigue la linea de los trabajos -
de Dantzig et al. /4/ y Grotschel /8/. La
Seccidn 5 presenta el problema en estudio y
su resolucidn mientras que la Seccidn 6 re-

coge las conclusiones.

Se trata de una técnica nueva, todavia poco

probada. El presente trabajo incluye las ~--

ideas en las que se basa y presenta el pro-

ceso completo de su aplicacidn sobre un pro

blema concreto, con lo que se ilustra su ma

nejo y se aporta una nueva experiencia compu
tacional a las ya existentes en la literatu-
ra. (1)

2. NOTACION.

En esta Seccidn seguiremos bdsicamente la no
tacidén utilizada por Grotschel /8/.

Consideraremos grafos G=(V,E) no dirigidos,
sin bucles ni aristas mGltiples. El conjunto
de vértices V, gue representa las ciudades
serd {1,2,..
se denotan (i,j), i#j. Un grafo con n vérti~-
ces es completo si E={(i,j), ¥i,jev, i#j} vy
se denota Kn=(V,E). Un conjunto C de k aris-
tas, k>3, tal que C={(V1,V2),(V2,V3),---r
(vk,vl)}, vi;évj es un ciclo de longitud k.
Los ciclos de longitud n se denominan circui

.,n}. Las aristas del conjunto E

tos o tours y los ciclos de longitud menor
que n, subcircuitos o subtours.

Si Cl,Cz,...,Cr
vértice estd exactamente en un ciclo, la

son ciclos tales que cada

unidén de los ciclos es un acoplamiento de
cardinalidad 2. Por tanto, cada tour es un
acoplamiento de cardinalidad 2.

Para lcs subconjuntos WcV y FcE denotamos:

V(F)={iegV: i est8 en una arista de F}
E(W)={(i,j)eE, 1eW, JeW}
Si {xe,esE} es un conjunto de variables in-

dexadas por E, FCE y WCV escribiremos:

x(F) = ] x_, vy x(W=x(EW)).
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3. EL ALGORITMO HEURISTICQ.

Como se ha mencionado en la introduccidn, he
mos wutilizado un algoritmo que sigue las -

ideas del algoritmo de intercambio de Lin y

Kernighan /14/ para hallar soluciones progre
sivamente mejores a partir de una solucidn )
inicial obtenida por el algoritmo de Christo
fides /2/.

Dado un grafo G=(V,E), el algoritmo de Chris
tofides consta, b&sicamente, de las siguien-

tes etapas:

a) Encontrar un drbol generador de minimo

peso, S, en G.

b) Identificar todos los vértices de grado
impar en S. Resolver un acoplamiento --
perfecto de minimo peso en el subgrafo
inducido por S en G. El grafo formado
por las aristas del &rbol y del acopla-
miento es euleriano y por lo tanto exis
te un circuito que, partiendo de cual-
quier vértice, atraviesa exactamente -

una vez todas las aristas.

c) Transformar el circuito euleriano en un

circuito para el TSP.

La ventaja de este algoritmo es que asegura
la obtencién de una solucién posible en tiem
po polinomial y gque el valor de esta solu-
cidn nunca excede en mis de un 50% el valor
de la solucibn Sptima.

Esta solucién puede ser mejorada f&cilmente si-
guiendo el esquema de intercambio basado en
el trabajo de Lin y Kernighan /14/:

a) Partir del circuito para el TSP obteni-
do anteriormente.

b) Mejorar el circuito utilizando un k-cam
bio (para un k dado, un k-cambio es la
eliminacién de k aristas del circuito y
Su reemplazamiento por otras k aristas
que formen un nuevo circuito para el TSP

con coste menor).

c) Continuar la etapa anterior hasta que

no pueda obtenerse una mejora adicional.

La solucidn asi obtenida recibe el nombre de
k=6ptimo y es un 6ptimo local, no necesaria-

mente un Optimo global. En general, cuanto -

mayor sea el valor de k en el procedimiento
descrito, mejor serd la solucidn, pero el
coste computacional crece rapidamente con el
valor de k. Asi pues, se hace necesario un
equilibrio entre la proximidad el &ptimo y
el coste computacional, que depende en gran
medida de la intuicidn y del estudio empiri-
co del algoritmo. Estudios realizados por -
Lin /13/, Lin y Kernighan /14/ y Golden et
al. /6/, sugieren que las soluciones 3-86pti-
mas son mejores gue las 2-O6ptimas, pero que
las 4-8ptimas no son lo suficientemente mejo
res que las 3-Optimas para justificar el in-

cremento del coste computacional.

UN_ALGORITMO
[ORIA POLIEDRICA,

ACTO BAS ‘ -

Esta seccidn resume los resultados de la --
aplicacidn de la Combinatoria Poli&drica al
problema del viajante, asi como su utiliza-
cidn en la construccidn de un algoritmo efi

ciente para su re solucidn.

4.1.— El poliedro del TSP y poliedros aso-

ciados.

El problema del viajante puede ser formulado
como sigue: a cada arista eeE asociamos una
variable X, Y a cada circuito T<cE le asocia-

. . . T
mos un vector de incidencia x” tal que

1 sieceT
0 en caso contrario

Como |E|=§n(n—1)=m, x e,

El poliedro del viajante ser& la envoltura
convexa de los vectores de incidencia de to

dos los circuitos en Kn:

T T s :
Qn = conv {x" eR™ / T es un circuito de Kn}

Por tanto, a cada vértice de Qg le correspon
de un circuito en Ky viceversa. Si tuviéra
mos una caracterizacidn completa de Q? en -
términos de igualdades y desigualdades linea
les, el problema se podria resolver mediante
la programacidn lineal, pues se reducirfa a:

\ n
min c¢x: xaQT.

Para conseguir el mayor acercamiento posible
; ‘2 ; n .
a la caracterizacidén lineal de QT vamos a ir

definiendo una serie de poliedros cuya carac
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terizacidén es conocida y que contienen a

n
Qp-

N, .n p .
Por su definicidn, QT estd contenido en el

hipercubo unidad

{xer™ / 0<x, <1, Ye £ E}

Ademds, todo circuito T ha de cumplir que

cada vértice sea incidente con exactamente
dos aristas de T, con lo que el circuito ha
de satisfacer el sistema Ax=2en, donde A es
la matriz de incidencia vértices—-aristas de
Kn Yy en un vector columna de unos. Esto su-

pone que

Qg c Q: ={xer" / Ax=2ep, 0<x,<1, YeeE}.

El poliedro QR contiene estrictamente a Q;.
Sus vértices incluyen, ademis de los corres
pondientes a los vectores de incidencia de
los circuitos, los vectores de incidencia -
de los subtours y vértices fraccionarios en
los que O<xe<l para algunas ecE. Para obte-
ner un poliedro m&s cercano a Q; hemos de -
eliminar los vértices de los subtours y los
vértices fraccionarios. Para ello utilizare

mos planos de corte.

4.2.- Desigualdades validas y facetas del

poliedro Q7

Una desigualdad ax<a, se dice que es vdlida
para Q; si todos los puntos del poliedro -
la cumplen, es decir, si Qgc{xeRm/axiao}
Una desigualdad valida ax<a  define una ca-
ra propia de Q; si algunos puntos del polie
dro, pero no todos, la satisfacen como igual
dad, es decir

¢#Q¥ﬂ{x€Rm/ax=ao} #Qg

Una desigualdad vilida define una faceta si

define una cara propia maximal, es decir, no
contenida en ninguna otra. Dos facetas defi-
nidad por axiaO y bxibo son equivalentes si

Q; N {xer" / ax = ag } = Q; N{xer" / bx = by}

8i K es el nfimero de diferentes clases de
facetas equivalentes de Q; y elegimos de
cada clase exactamente una desigualdad --

alxiaé, i=1,...,K, junto con las igualdades

Ax=2en que todo punto de Qg debe cumplir, en

tonces

m i i,
0 ={xerR / Ax = 2e,, a xZa, i=1,...,K}

. o . n
Esta caracterizacidn lineal de QT es no re-

dundante, es decir, si quitamos alguna igual
dad de Ax=2en o alguna desigualdad alxia; P

el poliedro de la derecha ya no es Q;.

Esto significa que las facetas son los mejo-
res planos de corte posibles, pues sélo el
conocimiento de, al menos, un elemento de ca
da clase de facetas de Qg proporciona una ca
racterizacidén lineal completa y no redundan-
te. Por tanto, a la hora de afiadir planos de
corte, deberiamos usar desigualdades que de-—
finan facetas. Las desigualdades validas que
no definen facetas no bastan para delimitar
el poliedro de inter&s y su efecto es incier
to, aunque en algunos casos puedan ser sufi-
cientes para obtener la solucidn Sptima del

problema entero.

La importancia de las facetas justifica su
caracterizacidén y el desarrollo de métodos

de obtencidn. La caracterizacidn de una fa-
ceta viene dada por el siguiente teorema de

la Teoria de Poliedros:

TEOREMA: Sea pcR" un poliedro y supongamos
que A es una matriz mxn‘y beRm, tal
que la envoltura afin de P aff(P) =
={xeR"/Ax=b}.

Sea F una cara no vacia de P. Las
siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

a) F es una faceta de P.

b) F es una cara maximal propia de P.
c) dim(F) = dim(P) - 1.

d) Existe una desigualdad valida
cx<c, para P con las siguientes
propiedades:

(dl) F={xeP/cx=co}.

(dz) Existe xeP/cx<co, es decir,
la desigualdad es propia.

(d3) Si otra desigualdad dzx<d
védlida para P satisface
FC{XEP/dx=dO}, entonces exis
te un escalar o>0, y un vec-
tor XeRm, tales que

d=oc+AA vy d_=ac_+Ab.
o o

En las condiciones (c¢) y (d) se basan los mé-
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todos usados para probar gue una desigualdad
vélida cxsc, define una faceta. El mé&todo
directo, basado en (c}, consiste en probar
que la dim(F) es dim(P)-1, construyendo un
conjunto de k=dim(P) vectores xl,xz,...,xk,
generalmente vértices de P, que satisfacen
CX;=c, Yy son afinmente independientes. El mé
todo indirecto, basado en (d), supone la =--
existencia de una desigualdad v&alida dx<dg
tal que FC{xeP/dx=dO} y a partir de la es-
tructura de la matriz A y las propiedades de
los puntos de P que satisfacen cx=c_, obtie-
ne a y A de forma que d=ac+AA y do=uco+kb,
con lo que cx<c, es una faceta.

El mé&todo directo precisa como requisito in-
dispensable .el conocimiento de la dimensién
del poliedro. En el caso del viajante ----
dim(Q;)=§n(n-3), es decir, el nlmero de com-
ponentes del vector de incidencia in(n-1) me
nos el nGmero de iqgualdades existentes en la

definicién del poliedro n (/12/).

Los planos de corte que se detallan a conti-
nuacidn se han obtenido de forma que elimi-
nen los vértices de los subtours y algunos
de los vértices fraccionarios de QX ya men-
cionados y cuentan, ademds, con el respaldo
tedrico de ser desigualdades validas que de-
finen facetas de Qg, con lo que su inclusidn
nos permite avanzar en la caracterizacidn 1i
neal del poliedro Qg.

Para eliminar los vértices correspondientes
a los subtours, Dantzig et al. /4/, introdu-
jeron las restricciones de eliminacidén de
subtours:
xw < |w| -1, vwcv, 2<|w|<n-1 (1)
Estas restricciones son desigualdades v&li-
das para Q; y definen facetas WWcV,
3<|W|<n-3. Ademas, las restricciones
x(W)<|W|-1 y x(W')<|W'|-1 definen facetas
equivalentes si y s6lo si W=V-W' (/7/).

Si definimos Qg= {xeQ) / x satisface (1))
es obvio que Qg no tiene otros vértices
enteros aparte de los vectores de incidencia
de los circuitos, por lo que Qg =

= conv{erg/x entero}.

Veamos ahora algunas restricciones que eli-
minan vértices fraccionarios. Edmonds /5/ in

trodujo las restricciones de acoplamiento de

cardinalidad 2:

k
Zxw) < fug| + 11 (2
L0 -
donde
Wora W CV, fWoMwyl=t, |w;l=2, i=1,...k, k>1
e impar.

Si definimos Q;M =

=conv{xMeR"/M es un acoplamiento de cardinalidad 2 en Kn}

=conv{erX/x entero}

- n  ex
Edmonds demostrd que QgM={erA/x verifica (2)},
con lo que sus restricciones eliminan los vér
tices fraccionarios de QX sin afiadir otros -

nuevos.

Sin embargo, aunque por separado (1) elimina
los vértices de los subtours y (2) los vérti-
ces fraccionarios de QX, incorporadas conjun-
tamente el poliedro QZanM tiene nuevos
vértices fraccionarios, producidos por la in-
terseccidn de los subespacios definidos por

las restricciones (1) y (2).

Una clase mas amplia de desigualdades que in-
cluye las restricciones de acoplamiento como
caso particular son los "peines": dados
Wy Wopeno, Wy
|wi—wo|31. i=1,...

cV, tales que |wonWi[31, i=1,...,k;
'k WinWj=¢, ¥i,j, k>3 e

impar

k k

Zxy) < |ugl + Z (wi-1]) - xeny/2 (3)
Lz0 i=1

El conjunto WO es el "mango" y los conjuntos

W, los "dientes" del peine.

: n
Estas desigualdades definen facetas de QT Y,
ademds, dos peines con conjuntos de vértices
(W, Wyr i=1,.00K), (wg,w%, j=1,...,h) defi-
nen facetas equivalentes si y s6lo si h=k,
WO=V—Wé, Wi=wi, i=1,...,k (/7/).

Si definimos el poliedro Qj =
={er2 / x satisface (1) y (3)} , entonces
Q$CQECQ2nQ2M, y estas inclusiones son estric-

tas para n>8. Aunque las facetas expuestas
no caracterizan totalmente Q;, el poliedro
n

QC

piado su uso como relajacidn del conjunto de

es una buena aproximacién y parece apro-

soluciones posibles del TSP, especialmente

porgue la estructura de sus facetas es bas-
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tante simple. Sin embargo, el problema de ETAPA 3: Identificacidn de los subtours y de
programacidén lineal: los peines gue se violan en la solu-
a . cién x7. Si no hay ninguno, ir a la
min cx ; XEQc etapa 5. En otro caso, ir a la eta-
pa 4.

no puede ser resuelto usando directamente un

cb6digo de programacién lineal, debido al ni- ETAPA 4: Hacer ke=k+1.
o C .

ero de restricciones de los tipos (1) y (3), Incorporacidn de las restricciones
tal i 1 .

al como puede apreciarse en la Tabla 1 encontradas en la etapa 3 (Bx<b) al

TABLA 1 problema lineal, obteniendo
Relacién entre el nuimero de restricciones y el Q = Qk_1U{X / Bx<b} y asi
tamafic del problema PLk = {min cx; erk}.
Volver a la etapa 1.

N2 vértices N9 subtours N2 peines
6 25 60 N
ETAPA 5: Iniciar un proceso de branch and
10 >0t 8841970 bound para encontrar la solucién en
. 5 18 -
20 5% 10 . 1.5x10 tera 6ptima, fijando alternativamen
50 5 x 1014 1060

te a 0 y a 1, en cada nivel, una de

las componentes no enteras de la so
lucidn xk
Esta dificultad puede ser superada incorpo-
rando de forma iterativa las restricciones
que realmente son necesarias en cada momento, 5. SOLUCION_DE UN_PROBLEMA DE 103 CIUDADES
como describiremos en el apartado siguiente. ESPAROLAS.
Este proceso no asegura tedSricamente la ob-

tencidn de una solucidn Sptima entera, va Tal como quedd expuesto en la introduccién,
que el poliedro Q; no estd totalmente carac nuestro objetivo es probar la validez del
terizado, por lo que podria ser necesario en algoritmo heuristico descrito y la posibili-
algln caso acudir a un proceso de branch and dad de resolver exactamente el problema a
bound que, partiendo de la solucidn lineal partir del conocimiento de la estructura del
obtenida, consiga la solucién entera 6ptima. poliedro de sus soluciones posibiles Qg. Para

ello vamos a aplicar los algoritmos de las

secciones 3 y 4 a un problema real.
4.3. Esquema del algoritmo basado en planos

de corte.

5.1.- Descripcién del problema

. n
Nuestro problema es: min cx; xeQ,, . Comenza- c .
) T Aungue el problema del viajante tiene muchas
mos resolviendo un problema lineal mds senci , . .
. n = aplicaciones en otros campos, parece apropia

llo: min cx; xeQ,, es decir, min cx; . ,
A do y es ya comln en la literatura el usar co
s.a. Ax=2e_, y vamos afiadiendo restricciones . . . P
n ~ mo ejemplos de aplicacidén de nuevas técnicas
que se violan segflin el esquema siguiente: . .
g d g de resolucidn problemas de ciudades y redes

de carreteras. Asi, el trabajo de Dantzig et
LTAPA 0: Inicializacidn. -
0 n al. /4/ de 1954, resolvia el problema para
Hacer k=0; =Q,; PL.={mi ; s
QO QA 0 {min cx XEQO} 49 ciudades de Estados Unidos, mientras Grdts-

A 1 chel en 1980 lo resolvia para 120 ciudades de

ETAPA 1: Resolucidén de PL_ mediant 5di-
k iante un codi la Repfliblica Federal Alemana /8/. Por ello nos

o de programacidén lineal, ob i

g prog aly tinleﬂ decidimos por un problema de ciudades y carre-

do la solucidn Sptima lineal x -«
P teras espafiolas. La eleccidén m&s natural es la

k de construir el circuito de longitud minima en
ETAPA 2: Comprobacién de la solucidn x' . Si . s s :
k tre las 47 capitales de provincia peninsulares.
corresponde a un circuito, fi ) :
P c ito, fin (x Este primer problema es relativamente sencillo
es la solucidn Sptima del TSP). En . . -
Yy su resolucidn no ilustra suficientemente la
otro caso, ir a la etapa 3. . .
! P potencia del método que se intenta exponer. -

Por ello, hemos ampliado el nlmero de ciudades
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a 103, con lo que nos encontramos ante un
problema de gran dimensidn (el nlmero de va-
riables es ahora 5253) qde puede ser un buen
banco de pruebas para los algoritmos propues
tos. El criterio de inclusidén de las 56 ciu-
dades no capitales es, bisicamente, el de su
poblacidn, aunque con ciertas matizaciones.
Asi, se han excluido las ciudades de los cin
turones industriales de Madrid, Barcelona,
Bilbao y Valencia, cuya excesiva proximidad
a las grandes capitales suponia aumentar el
nimero de ciudades sin por ello aumentar la
dificultad del problema. Por el contrario,

se han incluido otras ciudades de poblacidn
relativamente pequefia (Jaca, Ciudad Rodrigo,
Seu d'Urgell,...) que resultaban de interés
por otros factores como proximidad a fronte
ra, representacidn de regiones poco pobladas,
... Las distancias entre las ciudades han si
do obtenidas a partir del mapa de carreteras
del MOPU (sin gue se pueda garantizar la to-
tal precisidn). Se han utilizado carreteras
nacionales y provinciales, recurriendo a las
carreteras comarcales s8lo en casos muy limi
tados en los que su uso nos parecid impres-
cindible. La lista de las 103 ciudades apa-

rece en el Apéndice A.

5.2.- Una solucidn posible inicial

Antes de resolver el problema exactamente,
nos planteamos la obtencién de una buena so
lucidn posible en base a dos objetivos: en
primer lugar, conseguir una "buena" estima-
cidn del coste del circuito Sptimo y, en se-
gundo lugar, la reduccidén del tamafio del pro
blema, por medio de la eliminacién de varia-
bles que pudieran fijarse a 0 6 a 1.

La idea de la reduccidn del tamafio del pro-
blema fue ya descrita por Dantzig et al. --
/ 4/, y consiste bédsicamente, en lo siguien
te: representamos por Ej el coste reducido

de una variable x. en la solucidn Sptima del
P.L. y sea d la distancia entre el valor de
una solucidn posible y el valor &ptimo de la
funcién objetivo del problema lineal.

aquellas variables no b&sicas Xj que toman

Todas

el valor 0 en la solucidn 6ptima del PL, pa
ra las que Ejzd, pueden ser fijadas a 0, --
pues su incorporacidén a la solucidn del TSP
produciria un aumento en el coste que lo ha
ria superior al de la solucidn posible ya -

conocida. Andlogamente, aquellas variables

no bisicas Xj que toman el valor 1 en la so-
lucidn b6ptima del PL y para las gque Eji-d '

pueden ser fijadas a 1.

La solucidn posible se obtuvo utilizando el
algoritmo descrito en la seccidén 3. La prime
ra parte del algoritmo heuristico produjo un
circuito eureliano de 9579 km. que se mues-
tra en la Figura 1. La Figura 2 representa -
la transformacién del circuito euleriano en
un circuito para el TSP de 9236 km. de longi
tud y, finalmente, la Figura 3 muestra el --
circuito mejorado seglin la seqgunda parte del
algoritmo descrito y cuya longitud de 8307
km. representa una desviacidn del 4.2% res-

pecto de la solucidn Sptima del problema.

5.3.- Solucidn exacta del problema mediante

el algoritmo de planos de corte.

Comenzamos con el poliedro nga , es decir,

con el problema lineal:

min cx ; s.a. Ax = 2en

Este problema tiene 5253 variables y 103 res
tricciones (una por ciudad) y fue resuelto
por el c6digo FMPS de UNIVAC. La solucidn ob
tenida xl tiene un valor de 7421.5 km. Es
una solucidn no entera en la que 26 variables
tomaron el valor 0.5 y 90 el valor 1. Se tra-
ta, pues, de una solucién facil de represen-
tar grdficamente, tal como aparece en la Fi-
gura 4. A partir de esta representacién se
identifican los subtours y los peines que se
violan. En xl existian 25 subtours y 1 peine
con tres dientes. El peine aparece en la Fi-
gura 5. Estas restricciones se incorporan a
las originales para resolver un nuevo proble
ma lineal con las mismas variables y 129 res
tricciones. La segunda solucidn x2 tiene un
valor de 7683 km, y se procede de igual for-
ma obteniendo sucesivamente soluciones con
valores de 7873.5, 7948.67, 7959.72, 7966.87
y, finalmente, 7970 km. que corresponden a
la solucidn x7 que es la solucién entera del
TSP. La descripcidn completa de las restric-
ciones afiadidas en cada iteracidén aparece en
el Apéndice B, mientras que la Figura 6 re-

presenta la solucién &ptima.

En total fueron, pues, necesarias siete ite-
raciones con un total de 68 restricciones ~--

adicionales, de las que 47 correspondian a
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TP —— Aristas del 4rbol
---- Aristas del acoplamiento

Figura 2: Circuito para el TSP.
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Figura 3: Solucidén posible inicial

—— Variables con valor 1
..... Variables con valor 0.5

Figura 4: Primera solucién lineal x.
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Figura 5a: Peine (1)

Variables con valor 1

----- Variables con valor 0.5

Figura 5b: Peine (10)

Variables con valor 1
Variables con valor 2/3
----- Variables ron valor 1/3

Figura 6: Solucidén &ptima para el TSP (x7).
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suptours y 21 a peines. Asi pues, el polie-

dro definido por la interseccidn de estos

1612

68 semiespacios con QAca contiene a Q"' y

tiene la misma solucidn &ptima.
Las variabples X (gque valen 1 si el circui-
to utiliza la arista (i,j) y O en caso con-
trario) fueron acotadas superiormente por 1,
y, asi como en xl s6lo toman valores 1,0,0,5
circunstancia gue se repite en x2 Yy x3, pue-
den tomar cualesquiera valores racionales
Asi, en x4 hay variables con valores 1/3 vy
..,7/8. Es
te hecho dificulta su representacidén gréfica

2/3 y en x6 con valores 1/8, 2/8,.

que dificilmente puede ser monocromdtica, pe
ro no es un obstdculo que impida la detec-
cidn de nuevas restricciones no satisfechas

por las correspondientes soluciones.

En la serie de soluciones &6ptimas de los pro
blemas lineales puede observarse, como ya se
fialé GrStschel /8/, que el incremento en el
valor de la funcién objetivo es mucho mayor
en las primeras iteraciones (261.5 km. de

xl a x2, 190.5 de x2 a x3) que en las Qlti-
mas (apenas 3.12 km. de x® a x7). Si el tiem
po de resolucidn es limitado o, simplemente,
una solucidn cuasidptima fuera suficiente ,
x3, por ejemplo, estd a menos de 100 km. —-
(1.25%) del Sptimo y a 433 km. (5.2%) de la
solucidn heuristica conocida, lo que le con-
fiere a &sta la garantlia de una desviacidn

respecto del Sptimo menor del 5.2%.

Como ya hemos mencionado, los siete proble-
mas lineales con 5253 variables, 5253 cotas
superiores, 103 igualdades y hasta 68 desi-
gualdades, fueron resueltos utilizando el cb
digo comercial FMPS de UNIVAC, en un ordena-
dor UNIVAC 1100/60 del Centro de C&lculo de
la Universidad Politécnica de Valencia. Los
tiempos de CPU necesarios en cada ejecucién
oscilaron entre los 0.9 y 2.5 minutos y el
nlimero de iteraciones entre 238 y 521, ambos
aumentando lentamente, pero no de forma mond

tona, de la primera a la Gltima ejecucidn.

El niimero de variables podria haber sido re-
ducido tal como se comentd en la seccidn an-—
terior. En nuestro caso, a partir de la pri-
mera solucidn lineal, cuya distancia a la so
lucidn proporcionada por el heuristico es de
885.5 km., podrian haberse eliminado del or-
den del 5% de las variables. A partir de la

segunda, para la que la distancia es de

624 km., la reduccidén hubiera sido del orden
del 18%. Estas reducciones aumentan progresi
vamente hasta la séptima ejecucidn, en la que,
a partir de la sexta solucidn lineal, a 340.1
km. de la solucidn posible, la reduccidn en
el nlmero de variables hubiera sido del orden
del 36%. En la practica, no se utilizaron es-
tas reducciones ya que el niimero de variables
y restricciones totales no supusieron ningln
problema para el c¢6digo y ordenador utiliza-
dos, ni en cuanto a la memoria, gue nunca so-
brepasd los 50 kb que se asignaban previamen-
te a la ejecucidn del programa en cada itera-
cidn, ni en cuanto a los tiempos de resolu-

cidn.

Para simplificar la elaboracidn del input pa-
ra el FMPS se disefi6 un programa auxiliar --
que, leyendo la matriz de las distancias vy

las restricciones adicionales en cada itera-
cidén en la forma en la que aparecen en el --
Apéndice B, define las variables, cotas supe
riores y el sistema total de restricciones -
en cada caso. Cada iteracidn no supone més

que la introduccidén de las nuevas restriccio
nes en el fichero correspondiente y la ejecu
cidn de este programa auxiliar, tras lo cual
el c8digo FMPS obtiene la solucidén Sptima 1i

neal correspondiente.

b. CONCLUSIONES.

Los resultados de la seccidn anterior ilus-
tran claramente la importancia que para la -
resolucién de problemas dificiles de Optimi=~
zacidn Combinatorial, como el TSP, de gran
dimensidn, tiene el conocimiento del polie-
dro de soluciones posibles del problema. Es-
te conocimiento se traduce en la posibilidad
de disponer de planos de corte eficaces, 1o
gue a su vez permite utilizar un algoritmo -
basado en la programacién lineal en el que -
la introduccién de dichos planos de corte --
lleve r&pidamente hacia la solucidn ©&ptima.
Esto tiene especial importancia en nuestros
dias en los que los c&digos de programacidn
lineal estdn muy perfeccionados y son utili-
zables en todo tipo de ordenadores. Si ademéas
se cuenta, como en este caso, con un algorit-
mo heuristico que produce buenas soluciones
posibles, el esquema se refuerza y la obten-

cidén de la solucidn se simplifica.

En el caso concreto del problema del viajante,
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esta técnica produce excelentes resultados.
Para este problema, la investigacidn estid
centrada en la automatizacidén de la etapa 3
del algoritmo, es decir, el reconocimiento y
generacidn automiticos de las restricciones
gue se violan. Existen algoritmos exactos --
gue en tiempo polinomial reconocen los sub-
tours y las restricciones de acoplamiento no
satisfechas y algoritmos heuristicos para
los peines en general, con lo que la resolu-
cidn completa del problema, con el recurso,
en algunos casos,

al branch and bound, puede

ser obtenida de forma automdtica.
Otros problemas de Optimizacién Conbinato-
rial estdn siendo abordados tambi&n desde es
ta perspectiva del estudio de sus poliedros
y del desarrollo de algoritmos de planos de
corte. Los resultados que se estdn obtenien-
do indican que el uso de estas técnicas pue-
de conducir a la solucidén Sptima de proble-
mas de dimensiones sensiblemente mayores de
las que las técnicas actuales permiten resol

ver.

TAS.

(1) Con posterioridad a la revisién de este
trabajo nos ha llegado el libro, de reciente
publicacibén, "The Traveling Salesman Problem:
A Guided Tour of Combinatorial Optimization",
editado

Rinnooy

por E.L.Lawler, J.K.Lenstra, A.H.G.
Kan y D.B.Shmoys (John Wiley 1985).
Como su subtitulo indica, el libro revisa to
das las técnicas de la Optimizacidn Combina-
toria a través de su aplicacidn al Problema
del Viajante. En particular, provee una ex-
celente explicacibn de las té&cnicas desarro-

lladas en el presente trabajo.
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Lista alfab&tica de las 103 ciudades, con
Zamora 46

el c8digo con el que aparecen en las figu-
Zaxragoza 47

ras y en las restricciones.

Albacete 1 Leén 22

Alcaléd de Henares 50 Linares 63 lg. AEENII'( EB.

Alcdzar de San Juan 85 Lleida 23

Alcoy 54 Logrofio 24 Relacidn de los subtours y los peines que se
Algeciras 57 Lorca 66 violan en cada iteracién.

Alicante 2 * Lucena 86

Almerfa 3 ' Lugo 25 ITERACION 1

Anddjar 92 Madrid 26 Subtours: (1) W=(25,102,29,53,33,60,14,59).
Antequera 98  M&laga 27 (2) w=(30,97,52,67)

Aranda de Duero 83 Manresa 55 (3) W=(7,36,68)

Aranjuez 103 Marbella 65 (4) wW=(8,31,44,100,4,37,83)

Avila 3 ) Matars 56 (5) w=(82,24,94,39,95,47,20,91,32,61,35,62,45)
Avilés 67 Medina del Campo 100 (6) W=(9,5,81)

Badajoz 5 Mérida 81 (7) W=(26,50,18)

Barcelona 6 Mieres 97 (8) w=(58,12,85)

Baza 90 Miranda del Ebro 82 (9) w=(92,63,21)

Bilbao 7 Monforte de Lemos 102 (10) w=(13,71,86)

Burgos 8 Motril 89 (11) w=(19,38,69)

Céceres 9 Murcia 28 (12) w=(17,89,80,3,90)

cadiz 10 olot 88 (13) w=(77,76,54)

Calahorra 94 Onteniente 77 (14) w=(2,48,96)

Calatayud 95 Orense 29 (15) W=(11,75,43)

Cartagena 50 Orihuela 101 (16) wW=(40,72,73)

Castellén 11 Oviedo 30 (17) w=(55,56,6)

Ciudad Real 12 Palencia 31 (18) w=(88,87,16)

Ciudad Rodrigo 99 Pamplona 32 (19) W=(13,71,86,98)

Cérdoba 13 Plasencia 84 (20) w=(101,48,2,96)

La Corufia 14 Ponferrada 64 (21) w=(41,11,75,43)

Cuenca 15 Pontevedra 33 (22) w=(93,55,6,56,16,88,87)
Dalfas 80 Puertollano 58 (23) wW=(23,72,40,73)

Dos Hermanas 69 ' Reus 72 (24) w=(19,38,69,70)

Ecija 71 Sagunto 75 (25) w=(26,18,50,103)

Eibar 62 Salamanca 34 Peines: (1) Wo=(25,102,64), Wy=(25,29), Wy=(102,29),
Elche 48 San Sebasti&n 35 W3=(64,22)
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ITERACION 2
Subtours: (26) W=(59,25,64,102,29,53,33,60,14)
(27) wW=(46,34,99)
(28) w=(84,81,5,9)
(29) w=(13,86,98,27,65,57,49,10,69,38,19,70,71)
(30) w=(80,3,89)
(31) w=(1,78,96,101,28,51,66;90,17,21,63,92,58,12,85,79)
(32) w=(1,78,96,101,28,51,66,90,17,21,63,92,58,12,85,79,48)
(33) w=(23,93,88,87,16,56,6,55)
(34) w=(23,93,88,87,16,56,6,55,72,40)
(35) w=(23,93,88,87,16,56,6,55,72,40,73)
(36) W=(61,35,62)
(37) w=(68,36,7,45,82,24,94,32,91,20,47,95,39,83,8)
(38) w=(67,52,30,97,22)
Peines: (2) W,=(48,96,101), Wy=(48,2), W,=(96,78), W3=(101,28)
(3) Wy=(41,11,75), W;=(11,73), Wp=(41,15), W3=(75,43)

ITERACION 3
Subtours: (39) w=(14,22,25,29,30,33,52,53,59,60,64,67,97,102)

(40) w=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,20,21,23,24,
26,27,28,31,32,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,
48,49,50,51,54,55,56,57,58,61,62,63,65,66,68,69,70,71,72,
73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,84,85,86,87,88,89,90,91,
92,93,94,95,96,98,99,100,101,103)

Peines: (4) W =(8,83,31), W,=(8,68), w2=(83,37),'w3=(31,44)

(5) W =(13,58,92), W =(13,71), W,=(58,12), W;=(92,63)

— = - - =
(6) Wo—(7,62,43), Wl—(7,36), w2_(45,82), W3—(62,35)

ITERACION 4
Subtours: (41) w=(95,41,15,18,50,39,83,8,31,44,100,37,4,74,42,103,26)

(42) w=(28,51,101)

(43) w=(3,66,90,17,89,80)

(44) w=(1,2,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,18,19,20,21,22,23,24,
25,26,27,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43, 44,
45,46,47,48,49,50,52,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,
65,67,68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,81,82,83,84,85,
86,87,88,91,92,93,94,95,96,97,98,99,100,102,103)

(45) w=(1,2,5,6,7,9,10,11,12,13,14,16,19,20,21,22,23,24,25,27,29,
30,32,33,34,35,36,38,40,43,45,46,47,48,49,52,53,54,55, 56,
57,58,59,60,61,62,63,64,65,67,68,69,70,71,72,73,75,76,71,
78,79,81,82,84,85,86,87,88,91,92,93,94,96,97,98,99,102)

Peines: (7) W _=(20,23,47), W =(20,91), W,=(23,93), W,=(47,95)

(8) w_=(7,62,35,45), W, =(35,61), W,=(45,82), W,=(7,36)

(9) W =(7,62,35,61,32,94,24,82,45), W,=(7,36), W,=(94,34), W,=(32,91)

(10) w_=(32,91,20,23,47,95,39,94) , W,=(32,61), W,=(94,24), W,=(39,83)

W,=(95,41), W =(23,93)

ITERACION 5
Peines: (11) Wo=(90,3,66), W1=(90,17), W2=(3,80), W3=(66,5U
(12) Wo=(66,3,90,80,89,17,98,27), W1=(66,51), W2=(98,86), W3=(27,65)
(13) wo=(13,58,92), W1=(13,71), W2=(58,12), W3=(92,63,2U
(14) WO=(78,96,101), W1=(78,1), W2=(96,48), W3=(101,28)
(15) Wo=(7,62,45), W1=(7,36), W2=(45,82), W3=(62,35,61)
(16) WO=(66,9O,3,80,89,17,21,63,92,58,13,71,86,98,27,65,57,49,10,
70,69}, W1=(66,51), W2=(58,12), w3=(69,38)
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ITERACION 6

Subtours: (46)

Peines:

(47)
(17)
(18)

(19)
(20)
(21)

w=(22,25,59,14,60,33,53,29,102,64)

w=(30,67,97)

W =(78,96,28,101), W =(78,1), W,=(96,48), W,=(28,101,51)

W_=(38,69,70,49,10,57,65,27,98,86,71,13,92,63,21,17,89,80,3,
90,66) , W,=(38,19), W,=(92,58), W,=(66,51)

W =(66,78,96,101,28,51), W, =(66,90), W,=(78,1), W =(96,48)

W= (22,46,100,44,31) W =(22,64) ,W,=(46,34) ,W,=(100,44,31,8,83,37,4)

W= (52,68,36,7,45,62), W,=(52,67), W,=(45,82), W,=(62,35)



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



