LA INTERPOLACIO AMB FUNCIONS SPLINE:
INTRODUCCIO AUTOMATICA DE LES CONDICIONS D’EXTREM
PERE BRUNET

Els algorismes d'interpolacid per splines cubics, ampliament utilitzats en camps que van des—
de el disseny grdfic fins el tractament de dades experimentals, requereixen sempre el conei--
xement de dues condicions d'extrem a part dels valors a interpolar. En el present article es
fa un estudi comparatiu de diversos algorismes de cdleul automdtic d'aquestes condicions d'ex
trem, discutint la seva adecuacié a problemes de disseny e interpolacid.

. _INTRODUCCIO,

Els algorismes d'interpolaci& que utilitzen
funcions spline s6n molt utilitzats en camps
for¢ca diversos de la informdtica, /7/. Per -
una part, podriem parlar de la seva aplica--
cid en el camp del disseny grdfic assistit -
per ordinador: si 1l'usuari vol construir una
corba, suministrard alguns punts de pas al -
sistema; mitjangant un procés automitic d'in
terpolacid es construird la corba desitjada,
calculada en coordenades paramétriques. En -
aquesta fase d'interpolacié, la practica to-
talitat de sistemes grafics actuals utilit--
zen splines cilbics, ja que d'agquesta manera
es pot garantir que la corba final &s suau.
D'altra banda, cal citar totes les aplica---
cions propiament d'interpolacid: els spli--
nes sén molt Gtils quan cal trobar 1'equacid
d'una funcid suau que passa per un conjunt -
'de punts donats, per tal de poder calcular -
posteriorment, valors a punts intermitjos.
Aquest problema es presenta, per exemple, en
el tractament de dades experimentals o d'una

funcidé calculada punt a punt.

En qualsevol dels exemples anteriors, es par
teix del coneixement de n punts Pl"‘Pn on -
Pk t& coordenades (xk,yk) i es vol obtenir -
una funcid suau que els interpoli. Ara bé, -

/2/, en el cas de la interpolacid per spli-

nes, no n'hi ha vrou amb coneixer els punts
de pas; si volem obtenir un spline amb pri-
mera i segona derivades (pendent i1 curvatu-
ra) continues, cal resoldre un sistema li--
nial de n-2 equacions que depenen dels punts
Pl"'Pn amb n incdgnites. Per tant, l'usua-
ri ha de suministrar dues dades més per tal
de completar el sistema i poder calcular l'e
quacid de l'spline. El1 més habitual és que -
aquestes informacions extres imposin condi--
cions als dos extrems de la corba, i1 per ---
aguest motiu s'anomenen condicions d'extrem.
En resum, per tal de poder calcular 1'equa-
cié de 1'spline gue interpola n punts -----

Pl"'Pn cal coneixer,

- la posicid dels n punts a interpolar, ---

Pl...Pn

- el comportament de la corba al principi,

prop de Pl

- el comportament de la corba al final, prop
de P
n

En el que segueix, i1 tal com fan molts sis-
temes, /i/, /3/, /5/, /6/, es suposa que la
informacid que coneixem als dos extrems de
la corba &s la derivada segona.(No obstant,

seria perfectament factible pensar que dis-
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pusem, en lloc de les derivales segones, de
les derivades primeres: en aquest cas cons-
truirfem un spline gue passaria pels punts

Pl"'Pn sortint de Pl en la direccid especi
ficada i1 arribant en la direccidé desitjada

a Pn)'

Lra b&, com que no &s 138gic que l'usuari su
ministri més informacid que la dels punts a
interpolar, normalment sén els propis algo-
rismes els qui fan una primera estimacid de
les condicions als extrems abans de passar

al cdlcul de 1'spline.

L'objecte del present article &s comparar -
els diferents criteris d'obtencid automdti-
ca de condicions d'extrems, veint com afec-
ten a les propiletats posteriors de la funcid
interpolant, i deduint-ne guins criteris sén
els més recomanables. En aquest sentit, l'a-
partat 2 exposa els principis bhasics de la -
interpolacid per splines clbics, presentant
una formulacid dels algorismes que deixa --
explficita la dependencia entre la forma fi--
nal de 1'spline i les condicions d'extrem.
L.'apartat 3 presenta sis criteris de calcul
automdtic de condicions d'extrem, alguns ---
d'ells forga usats a la literatura. Final---
ment, en els apartats 4 i 5 es comparen —----—
aquests criteris, concluint guins sén els --

més indicats per la interpolacid.

2. LA INTERPOLACIO AMB SPLINES CUBICS.

En el que segueix, suposarem que les abcises
dels punts a interpolar estan igualment dis-
tanciades, i que aquesta distancia &s la uni
tat (Xk+l=xk+l’ vk). La primera de les res-
triccions simplifica forga totes les equa---
cions que obtindrem, i d'altra banda &s una
hipdtesi que s'introdueix a la gran majoria
d'algorismes d'interpolacié pel disseny gra-
fic, i a bastants dels problemes clasics ---
d'interpolacid. La segona restriccid - dis--
tancia unitat entre els punts - implica no--

més un canvi d'escala.

Per tant, la informacid suministrada per 1l'u

suari &s el conjunt de ordenades Yyreeya -

interpolar. Indicarem amb la lletra y el vec

tor format per totes elles, y = (yl,yz...yn)T

A partir d'aguest vector, el procés d'inter-
polacid amb funcions spline es realitza habi

tualment en dues etapes, (veure /1/, /2/, --
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- Ep primer lloc, es calcula el vector s de
les derivades segones de la corba interpo
lada final en cada un dels punts donats,

s=(s,,s s

g n)
d'estimacid de derivadecs segones, com es

T = " -
On S. =Y . Aguest procés

veurd tot seguit, &s tal que asegura que
la corba interpolant final té la primera

i segona derivades cocntinues.

- En segon lloc, es defineix 1l'equacid de -
1'spline clbic a cada un dels intervals -
X SX<X o, com la del polinomi chbic Pk
tal que interpola els punts Yir Yee1 i té
en ells les segones derivades ja estima--
des, Sy i Sy - Evidentment, aquestes 4 -
condicions defineixen univocament una cl-
bica, que facilment es pot comprovar que

t& com equacid,

|
o O
I
N O
|
= O

Pk(r)= % [1 r r2 13]

o
o
w
[w]
0

on r=x—-x O<r<l.

k ’
D'aquest procé&s de construccid es dedueix,
en primer lloc, que l'spline clibic no té una
finica equacid: &s un conjunt de polinomis ci
bics, cada un dels guals interpola dos dels
punts donats i és valid només en un dels in-
té&rvals Xer Kpeyq o - En seqon lloc, el ma---
teix algorisme d'estimacié de les derivades
segones, asegura la continuitat d'aquestes:

la cdbica definida a [ x xk] acaba amb

k=17
derivada segona Sk’ i la seglient, definida

a [Xk’ Xk+l] , comenga amb la mateixa sk. -
Per tant, 1'dnic gue cal és calcular el vec-
tor s de forma gque es garanteixi, a més, la
continuitat de la pendent a tots els punts
intermitjos, Kyr KyreeoX g+ A partir de (1),
derivant, es dedueix que la derivada al fi--
nal de l'inté&rval é&s,

By (1) 1 (2)

Wl
-
o

= Yrer T Yx T

i de la mateixa manera, considerant el se-—-

glient intérval tindrem,
Py L (0) = - +1s + 1 (3)
k+1 Yp 7 ¥x-1" 6 fk-1 T 3 Sk

imposant la continuitat, Pi(l) = P£+1(0) i

agrupant termes,
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+ 4s, + s

Sg-1t 45 Wyt yee) (4

k+l 6(yk+l
que és la condicid que cal imposar per tal -

'asegurar continuitat al punt Xy -

<

I.'equacid

(4) aplicada als punts x dona lloc

20 Fn-1
a un sistema de n-2 equacions per calcular -

el vector s de derivades segones.

Amb les definicions que apareixen a l'apé&n—-
dix, les equacions (4) es poden escriure en
forma matricial,

T

s )T = a7 (by-g0)

(s5.08

O bé&, introduint la matriu B - veure també

1l'apéndix -,

s = C,.y+ W.o

ampb C = B.D (6)
W = J2 - BJ

Aquesta Gltima equacid relaciona el vector

s de derivades segones amb el vector y de --

les dades, i per tant soluciona el primer --

pas del procés d'interpolacid per splines ci

bics, sempre gue s'hagi assignat un valor a

les condiciones d'extrem s S,- Cal obser--

ll
var que les matrius C i W només depenen de -
la dimensid n del problema i per tant poden

haver estat precalculades.

En el segilient apartat veurem gue en tots els
criteris existents per la determinacid auto-
midtica de les condicions d'extrem, aquestes

es calculen de forma linial a partir del vec

tor de les dades,

o = H .y (7

on la matriu Hy depen del criteri utilitzat.
En definitiva, a partir de (6) i (7) podem
escriure,

s = (c+WHk)y (8)

Y la relacid entre s e y &s sempre linial; -
la matriu de transformacid té& una part cons-—

tant i1 una altra que depen del criteri ele--

git.
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3, CRITERIS PER LA SELECCIO DE LES CONDI---
CIONS D'EXTREM.

En aquest apartat es presenten 6 possibkles
criteris per determinar les dues condicions

d'extrem, s, i sn En cada cas deduireu la

1
matriu H que caracteritza el criteri, la -
qual cosa ens permetrd, més endavant, discu

tir-los comparativament.

3.1 Criteri 1 (Minimitzacid® de la norma del

vector s).

Donat que es desitja construir la corba el

més suau possible que interpoli els punts -
donats, es pot pensar en elegir les condi--
cions d'extrem de manera que sf+s§+...+si -
sigui minima. Aguest criteri, utilitzat per
exemple en l'algorisme de suavitzacid de --
/15/, dona lloc a interpolants molt poc cur
vats (en el cas limit, si podem arribar a -
un vector s de norma nula, tindrem una rec
ta) . Tenint en compte l'equacid (6), hem de
minimitzar,

sTs = (cy+wo) T (cy+wo) (9)
Derivant respecte o per tal de calcular el

minim, i operant, obtindrem,

o = -(ww twTey (10)
Per tant,
B, = -wiw) twlc (11)

i aguesta &s la matriu que haurem de susti--
tuir a (8) si volem interpolar utilitzant --

aquest criteri. Com és 1dgic, H, només depén

1
de la dimensid n.

3.2 Criteri 2 (Minimitzacid dels canvis de

signe entre components consecutives de s.

Aquest criteri parteix de la derivacid que

un spline suau ha de interpolar els punts do
nats oscilant el minim possible. Até&s gue en
total clibica la derivada segona &s una fun--
cid linial, la grafica de y"{(x) en 1l'spline

final &s una poligonal que passa pels punts

(xl,sl)...(xn,sn); oscilacions en la corba -
final indiquem canvis de signe en la curvatu
ra, 1 per tant, canvis de signe entre compo-
nents consecutives de s. El contrari també -

€s cert: si minimitzem aquests canvis de sig
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ne, obtindrem un spline que oscila el minim
possible.

En definitiva, en el criteri 2 s'escullen --

els valors s,, sn tals que maximitzen,

1
01 0 ...... 0 ]
00 1 0 0

sTUs=sT T S =
0 vivnennnn. 0 1
0 teviiinnenns 0

| J
n-1 .
) Eél s;-55,1= (Cy+Wo) " U(Cy+io) (12)

Aquesta forma quadrdtica t& un dnic m3xim -
(ja que és facil comprovar que la matriu —--
WTUW és definida negativa); augmentar STUS

implica disminuir els canvis de signe entre
components consecutives de s, ja que aquests
sén els Unics que donen lloc a termes nega--

tius en el sumatori de (12).

Derivant (12) respecte o de forma andloga a
com es feia en el Criteri 1, s'obté la ma--

triu H2 que caracteritza el criteri,

Hy = - s um W y+uhic (13)

3.3 Criteri 3 (Splines naturals)

Aquest criteri, forga utilitzat, (veure /3/,
per exemple), minimitza la corbatura quadri
tica mitja al llarg de la corba. Concreta--
ment, cal escollir Syr Sy de forma que la -

integral,

X n-1 1
jf n[ 2 T -/" 2
y"(x)] dx = [s +r (s ~S )] dr=
| k=1 o k k+1 "k
n-1

_ 12,1 2
& [3Sk *3Sk+1*sksk+1] (14)

tingui el minim valor possible. Definint la

matriu tridiagonal

2 0 tennns 0-
1 4 1 0
7 = 14 1
0 141
L 12 (15)

&s inmediat veure que minimitzar (14) equi--
val a minimitzar STZs. Utilitzant el mateix
procés de derivacid que en els criteris 1,2,
s'obté&,
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Hy = - (Whzw) YWz

Ara bé&, sustituint W i C per les seves defi-
nicions,

T T

WizC = (J,-BJ) 2.B.D = [J,72B-J BTzB]. D

2 2

Operant i tenint en compte que la matriu Z
no és més gque la A orlada amb una fila i una
cclumna a cada costat, s'obté J TZB = JTBTZB.

2
Per tant,

Hy = [o] (18)

On [0] vol indicar la matriu nula. Aquest &s
un resultat ja conegut, /12/: La interpola-—-
cid® amb splines naturals s'aconsegueix impo-
sant curvatura nul.la als dos extrems, ----
8, =8, = 0.

Encara que a primera vista podria semblar --
que aquest ha de ser el millor criteri, en
garantir una Sptima suavitat, l'experiéncia
demostra que moltes vegades no condueix a la
corba esperada. Aquest fet quedar& corrobo--
rat en la comparacid gue realitzarem a l'a--

partat seglient.

3.4. Criteri 4 (Adaptacid als punts inicials

i finals).

Aquest criteri proposat per Forsythe, /1/, -
ha estat utilitzat amb &xit en diversos tre-
balls (veure, per exemple, /15/ i /16/. Con-
sisteix en fixar la derivada tercera als dos

[ "

extrems, vy yo Aques es Jerivades es cal
culen en funcid de les ordenrades dels 4 pri-
mers punts (o de les dels 4 Gltims): per --—-

exemple, vy és la derivada tercera del poli
nomi de Lagrange que interpola els punts ---
Yyr Yor Y30 Yy Tenint en compte que -----—-—-

Yy = S,78y, y" = s _-s

n aSn-1 el criteri de -~---

Forsythe ve expresat per les relacions,

$p78) = ¥y73¥3t3vytyy

(19)
*n®n-1 = yn_3yn—l+3yn—2_yn—3
En forma matricial, 1'equacid (19) = veure -
1'Apé&ndix, apartats e), f) - es pot escriure
com,
0= 7,.y+J, .8 (20)
4-¥*3 -

Utilitzant ara l'equacid (6) per eliminar s,

podem obtenir finalment 1l'expressid de la ma
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triu H, caracteristica d'aquest criteri,

_ . T -1 T
Hy = (I Jg W) (Z4+J3 C) (21)

3.5. Criteri 5 (Estimacid de les pendents)

En lloc de donar valors directament a les -
derivades segones als extrems, en aquest --
criteri s'intenta estimar adecuadament les
pendents amb gue comenga i acaba la corba,
Yyr ¥}
primera cibica és (equacid (3)),

Atés que la pendent inicial de la -

1
' = - ot
Y, = v, y1+6(251+52) (22)

i que yé té una expressid similar, l'estima
cid de yi e yﬁ permet el cdlcul inmediat -
dels corresponents valors de s

jant de (22)).

1 sn (despe-
Ara bé, l'estimacid de les -
pendents inicial i final a partir dels punts
Yy-.-¥, es pot efectuar per diferencies fini
tes; sustituint a (22) i a la seva foérmula -

gimé&trica tindrem,

1 _12 13 14
5(251+52) =507y - FATy gAY ..

(23)
1 _ 1,2 1.3 1
6(2sn+sn_1) = 54 Yp-ot 3ATY 3t 4A Yp—gte--

Passant a forma matricial, al igual que l'e
quacid (19), i definint ara la matriu Z5 -~
que conté els coeficients del desenvolupa--

ment en diferéncies,

- 1.7
¢ = Zg.y 5 J3 -8 (24)

Equacibé que, com es veu, &s molt similar a
la (20). Eliminant s entre les equacions --
(6), (24),

1. 1

3. az- 2 5. T (25)

Hy = (I+ 5 Jy 573 I3

5
Aquest criteri s'ha introduit fonamentalment
per comparar—-lo amb el demés. A la practica
no s'utilitza, ja gue com veurem condueix a
resultats generalment inacceptables. La rad
cal cercar-la en l'estimacid de les deriva-
des: els métodes basats en diferencies fini
tes no serveixen per derivar, sobretot quan
el nombre de punts comenga a ser elevat. No
obstant, el que si fan alguns sistemes de -
disseny grafic &s permetre qué l'usuari es-
pecifiqui les pendents inicial i final de--
sitjades; en aquest cas, el sistema ja no -

ha d'estimar cap condicié d'extrem.

Qtestiié - V. 6, n.° 4 (desembre 1982)

3.6, Criteri 6 (Minima variaci de la curva-

tura) .

Per acabar, es presenta un nou criteri d'e--
leccid de condicions als extrems, basat en -
valer que la poligonal de derivades segones

de 1'spline en funcid de x tingui les mini--
mes variacions de direccié. A diferencia del
criteri 1, ara poden acceptar funcions amb

curvatura constant, encara gue no nula. El1 -
gque es penalitza sdn els canvis de curvatura
innecesaris, ja que sbn els que produeixen -
oscilacions de l'interpolant. Com que la va-
riacié de curvatura en el punt %, ve donada

kel T %Sk TS
nimitza,

per s en el criteri 6 es mi

k+1*

n-1
2 T
Z (s -2s5, +8 Y =8 U.,s
k=2 k+1 k Tk 1 6
on
., o '1 (26)
-2 5 -4 1 0
1 -4 6 -4 1
1 -4 6 -4 1
U _ .
6= . .

0 1 -4 6 -4 1
1 -4 5 =2

L- 1 =2 l-d

Sustituint s segons (6) i derivant respecte

o de la mateixa manera que en altres casos,

He = —(wTLJGW)'leLJ6c (27)
Apart d'aquests criteris, el comportament de
cada un dels quals ve totalment determinat -
per la seva matriu Hk de calcul de (sl, sn)T
- equacions (11), (13), (18), (21}, (25), =--
(27) - existeixen altres criteris gque no ---
s'han consierat per entrendre'ls menys sig-
nificatius. Per exemple, a /14/ s'utilitza -
una combinacié d'elements de la base de ---
B-Splines en la gual dos dels coeficients --
sén sempre nuls. Aquest criteri s'ha pogut -
comprovar que té& unes prestacions molt més -

dolentes que les dels aqui exposats.

4, COMPARACIO ENTRE ELS DIFERENTS CRITERIS.

Abans de passar a comparacions més precises,
a la figura 1 es presenta el resultat de in-

terpolar la funcib sinus amb tots ells. A ca
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da una de les grafigues 1l-a)...l1-f), s'ha -
representat la funcid sinus, els 10 punts -
introduits a l'algorisme d'interpolacié -se
nyalats pels trams verticals- i el resultat
d'aquesta interpolacid segons cada un dels

criteris. S'observa que en tots els casos,

la curva spline coincideix evidentment amb

el sinus en els 10 punts de mostreig. Final
ment, la figura l-g) mostra el resultat de

la interpolacidé polindmica per Lagrange, --
que com era d'esperar, tot i gue interpola

els punts donats t& una forma molt diferent
de la esperada. A part de les 1ldgiques difé
rencies que es poden observar entre els di-
ferents interpolants, &s de remarcar que el
criteri 5 &s el gue més es separa, amb molt
de la corba original. Aixd &s degut a que -
1l'estimacidé de derivades primeres a partir

de les formules de diferéncies introdueix -
errors molt grans, com ja era d'esperar: la
pendent al punt Xy, per exemple, &s la pen-
dent, a Xy del polinomi d'interpolacid que
passa per tots els punts Xy eeoX g i aguest

s un polinomi especialment inadecuat pel -
cdlcul de derivades, /2/. Aquest fet, que -
queda molt clar comparant les figures l-e)

i 1-g) (la corba l-e é&s un spline que obli-
guem a comengar 1 acabar com el polinomi de
Lagrange 1-g), indica que &s molt desaconse
llable construir splines a partir d'una es-

timacié automdtica de les pendents.

4.1, Classificacid dels criteris segons la

distancia mitua.

Segons s'ha vist a l'apartat 3, qualsevol -
criteri ve totalment determinat per la ma--
triu Hk que relaciona, (7), les dues condi-
cions d'extrem amb el vector de les dades.

Pero, per raons de simetria, les dues fiiles
de Hk estan intimament relacionades: es cum
pleix (H

k)2,n+l—i, vi. Per tant,

(s =
una mesura l13gica de la distancia entre dos
criteris &s la norma del vector diferencia
entre les dues primeres files de les corres

ponents Hk’

n
2
C o2 oy _
aist?(1,9) = 2 [(Him& (Hj)ll] (28)
£=1

La taula 1 presenta el valor de totes les -

distancies entre criteris, calculades segons
l'equacié (28). S'en poden deduir les se----

glients conclusions,

Qtiestté - V. 6, n.° 4 (desembre 1982)

- El criteri 5 queda molt separat de tots -
els demés, la gual cosa confirma els re--—
sultats obtinguts en la interpolacid de -

la funcid sinus.

- Els criteris 1 i 3 so6n forga semblants.

- Els criteris 2 i 6 =6n també forga sem---
blants.

- El criteri 4 &s intermityg entre els grups
1-3 i 2-6: la distancia de qualsevol dels
criteris al 4 &s del mateix ordre de mag-

nitut.

4.2. Estudi estadistic del comportament en

la interpolacib.

Per tal de poder comparar el comportament -
dels diferents criteris estudiats quan s'a-
pligquen a problemes reals d'interpolacid, -
s'ha realitzat una simulacid d'interpolacid

polindmica amb les seglients caracteristiques,

- s'han generat polinomis de grau 5, amb pen
dent inicial P' (o) de valor absolut menor
que 1, 1 segona derivada tal que
[P"(x) |<0.4, per |x|<l. (En una primera fa
se s'ha generat el polinomi P" (x) usant la
base de polinomis de Tchebyshev amb coefi-
cients aleatoris, 1 després s'ha integrat

dues vegades P" (x)).

- el polinomi obtingut P(x) s'ha mostrejat
en n punts entre 0 i 1, mbtiiguent els va

lors,
Y = P(xk), X = o9 (29)
- s'ha interpolat el conjunt de valors -----

Vy-e-¥g
sats, i s'ha calculat després l'error gua-

amb cada un dels criteris expo---

drdtic en l'estimacid de derivades del po-

linomi,
= 2
_.l ) - )
> [P (x) Sk(xi)] (30)
i=1
(En aguesta fdrmula l'error obtingut amb -
el criteri k-&sima s'obté a partir de les
derivades P'(x;) del polinomi aleatori ge-
nerat, i de les si(xi) de l'spline s, que

interpola els punts yl...yn).

La rad per escollir (30) com el criteri —-
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per mesurar la bondat de l'interpolant &s do
ble: per una part, la interpolacié per spli
nes es fa servir moltes vegades per l'estima
cid de derivades, ja que &s un métode molt -
més exacte que la interpolacid polindmica; i
justament (30) ens dird la precisid de cada

un dels criteris en aquest cdlcul. D'altra -
banda, una bona estimacié de les pendents —-
reals de la funcid interpolada é&s garantia -
de no oscilacions, i per tant d'un spline el

mes suau possible.

A la taula 2 es presenten els errors dels di
ferents criteris en la simulacid del procés

d'interpolacid de,

- 100.000 polinomis, amb n=5
- 100.000 polinomis, amb n=10
- 20.000 polinomis, amb n=15.

El comportament dels sis criteris en aquests
tres casos &s forga similar, exepte el crite
ri 5 (basat, com haviem vist, en una interpo
lacid polindmica previa per l'estimacidé de -
pendents) que va essent més dolent a mesura
que creix el nombre de punts n. Com se sap,
aquesta &s una caracteristica tipica de la
interpolacid polindmica. Pel que fa a la --
resta de criteri es pot observar que en tots

els casos, els millors sén el 6 i el 4.

4.3. Aplicacis al disseny grafic.

Finalment, la figura 2 presenta l'aplicacid

de tots els criteris presentats al disseny -
de corbes. Es tracta d'un cas concret on es

vol dissenyar una corba a partir del coneixe
ment de 11 punts de pas en el pla x-y. Els -
diferents splines obtinguts permeten també -
en aquest cas una comparacid, encara que ara

només &s qualitativa

- 1'spline obtingut amb el criteri 5 é&s inac
ceptable. (La asimetria de la figura 2-e -

&s deguda a errors d'arrodoniment) .

- les demés corbes es diferencien tan sols
en la zona propera als extrems. Aixd vol -
dir que l'efecte de les condicions d'ex---
trem s'amortigua rdpidament en avangar --

cap l'interior de la corba.

-~ les corbes obtingudes amb els criteris 1 i
3 s6n molt similars, i el mateix passa amb

les que s'obtenen amb els criteris 2 i 6;

Qtiestté - V. 6, n.c 4 (desembre 1982)

altre cop i tal com veiem a la taula 1, el
criteri 4 déna un resultat intermitg entre

aquests dos.

5, DISCUSSIO I CONCLUSIONS.

En aquest article s'han presentat sis crite-
ris per la interpolacid de funcions amb spli
nes cilibics, algun d'ells forga utilitzats ja
en diferentes aplicacions. L'obtencid, en ca
da un d'ells, de la matriu que relaciona les
condicions d'extrem amb el vector de les da-
des, ha permés de comparar-los, tant des d'un
punt de vista analitic com pel qgue fa als re-
sultats de la interpolacid en diversos proble

mes.

Fent referencia a les notacions introduides -

en l'apartat 3, es pot concluir,

Que, com ja era previssible, el criteri 5 no
es pot aplicar. Els errors, deguts a que el -
cdlcul de les condicions d'extrem es basa en
un procés d'interpolacid polindmica, sén mas-

sa elevats.

Que els criteris 2 i 6, encara gue sdn molt -
propers (com indica la taula 1), es comporten
de forma diferent guant a aproximacibé en el -
cdlcul de derivades. En aquest cas, el 6 &s -
clarament millor, i concluird a interpolants

menys oscilatoris.

Que en canvi, els criteris 1 i 3 es comporten
de manera molt similar en tots els tests que

s'han efectuat.

Que, també& en tots els tests, el criteri 4 és

pitjor gue el 6, pero millor que els 1 1 3.

Que, en definitiva, d'entre els criteris pro-
posats, sembla que el més adecuat &s el 6. De
totes maneres, i a la vista de la taula 2, es
pot sustituit per el 4, gue desde un punt de

vista algorismic és més senzill i ja ha es--

tat forga aplicat.
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TAULA 1
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TAULA 2

Error guadratic mitg obtingut en 1l'estimacid de les derivades de polinomis
generats a l'atzar.

Mostra de 100.000 Mostra de 100.000 Mostra de 20.000

polinomis. Interpola polinomis. Interpola |polinomis. Interpola
cid coneixent 5 punts | cié donats 10 punts cidé coneixent 15 punts

Criteri 9.96x10”° 1.06x107° 1.71x107%

Criteri 1.10x107° 1.31x107° 1.57x10” 4

Criteri 1.33x107° 1.79x107° 2.89x10” 4

Criteri 5.66x1078 9.45x1078 2.15x10"/
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1-g) Interpolacid
de Lagrange

Figura l.- Interpolacid de la funcid y=sin(x), a partir del coneixement dels 10 punts
senyalats per les linies verticals. S'ha representat també la funcid sinus

original. A l-a)...f-f), interpolacid segons els 6 criteris introduits al
text. A 1-g), resultat de la interpolacidé de Lagrange.
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2~-a) Criteri 1 2-Db) 2-c) Criteri 3

Criteri 2

. . 2-f) Criteri 6
2-d) Criteri 4 2-e) Criteri 5

Figura 2.- Disseny d'un perfil curvat a partir de 11 punts suministrats per 1l'usuari i
senyalats amb petits quadrats. Resultat final utilitzant cade un dels sis
criteris exposats. Observis que, excepte en el criteri 5, les altres corbes
es diferencien tan sols en la zona propera als extrems.
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/. APENDIX.
Definicid de les matrius gue s'utilitzen en
el cdlcul del vector de derivades segones -

de 1l'spline.

a) A és la matriu de dimensid (n-2)x(n-2),

-
[,
1 4 1 0
A = 14
1 4 1
0 14

1 -2 1
1 -2 1 0
D=6
0 1 =2 1
1 =2 lJ

c) Les matrius J, J2 tenen respectivament

dimensidé (n-2) x 2, n x 2; cumpleixen,

Qtiestiié - V. 6, n.o 4 (desembre 1982)

Jij =0 vi,j excepte qu=Jn_2’2=l

(J4) =0 Vij excepte (J2h1=(J2) 1

ij n,2"
d) B é&s la matriu de n x (n-2) formada or--
lant amb dues files d'elements nuls la -

inversa de A,

e) Matriu Z4 (utilitzada en la deduccid del

Criteri 4). Es una matriu de 2 x n,
1 -3 3 -1 0 .- . 0

Z4 =
0 0o -1 3 -3 1

f) Matriu Jq, de n x 2, utilitzada en la de

duccid dels criteris 4 i 5. Es tal que

(J3)ij =0 Vi,j excepte (J3)



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



