SOBRE LA OBTENCION DEL CONJUNTO DE
COMPONENTES ELEMENTALES DE UNA RoPG

J. MARTINEZ, M. SILVA

Después de una caracterizacidn algebraica del concepto de componente conserva
tiva elemental, se propone un algoritmo muy eficaz para calcular todas las --
componentes elementales de una red de Petri Generalizada.

1. INTRODUCC IO

Las redes de Petri constituyen una de las --
herramientas mds interesantes para la modela
cidn de sistemas concurrentes. En funcidn de
la interpretacidn que se les asocie pueden -
modelar aplicaciones pertenecientes a campos
aparentemente tan dispares como son los auto
matismos l&gicos, la programacidn de computa
dores y los sistemas legales. A su simplici-
dad conceptual debe afiadirse la potencia de

su teoria de andlisis de modelos, en conti--
nua éxpansidn. Entre los grandes capitulos -
de la teoria de redes de Petri se encuentran
los desarrollos realizados al considerarlas

bajo la perspectiva del Algebra Lineal /LAUT
74/ /LIEN 76/ /SIFA 78/ /MEMM 79/. Los --—
conceptos de componentes elementales (conser
vativas y repetitivas) juegan un papel muy -
importante en la validacidn de propiedades -
como la limitacidn, las exclusiones mutuas -
entre marcados, etc. Propiedades que tienen,
adem@s, un notable impacto sobre las té&cni--
cas de realizacidn, (cableadas, microprogra-
madas y programadas).

En /BERT 79/ se aborda la determinacidn de -
las componentes elementales a partir de la -
Programacidén Lineal en NUmeros Enteros. En -
este trabajo se presentan dos versiones de -
un algoritmo muy répido que permite generar

todas las componentes elementales de una red
En ambas versiones pueden generarse algunas

componentes no elementales. La segunda ver--
sidén incorpora un resultado que permite dese

char, en curso de ejecucidn, la mayoria de -

las componentes no elementales que se fuesen

a generar.

2 SICA Y I

Introducimos este apartado con el objeto de
precisar la terminologia y recordar unos re-
sultados que utilizaremos posteriormente. El
conjunto de la terminologfa se contiene en -
las referencias /AGER 79/ /PETE 77/ /SILV
82/, aunque conviene resaltar que existen --
ciertas diferencias entre las definiciones -

adoptadas por los diferentes autores.

Una red de Petri Generalizada es una cuddru-

pla R=< P, T, o, B > tal que: (1) P es un
conjunto finito y no vacio de lugares, (2) T

es un conjunto finito y no vacio de transi--

ciones, (3) PNT = @, (4) a: PXT>N, es la fun

cién de incidencia previa y (5) 8: TxP+N, es

la funci6n de incidencia posterior. Una red

se puede representar por un grafo bipartido

orientado. Los lugares se representan por -=

circunferencias y las transiciones por barras.

Los lugares y transiciones se unen mediante
arcos orientados. A cada arco que ligue una
transicién a un lugar, o viceversa, se le --
asocia el valor de la funcidén de incidencia
correspondiente. La figura representa una --
red en la que ¢ y B s6lo toman sus valores -

en {0,1} . Se dice que la red es ordinaria.

El marcado, M, de una red R, es una aplica--

cién P+N. Una red marcada es el par <R,MO> -
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en el que R es una red y MO es el marcado --

inicial.

Se define la matriz de flujos ¢ asociada a -

una red como

)

= [cij] nxm en la que:

n=lpl vy m= |

%

Ciy < B (tj,pi) - a (pi,tj)-

n
Un vector Y € N es una componente conserva-
T

tiva’ de R si Y .C=0. Un vector X € N™ es --

una componente repetitiva de R si C. Xx=0.

En lo sucesivo s6lo consideraremos las compo
nentes conservativas. Las componentes repeti

tivas se obtienen al cambiar C por ET.

Se denomina soporte de una componente conser

vativa ¥ al conjunto de lugares asociados a

los elementos no nulos de Y. Una componente

conservativa es elemental si su soporte no

contiene ningln otro soporte de componente.
TEOREMA 1 /MEMM 79/ /SIFA 78/ : Toda compo
nente conservativa de una red puede expresar
se como combinacién lineal con coeficientes

positivos de componentes elementales. <]

COROLARIO 1: Dos componentes conservativas -
elementales de una misma red e idéntico so--

porte son linealmente dependientes. -]

Para facilitar ciertas demostraciones, se de
fine la red R' como aquélla que resulta de

eliminar en R las transiciones {i+l,...,m}

0 S S S
VATIVAS FIEMENTALES

Se parte de la matriz [Iné E] y se modifica
mediante combinaciones lineales de sus filas

Sea p* gAl} la matriz obtenida después de

 &sima | . . .
la i3 jteracidn en el algoritmo que si--

gue. D' contiene todas las componentes ele--
i

mentales de R y, eventualmente, alguna no

elemental. Posteriormente se considerard la

eliminacidén de éstas Gltimas.

ALGORITMOQZ& ¢+ Algoritmo para la obtencibn -

de todas las componentes conservativas ele--

Qiiestd ~ V. 6, n°1 (marg 1982)

mentales.

1) a: = E; D: = 1
n
2) REPETIR DESDE i=1 HASTA i=m {n2 de tran

siciones}

2.1 Afiadir a la matriz [Df a] todas -
las filas gue resulten como combinacidn
RIEE

columna de XK.

lineal de pares de filas de
que anulen la jTEsima
2.2 Eliminar de [D A:i las filas en -
iésima :

que la columna de A sea no nula.

TEOREMA 2: E1 algoritmo,w/ genera todas las

1
. m
componentes conservativas de R=R . Estas es-

tin definidas por la matriz D final, D". I

DEMOSTRACION: Para demostrar que el algorit-

mo anterior genera todas las componentes con
servativas elementales, se razonara por in--

duccidn:

(1) Inicialmente D=In contiene todas las com
ponentes elementales de Ro, red sin tran
sici6n alguna. Cada lugar define una com

ponente.

(2) Partiendo de las componentes elementales

de Rl, el algoritmo generard todas las -

de R1+l. En efecto, toda componente de

Rl+l, Yj:L+1

i .
de R™, aungue no necesariamente elemen--

, serd tambié&n componente -

tal. De acuerdo con el teorema 1 todas -

i+l pueden escribir-

las componentes de R
se como combinacidén lineal positiva de -
dos o mé&s componeﬁtes elementales de Ri.
Ahora bien, cualquier Yi+1 generada como
una combinacién lineal positiva de mis ~
de dos componentes de Ri no serd elemen-
tal, ya que su soporte serd superior o -
igual a alguno de los obtenidos al combi
nar los pares de componentes de Ri que -
anulan su (i+1)§§£[—lé columna. En caso de
obtener una componente con soporte idén-
tico al de otra generada al combinar sé-
lo dos componentes elementales de Ri, el

corolarioc 1 garantiza que se trata de la

misma componente, si ésta fuera elemental.
a
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La aplicacibén del algoritmo,'/a a la red de

la figura conduce a la obtencién de 33‘comp9
nentes conservativas, de las que s6lo 5 son

elementales.

El problema gue se plantea en el prdximo pd-
rrafo es el de eliminar las componentes no -
elementales.

4, ELIMINACION DE LAS COMPONENTES NO EIEMEN-
IALES

Para eliminar las componentes no elementales
se pueden seguir dos vias distintas. Estas -
son:

1) Aplicar el algoritmo ﬂ/; y, posteriormen- -

te, eliminar las componentes no elementa-

les por comparacidén entre sus soportes.

2) Eliminar las componentes no elementales a

medida que sean generadas.

La primera de las dos vias sugeridas presen-
ta algunos inconvenientes que podemos resu--

mir en los dos puntos siguientes:

a) El algoritmo de generacibén de componentes

serd, probablemente, lento en la ejecu--
cién, dado que puede generarse un gran nii
mero de componentes no elementales (esto
suele suceder si la mayoria de las transi
ciones poseen varios lugares de entrada y
de salida). Ademds, las componentes no =--
elementales aumentan la ocupacidén de memo

ria en la ejecucidn.

b) El proceso final de seleccidn de componen
tes elementales serd tanto mis largo, ---
cuanto mayor sea el niimero de componentes

(elementales o no) generadas.

Por lo expuesto, se desarrollari la segunda

alternativa. Una ventaja adicional de ésta -
es que nos permitird presentar una caracteri
zacién algebraico-lineal del concepto de com
ponente elemental.

.ésima
j&sima

Sea Li la fila de la matriz E, y sea

T +
Y = (All"'lqu---rol---ro) con )\1 e 2, --

una componente conservativa de R (el orden -
de los términos de la componente no le resta
generalidad) .
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TEOREMA 3 : La componente Y es elemental sii

L
q = rango <l) +1. a

L
q

DEMOSTRACION: Dado que Y es una componente -

conservativa, se puede escribir

q
p A,.L, =0, A, € z” (1)
i=1 Yt

L
Sea r = rango <.%..\ :

Si g>r+l, r filas entre {Ll""'Lq} formarén

una base. Por lo tanto, existird una relacidn
distinta de (1) de la forma:

el Lé G{Ll,...Lq}
E: A', . L' = 0, donde
=1 3 3 Xé € 2 (2)

Entre (1) y (2) puede eliminarse al menos uno
de los términos Li’ gquedando una relacidén (3)
similar a (1), con todos los coeficientes po
sitivos y con menor niimero de términos (s<gq -
términos) :

s L € {Ll,...,Lq}
Z A L LM =0 donde

’
k=1 ¥ 'k A e gt (3)

Si s>r+l1, puede reaplicarse el razonamiento -
presentado hasta llegar a otra relacidn (3) -
con s' = r+l términos. En este caso, la rela-
cibén serd tinica por serlo la representacidn -
de un vector en funcidén de una base. En conse
cuencia, (3) define una componente elemental

cuyas coordenadas no nulas serdn los valores
All . -
k

La insercidn del resultado anterior en el bu
cle del algoritmo,%{ permite generar todas -
las componentes conservativas elementales y

s8lo éstas. No obstante, su utilizacidén es -
poco eficaz desde un punto de vista algorit-

mico debido a la necesidad de calcular el --
L

rango de la matriz <..%.I . Para mejorar las
L

q
presentaciones se va a considerar un mayo--
rante de éste que es rdpido de calcular: el

niimero de columnas no nulas en la mencionada

matriz, r' > r. Procediendo de este modo no -
se puede garantizar la no generacidén de com-
ponentes no elementales, aunque préicticamente

se suelen eliminar todas.



COROLARIO 2: Para que la ~omponente

T +
YT = (Al,...,kq,o,...{O) donde Ai € Z , sea

elemental es necesario que q r'+l. n

Su demostracidén es inmediata dado que r'> r
y la componente Y es elemental sii q = r+l

(teorema 3).

A partir de este dGltimo enunciado y del algo
ritmo in se define el algoritmo ,%é, el ---

cual.genera todas las componentes conserva-
tivas elementales y, normalmente, sblo é&stas.

_@6 se obtiene a partir de jya al afiadirle -

como paso 2.3 el resultado del corolario 2.

De esta forma, JY; elimina, durante el proce

so de generacidn, aquellas componentes con--
servativas que no cumplan la condicidn de --

elementaridad (corolario 2).

La aplicacidn del algoritmo(ﬁ'2 a la red de

la figura conduce a la obtencién exclusiva -
de las cinco componentes conservativas ele--
mentales.

Para calcular r', mayorante de r, se asocia
inicialmente a cada elemento de la matriz C
un booleano de valor FALSE, si el elemento -
de C es nulo, o TRUE en caso contrario. Pos-

teriormente, cada elemento aije A tendra aso

ciado el booleano resultado de la unidén 16gi
ca de aquellos asociados a los elementos gue,
por combinacién lineal, lo generen. El ente-
ro r', asociado a una componente conservati-
va, es el nlmero de booleanos que adoptan el
valor TRUE en la fila correspondiente de 1la

matriz booleana asociada a A.

>, CONCLUSION

La condicidn presentada en el corolario 2 es
de muy rdpida ejecucibn y elimina un elevado
porcentaje de componentes no elementales ge-
neradas en cada paso, dandose frecuentemente
el caso de que, en las redes que normalmente
se utilizan, la eliminacifn sea del 100%. Es
to puede comprenderse, en parte, dado que --
las matrices de flujo son normalmente casi--
vacias y frecuentemente coincide el rango r
y su mayorante, r' .

Por Gltimo, si s6lo se desea disponer de las

componentes elementales, el algoritmo puede

Qiiesttié - V.6, no1 (marg 1982)

completarse con una biisqueda exhaustiva de -
componentes no elementales, basada en la com
paracibén de los soportes entre las componen-
tes generadas dos a dos. En este caso, la --
operacibén deberd realizarse al final de la -
ejecucidén del algoritmo y sobre un reducido
nlimero de componentes.
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