ESTIMATION RECURSIVE D'UNE PARTITION, EXEMPLES D’APPRENTISSAGE

ET AUTO-APPRENTISSAGE DANS R~ ET I¥
J. AGUILAR MARTIN, M. BALSSA, R. LOPEZ DE MANTARAS

Nous allons présenter dans cet article un algorithme de classification du type auto-apprentis
sage qui peut traiter des donndes multidimensionnelles continues d 1'intérieur du cube uni———
taire: CLRO.

La premidre partie traite de divers concepts généraux régissant, & notre avis, les algorith--
mes d'auto-apprentissage.

Dans une dewxiéme partie nous supposerons que les donmnés ne pewvent prendre que les deux seu-
les valeurs 0 ou 1; ceci nous permettra d'établir une estimation récursive d'une loi de pro—-
babilité représentée de fagon exponentielle ayant une forme particulidrment simple. Nous géné
raliserons ensuite au cas de donndes réelles comprises entre 0 et 1. On montre que, moyennant
cirtaines hypothéses simplificatrices que l'on justifie, l'algorithme conserve sa forme sim-
ple.

La troisidme partie traite, sous le schéma général, le cas de la classification automatique
de points dans 1'espace RV, considérés munis de mesures gaussiemnes. L'algorithme est délop-
pé avec le souct de la simplicité des calculs en vue de son utilisation en ligne de fagon ré-
cursive. Il procéde & l'estimation de la moyenne et de la covariance des classes au fur et a
la mesure qu'elles sont créées et modifiées selon les principes décrits pour l'auto-apprentis

sage. Nous domnons un exemple d'application & la reconaissance d'objects en Robotique.

NOTATIONS
Cr classe indicée par k
X vecteur de composantes X i=1,...,N

probabilité de 1'é&vénement x

P [x]
P[]

densité de probabilité au point x

P'k[xi] densité de probabilité au point x,
sachant que X Ck

Py probabilité de {xi=1|x(ECk}

iy probabilité de {xi=0|x(ECk}

Pik paramétre de densité P'k[xi]

P'[x|p] densitd de probabilit& au point x d&
pendant du paramétre p

Wy centre de la classe Ck

>x

matrice de dispersion (ou d'inertie)

de la classe C

k
tk nombre d'éléments de Cy
6k(tk) estimation du paramétre 8 correspon-

dant a la classe Ck aprés y avoir
attribué tk éléments (6 peut é&tre
remplacé par les vecteurs p,q, .

oll la matrice 25 ou chacune de leurs

composantes) .

1. LES ALGORITHMES SSIF
AUTO-APPRENT ISSAGE

1.1 INTRODUCTION A LA _NOTION D'APPRENTISSAGE

L'apprentissage est un concept trés controver
sé et sa complexité& et la place qu'il occupe
dans le comportement humain dépasse largement

notre propoes.

De nombreux processus, comme la création d'ha
bitudes ou "conditionnement", sont &laborés &
partir du phé&noméne de répétition, mais, mal-
gré leur importance nous ne les envissagerons

pas car ils sortent du cadre de notre étude.

Notre intérét se portera sur des processus

d'apprentissage naturel d'un type plus "dé&duc
tif" comme la mise en évidence de traits ca--
ractéristiques d'un ensemble d'objects, la dg
duction de relations, ou la partition d'un en

vironement.

L'apprentissage consiste alors en la dé&couver
te, 3 partir des informations contenues dans
1l'environement, d'un concept n'apparaissant

pas & priori.
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La présence de fonctions de perception et de
mémorisation est donc nécessaire, ainsi que
dans certains cas, celle d'une fonction per-
mettant d'évaluer la qualité des décisions
basées sur l'apprentissage. Nous nous trouve
rons donc en présence de la situation suivan
te:

Un ensemble d'objets Xj-... Xy est "examiné&"
séquentiellement et fournit au systéme une

t t
{ys’s=t =Y~. Le pro-
o

cessus d'apprentissage consiste en la cons—-

séquence d'observations

truction:

i) d'une estimation de 1l'ensemble des objets
ii) d'une relation structurelle induite par

1l'ensemble des objets,

les deux é&tant basées sur l'information pas-

= t : =
sée Y ; ceci permet au systeéme:

- d'une part de reconnaitre l'origine d'une
P g

nouvelle observation Vi1’ c'est-d-dire

de décider de quel objet Xi elle provient;

cette reconnaissance peut &tre entéchée
d'erreur,

- d'autre part de générer des objets vir--
tuels (estimés) qui soient en acord avec
la structure relationnelle d&duite des
observations.

La structure d'un tel syst@me peut &tre re--

présentée par le schéma de la figure 1.

Un classificateur est un systéme, qui, &tant

donné un ensemble € affecte & una classe Ci
tout élément weQ. Il en résulte une partition
_ N

P—{ci} i=1°

Une partition P est &quivalente & un ensemble

de fonctions caractéristiques

[}

si weC,
i

X= {Xi(w)}§=l ot X, (w) =

0 si wéC,
i

a4 laquelle on adjoint une ré&gle de décision
R(./P), ou classificateur. Une régle de déci-
sion est une application de @-P avec R{w/P)=

=C, telle que: C..
j R

1.2 PRINCIPE DES ALGORITHMES PAR AUTO-APPREN-
TISSAGE

Les algorithmes que nous allons &tudier plus
particuliérment dans ce travail différent de

la pluplart des méthodes de classification -
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Fig. 1l: Sistd@me de classification
avec apprentissage

automatique (type nuées dynamiques) /1,2/ —--
par le fait que la notion d'estimation rem--
place celle d'optimisation. Il s'agit donc -
de construire, de fagon séquentielle, des es
timateurs d'une partition supposée inconnue

mais cohérents par rapport a la métrique =-

choisie,

L'estimation peut &tre elle-méme basée sur -
une optimisation mais elle ne portera alors
que sur le passé, c'est-d-dire sur l'ensem--
ble des &léments observés. L'estimation pré-
tend cependant, et c'est 13 son utilité&, de
perpétuer sa validité& dans un futur encore
inexploré. Par ailleurs, on peut remarquer
gqu'un estimateur est uniquement une statisti
que ou fonction mesurable sur la tribu des
observations & laguelle on adjoint des gquali
tés de consistence, de convergence tempore--
lle ou d'optimalité par rapport & un critére
d'erreur ou de mesure (variance ou vraisem--
blance) .

La structure mal détérminée de l'ensemble --
des candidats pour ces estimateurs rend trés
difficile l'analyse directe du probléme de -
classification automatique & auto-apprentis-
sage sous forme de probléme d'estimation ---

d'une partition.

Pour vaincre cet obstacle, si une paramétri-
sation est possible, on raméne le probléme -
3 une estimation récursive de paramétres, --
auquel s'ajoute un probléme de décision. Ce
ci le différencie, dans le cas autonome ----
(sans professeur) d'un simple probléme d'es-

timation statistique de paramétre.
Nous allons maintenant &tudier, de fagon pra

tique et détaillée, le fonctionement d'un --
tel algorithme.
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Remarquons tout d'abord que le nombre de ---
classes n'est pas imposé mais déterminé 1i--

brement par le systéme.

Les éléments & classer sont traitds séquen--
tiellement, une seule fois chacun, et 1l'algo
rithme peut fournir, 3 tout instant, une par
tition des &léments déjad traités sans avoir

"eu connaissance” de l'ensemble des &léments
3 classer. D&s que le dernier &lément a &té

traité on dispose de la partition finale. Il
s'agit 13 de différences essentielles avec -

les algorithmes d'échange.

Chaque classe sera représentée par un (ou --
plusieurs) paramétres 0k~ Afin d'alléger les
notations nous parlerons, dans la suite de -
ce chapitre consacré aux généralités, du pa-
ramétre Ok (au singulier) caractéristique =-
d'une classe Ck bien que certains algorith--
mes utilisent deux param@tres pour caractéri

ser chaque classe.

Les différentes &tapes de l'algorithme sont

les suivantes:

1 - Lecture du premier &l&ment, il est affec
té & la classe 1; le paramétre 0 repré
sentatif de cette classe est alors calcu
1& en fonction de cet &lément;

2 - lecture de 1'&lé&ment i; un calcul d'esti
mation de probabilité fournit alors une
mesure de l'appartenance de cet &lément
aux différentes classes déja créées. Cet
élément est alors affecté, suivant la ré
gle du maximum de vraisemblance, & la --
classe la plus probable, sous réserve --
que cette mesure d'appartenance 3 la di-
te classe soit supérieure 3 un certain -
seuil, sinon on crée une nouvelle classe
a laquelle on affecte 1'é@lément i;

3 - aprés affectation d'un &lément 3 une ---
classe Cy le paramétre Oy s caractérisant

cette classe est modifié de fagcon & te--

nir compte de la présence de ce nouvel -

€lément dans la classe;

4 - on passe 3 la lecture d'un nouvel &1&---
ment et on recommence les é&tapes 2 et 3.
Aprés la lecture du dernier é&lément on -
dispose de la partition finale et d'une
estimation des paramétres 9 K-

Il est & remarquer, dans la présentation que

nous venons de faire gu'aucune possibilité -

n'existe pour un €lément de changer de clas-

se aprés son affectation. La classificacion
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ainsi obtenue est appel&e "historique".

Pourtant il se peut qu'ad la fin de la classi
fication historique un él&ment ayant &té af-
fecté & un instant donné 3 la classe Ck soit
plus proche d'une autre classe Ck’ car les -
paramétres Ok et<3k. ont été modifiés en ---
cours de traitement.

Pour rémédier & cet inconvénient, on effec--
tuera, aprés la classification historique --
une opération de classement. Pour cela on re
traitera séguentiellement tous les &lé&ments
et on les affectera & la classe dont ils ---
sont les plus proches, cette affectation &--
tant basée sur les valeurs finales des para-
métres ek" Ainsi, la partition finale qui -
sera retenue sera celle obtenue aprds cette
opération de classement gue nous appellerons

"classement instantané".

1.3 REMARQUES

Le principe de fonctionement de ces algorith-

mes appelle un certain nombre de remarques:
/3/.

1. Le seuil: TI1 joue un rdle prépondérant.
Il &vite que des décisions soient prises sur
des probabilités d'appartenance trop faibles.
Il jouera &galement un rdle, comme nous le --
verrons plus loin, dans le nombre de classes
créées. En particulier, plus sa valeur sera -
€levée plus le nombre de classes aura ten----
dance & augmenter ce qui renforcera par ai---
lleurs leur homogénéité. Le choix de ce seuil
n'est pas toujours aisé&. Souvent, cependant,
il s'introduit de fagon naturelle en fonction
de la structure de 1l'algorithme, mais sa dé--
termination précise conserve, malgré tout, un
aspect un peu empirique. La valeur du seuil -
est directement liée aux caractéristiques ---
d'une classe "vide" ou indiffé&renciée préte a
accueillir tout &lément qui n'aurait pas une
appartenance suffisante & une des classes —---
existantes.

2. Initialisation des paramétres'ek: L'initia
lisation des paramétres Ok peut parfois pré--
senter une certaine difficulté&. Cela dépend -
de la nature de Ok. Si Ok est une moyenne, --
1l'initialisation se fera naturellement & par-
tir de la valeur du premier &lément affecté i
la classe. I1 faudra cependant que cet &l&---

ment ne donne pas une "impression" trop forte
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a4 la classe pour gu'elle soit en mesure d'ac
cepter des &lé&ments dont la distance soit ~-
non nulle avec ce dernier. Ceci peut &tre ob
tenu par une pondération non nulle de la va-
leur a priori ou d'initialisation. Si par --
contre, ek est une matrice de covariance em-
pirique il est clair que la connaissance ---
d'un seul élément ne permetra pas sa détermi
nation. Il faut alors initialiser toutes les
classes par une valeur 0 due 1l'on doit dé--
terminer 3 l'avance. Cette d&termination ---
peut parfois se ré&véler délicate et comporte
une part d'arbitraire. Une connaissance préa
lable des données pourra nous guider dans ce
choix.

3. Influence de l'ordre de traitement des --

données: puisque le paramétre @  est modi

fié & chaque arrivée d'un nouvel é?ément -
dans la classe Ck’ et compte tenu du princi-
pe méme de 1l'algorithme, il est clair que --
l'ordre dans lequel les données sont trai--—-
tées pourra avoir une influence sur la par--
tition finale. Ceci est un aspect inhérent &

l'apprentissage naturel.

Ce phénoméne ne présente cependant pas que -
des aspects négatifs. En effet il peut s'avé
rer intéressant de disposer de plusieurs par
titions d'un méme ensemble. Cet intérét est
méme accru par le fait que les partitions --
peuvent comporter un nombre de classes diffé
rent pour una méme valeur du seuil. En effet
cela peut nous apporter une aide précieuse -
pour apprécier la validit& de notre classifi
cation.

4. Nombre de classes de la partition: 1le —-

nombre de classes cré@es n'est pas déterminé
& l'avance par l'utilisateur mais fixé par -
l'algorithme. Cependant l'utilisateur peut -
imposer un nombre maximum de classes 3 ne --
pas dépasser. L'algorithme proc&de alors de

la fagon suivante:

S8i la donnée a classer ne peut étre affectée

d aucune classe 38ja créée, en satisfaisant

le seuil, il cherche & créer une nouvelle --

classe; alors deux cas peuvent se présenter:

- si le nombre maximum autorisé de classes
n'est pas encore atteint il y a création
de classe

- dans le cas contraire la donnée est affec
tée 3 la classe dont elle est la plus pro
che mais sans modifier le paramétre 0y re

latif & cette classe; elle n'est donc pas
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prise en compte pour 1l'apprentissage et le -
programme signalera que le "niveau de con-—--

fiance" n'a pas &té atteint.

5. Fonctionement en mode professeur: si l'on

a une connaissance particuliére des données
nous permettant de savoir, & priori, affec--
ter certains &léments 3 certaines classes, -
on pourra utiliser cette information initia-
le pour fixer, dé&s le départ le noyau des --
classes. Les décisions d'affectation ne sont
donc plus prises "librement" par 1'algorith-
me mais dictées par le "professeur" dans ce
cas 1la.

Cela donnera bien sfir une plus grande stabi-
lit& & la classification et réduira (ou &li-
minera) le cdté un peu arbitraire que peut -
parfois comporter le choix de l'initialisa--
tion des paramétres g en l'absence de toute

information initiale.

Ce type de fonctionement est particulidre---

ment intéressant en reconnaissance de forme.

Pour terminer ce paragraphe de généralitéds -
sur les algorithmes par auto-apprentissage -
nous donnons 1l'organigramme gé&néral d'un tel
algorithme en Figure 2.

2. PARTITION DES SOMMETS DU CUBE UNITAIRE

Les données & classer se présentent sous la

forme d'un vecteur x de N composantes dont -
chacune d'elles ne peut prendre que 1l'une --
des valeurs 0 ou 1. Ainsi une donnée pourra

étre représentée par un tableau & 2 lignes -
et N colonnes, une seule ligne &tant en fait
utilis€e puisque chague composante prend for

cément un seul des deux niveaux possibles.

Dans ces conditions une classe €, sera carac
térisée par une matrice P 3 2 lignes et N -
colonnes. Chaque &lément représentera la pro
babilité Pik qu'ad la iéme composante Xy m=--
d'une dornée x€ Ck de présenter la valeur 1

ou g,y pour la valeur 0.

Cette matrice aura donc la forme suivante:

or Vie{1,2,...,N} on a:

ik = 1 7 Pyy-
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Y

lecture de la
donnée x

a-t—on
déjd créé une
clas-e ?

oui

> v

calcul des mesures d'ap-
partenance P(x/Ck) de x
'3 toutes les classes.
Recherche de :

Mix [P(X/Ck)]=P(x/Ckx)

Apprentissage 3

{ |

Initialisation de
classe;
X appartient 3 cet-

te nouvelle classe
A
]
Y
=
- non
Yy
A
non max de oul
classes
atteinty
Figure 2
xECk
modification
X € Ck de gk
- ] - I
Figure 2: Organigramme des algorithmes de
classification par auto-appren-
tissage.
Ck pourra étre entiérement déterminée par le N N
seul vecteur ligne = 1 Pik -, I = pik)
1/xi=1 i/x,=
P1x i
Rappelons que Pik est la probabilité pour --
P, = . w =
k . gque la iéme composante de x présente la va--
Prk . leur 1, sachant que x provient de la classe
Ck'

Soit Pk(x) la probabilité que 1l'on observe -

T = P . 22
le vecteur x=[xl,x2,...,xN] sachant que cet Le paramétre Gk défini au chapitre précédent

te observation provient de la classe Ck' En sera donc ici représenté par le seul vecteur
faisant 1'hypothé&se d'indépendance stochasti Py 1
r
que entre les composantes du vecteur x on a: P = .
k ~ :
N p
- k,N
P [x] = 'H prob[xi|k] ’

i=1 PP -
La définition méme des composantes de ce vec

mais, compte tenu de la structure particulié

re des donné&es Pk(x) peut encore s'écrire:

N N
P, [x] = i p: . I . =
k i/xi=l ik i/xi=0 ik
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teur permet de proposer pour leur estimation
d'effectuer un comptage des é&événement tels -
que {xi=1 et xeck} et d'en calculer leur fré

quence a l'interieur des é&vénements {Xeck}.
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Définissont la par:

Nb(t,xi=1, xeCk)

£, (L) =
ik Nb(t, xeCy)
donc
flk(t)
B (t) = |
£y (£)

est un estimateur de Py -
On peut donc poser la formule récursive sui-

vante:

1
B (E+1) = p,_(t) + — (& (B)~- B, (t))
k k £+1 k k

dans laquelle
815 (1)

k(t) = E
Sk (B)

et les &léments de ce vecteur sont tels que:

—_ 3 S L) p—
6ik(t) =1 si 8 1l'instant t,xi—l et xeCk

Sik(t) = 0 si xi=0 et xeCk et
= A PN v
Sik(t) = pk(t) si & l'instant t,xeCk pour ne

pas modifier ﬁk(t).
Nous noterons tk le nombre de fois que, 3 -

l'instant t, on a eu xeCk ce guil correspond

au nombre d'éléments de la classe C, . Remar-

k
quons que de cette fagon on peut poser
T
P., = lim z: x. ()
ik Too tk=l itk

puisque la probabilité est la limite de 1la
fréquence.

Nous allons tenter de conserver cette rela--

tion dans le cas ol Xy peut prendre toutes -
les valeurs dans le segment [0,1].

3. PARTITION A L'INTERIEUR DU CUBE UNITAIRE

Nous allons, dans ce paragraphe, &tendre ---
l'algorithme au cas de données réelles conti

nues dans le cube unitaire.

3.1 Lol DE PROBABILITE D'APPARTENANCE D’UN
ELEMENT A UNE CLASSE

a) Choix d'une loi de probabilité sur [0,1]
Dans le paragraphe précédent la loi de --
probabilité de la kié&me composante dépend du

seul paramétre Pk. Ce paramétre est lui-méme

la probabilité de Xi=l' Il peut donc étre in
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terpreté comme la fréquence observée de cet

événement depuis un temps suffisamment long

Dans le cas ol X; peut prendre ses valeurs
dans l'intervalle {0,1] on peut interpréter
la valeur observée comme un degré d'apparte

nance de 1'é&vénement vrai & 1'é&vé&nement ---

idéal x.=1.
i
Nous poserons ainsi:

xi(tk)

De fagon similaire au paragraphe précé&dent

-

nous chercherons 3 utiliser, comme fonction

l—x. Cepen-

de dé&cision, la fonction px(l—p)
dant cette fonction ne peut pas é&tre la loi
de densité de probabilité de x sur [0,1]. -
On doit pour cela introduire un facteur de

normalisation. On aura donc:
%y (1-x.)
=K;(p;)p;7(1-p,)

=

]
pk(xi)
Nous verrons par la suite une justification

précise du choix de cette densité.

b} Description de la loi

La densité& de probabilité & la valeur -
observée du vecteur x, sachant que cette ob
servation provient de la classe Ck est (en
faisant 1'hypoth&se d'indépendance stochas-
tique entre les N composantes du vecteur x)

N

Pelxl = igl Pi (%]
avec

Xy (1-x,)
Poelxil = Ry ey - Pijél—pi'k) i
ol
pi,k €lo,1{ ; X5 e o,1] ; i=1,2,...,N

Ki(oi k) est une constance de normalissa---
r

~

tion & déterminer.

Pour que Pik[Xi] soit une densité de proba-
bilité il faut que les deux conditions sui-

vantes soient réalisées:

P! k(xi)> 0

i, vxie[OJ]

et

1
_L~Pi,k (x,) dx, =1

la lére condition est toujours satisfaite -

i=1,2,...,N

puisque Xy prend ses valeurs dans l'interva
lle [o0,1] .
la 28me condition nous permettra de détermi

ner la constante Ki K gqui sera donnée d'une
I
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maniére générale par:

L J.ox . (1-p) 70

]

o
log 725

2p-1

(Dans la suite, lorsau'il n'y aura pas d'am

biguité nous supprimerons les indices k (re

latif 34 la classe) et i (relatif au numéro

de la composante)).

Cette loi ne dépend que du paramétre p et -

peut donc s'é&crire:

P'[x/p] = K(p) p* (1-p) (}7%)

c) Décision bavesienne d'affectation

La mesure de l'appartenance d'un &lément
X 3 une classe Ck sera la densité de proba-
bilité & posteriori suivante: P'[C,/x]. ---
Mais une classe étant entiérement caractéri
sée par le vecteur p il est &cuivalent d4'é-
crire cette probabilité sous la forme: ----
P' [p/x] en tenant compte du fait que, bien
gue p puisse prendre toutes les valeurs ~--
dans l'intervalle ocuvert (0,1), seul un nom
bre fini de ces valeurs est & prendre en --
compte lors de décisions puisque le nombre

de classes sera toujours défini.

Cette expression peut étre calculée & par--

tir du théoréme de Bayes

P' [p/x] :P_'_[X/D.P'[_D_]__

P'[x]

- P'[x/p) est la densité de probabilité con
ditionnelle de la mesure dont on connait
1'expression

- P'(x] est la densité de probabilité mar-
ginale de x; son expression est donnée -
par:

P' x =./"P(x/oLP'[oldp =

o

=_/ﬂP[o].K(o).ox.(l—o)(l_X).do

0
-~ P'ip] est la densité de probabilité a =--
priori d'obtenir une classe caractérisée
par le vecteur p

Si on n'a aucune connaissance a priori sur
le type de classe & créer il serait naturel
de prendre comme loi de probabilité & prio-

ri p; la densité& équiprobable
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P'[p]

P' [p]

1 si pe€l0,1{

0 si p<0 et p3l

on obtient alors:

K (0)p%. (1-p) {17X) prp)

P'lp/x] :
J. K(p)p¥(1-0) 1) prip) a0

expression coui, pour un x donné est propor-
tionnelle a K(p) p¥(1-p) (17%),

La présence de K(p) dans cette formule rend
difficile la comparaison entre diverses va-
leurs de P pour procéder & l'atribution de

X & une classe.

Nous allons voir sous quelles hypothéses --
cette expression peut &tre considérablement

simplifiée.

d) Simplification

Dans le but de se ramener le plus prés
possible de la fonction F(x/D)=OX(1—D)(1-X2
nous allons choisir pour P'[P] non pas la -
loi écuiprobable mais la loi suivante qui -

supprimera pour P'([p/x} 1l'effet de K(P):
Prip] = P
K(p)

la constante de normalisation se calcule --
par:

1 1

1 ] _
j. L dp j‘ 21 ap
| R(p) | 1og -2

1-p

Dans ces conditions l'expression:

0¥ (1-p) 17%) k(0).p" (0]

(1-x)

P'lp/x]

1

0¥ (1-p) .K(p).P'[p] .dp
0

peut d'écrire

0¥, (1-p) {17%) )

P'[p/x] =
Aa(x)
avec
a(x) = 0¥, (1-p) 17 ) g,
0
4’'ol
p'lp/x] = p¥.(1-p) (17X _1

a(x)

Ainsi, pour un x donné&, cette loi est pro--
portionnelle & la fonction F(D/x)=pﬁl—o)u_x)
Cette derniére est donc une fonction de ---

vraisemblance pour P lorsque x est donné.
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Etude de g(x)

1
1-x
g(x) = px(l—p)( ) dy, .
G
Cette intégrale est a rapprocher de 1'inté--

grale classique:

1
xa(l—x)B dx
0
dont la solution est:

F'{a+1) . M R+1)
( o+B+2)

En posant 8=1-a et en utilisant les deux --
propriét&s suivantes:

I'(l+x) = xT{x)

Il

T{x).T(1-x) = ———
sin [l x

on obtient

g(x) = j. 0¥ (1-p) (17X gy - xU1-x) 1

2 sin[Ix

La fonction g(x) ne joue pas de rdle lors du
choix de p maximisant la probabilité 3 poste
riori P[(p/xﬂ . Cette recherche de p rendant
Pp/x] maximum s'effectuera donc sur la fonc

tion:
Flo/x] = p¥(1-p) (17%)

Cette remarque réduit considérablement la --
complexité de 1'algorithme et le gain en ---
temps calcul aui en découle est appréciable.
L'inté&rét d'avoir choisi comme loi de proba-
bilité & priori pour p la loi P' p = 2

K(p)
apparait clairement maintenant.

e) Justification du choix de la loi

P'[p] = __A_

K(p)
Le choix de cette loi (i la place de la loi
équiprobable) peut &tre justifié au vu de sa
représentation graphigque. Rappelons que les

conditions de normalisation s'écrivaient:
X 1
' 2p-1

log p/1-p

dp

et pour la loi marginale de x:

A = .
' Ox(1-x)
2 sin[Ix

dx

o

l'inté&gration numéricque de ces expressions -
nous fournit la valeur de la constante i,
A = 2,347
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4 prp)
Kip) s
LR —— o — = e e ]
x«§<<§§§§\\ N
1 N
N
R:TN
06 |
94+ I
0.2 1 L ) 1 . ) ) : 9;
0 02 04 05 0,8 ! ’

Fig. 3: Loi de probabilité
a priori pour

La figure 3 donne la représentation graphi--

aue de la fonction:

A _ 2,347(2p-1)
K(p)

log -2~
1-p

et permet de constater que par rapport & la

loi Eauiprobable on favorise légé&rement la -
zone voisine de p=0,5 et 1l'on pénalise les -
zones ol p est voisin de 0 ou de 1 (pour ---
p=0,1 la fonction vaut déja 0,87). Ainsi, le
programme gui mettraben oeuvre cet algorith-
me utilisera comme mesure d'appartenance ---

d'une donée i une classe la fonction

Flo/x] = p¥(1-p) (17

Cette fonction sera &tudiée au paragraphe =--

suivant dans le cas scalaire.

L'affectation d'une donnée & une classe ----
s'effectuera suivant la ré&gle du maximum de

vraisemblance pour les seules valeurs co-

k
rrespondant aux classes existantes.

xeC si Fle /x] = max(F[pk/x]) > 8
k* k* k

L'introduction du seuil S a pour but d'evi--

ter une décision d'affectation s'appuyant --

sur des probabilité&s d'appartenance trop fai

ble. Nous reviendrons en détail ultérieure--

ment sur cette notion de seuil.

f) Etude de la fonction F(p/x)=px(lﬂ)(l_x)

en fonction de P (fonction de vraisem---

blance

Dans la figure 4 on peut remarquer les carac



téristique de la fonction F(D/x)=OX(l—m(l—X)
que nous justifions das ce paragraphe. Cal--

culons la dérivée par rapport & P

F(p/x) _
op

xp ¥ D (1o ) 17X L X (g yy (12 ) X

d'oll 1'on tire

F(p/x) . _P_ % (5 - 1)

ap 1-p p

ler cas: x est 3 l'intérieur de l'interva--

lle [0,1]

3F (p/x)
oP

= 0 pour p=X

la fonction aura son maximum pour p=x; il --
vaut A(x)
A(x) = xx(l—x)l—X

- si p~0
F (p/x) px X _ X
3p o p1™®

puisque x<1

donc sa tangente est 1'axe vertical 3 la va-
leur

F(0/x) = 0

- si p+l i1 est immé&diat gque la fonction --
tend vers moins 1'infini donc la vertica-

le au point F(1/x)=0 est sa tangente.

2éme cas: valeurs particuliéres aux limites

pour x
x =0 == F(p/0) = 1-p
x = 1 = F(p/1) = p

La dérivée A'(x) du maximum est:

X

x.Logy
A’ (x)=A(x)Log . S (1-x)Log - . e 1=x
1-x 1-x
Cette guantité s'annule pour x=1/2, donc ---
A(x) sera minimum pour x=1/2.
AF(p/X)
x=02
5
4
. (1)
10 Flp/x)=9" (1_9) 3
2
19
0 L] 1 1 1 f | S N 1 1y
0 02 04 0,6 0,8 1

Fig. 4: Fonctions de vraisemblance
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A Flp/x)

UﬁJ“ x) 5

1
Flgn=g (1-g)

8,70

0,50
ozol- =0,35
! 2
0301
3 9=02
1 1 | SO S ) %

1 1 >

0,20 0,2 04 0,6 08 1

] h ) 0

Fig. 5: Fonctions de densité

ag) Etude de la fonction F{p/x) en fonction

de x (fonction de densité)
On constate aisément que la fonction est mo
notone en x et que pour 0<p<0,5 la fonction
est décroissante alors que pour 0,5<p<l elle
est croissante. La valeur p=0,5 correspond

& une constante quelgue soit x
F(0,5/x) = 0,5

Les valeurs extrémes p=0 et p=1 sont 3 ex--
clure.

La figure 5 montre différentes formes de --
cette fonction selon les valeurs de p. Dans
la figure 6 nous montrons la forme que prend
la courbe pour les trés petites valeurs de
p.

Flg/x)

09
{(1-x]

Flo/x}= 9x(1-9)

Fig. 6: Fonctions de densité pour
valeurs trés petites def
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3,2 MISE EN OEUVRE DE L’Al GORITHME

a) Détermination du seuil

En l'absence de toute information a prio
ri on initialisera par une classe vide carac
térisée par la probabilité a priori de i, ~
Pé[xi] définie au moyen du paramétre ﬁﬁ,o'
On fera 1'hypothése cue toutes les valeurs -
de 1l'intervalle [0,1] sont &quiprobables ce
qui impliaue ‘£,o=1/2. Il apparait ainsi, de

facon naturelle un seuil:

N X.
s = 0 of .a-e )8 x) L
i=1 ! ! a(x,)
i =1,2,...,N
soit:

N

. N- L)
S(x) = 1 le' 1 ( le LI 1
2 2 i=1 q(xi)

N
(2 b
2 i=1 q(xi)

Ainsi l'affectation d'une donnée 3 une clas-

se non vide ne pourra s'effectuer au'avec, -

pour la fonction P'[D/x] une valeur suové---

rieure a

N N 1

. H

S(x) = 1
2 i=1 g(x,)

- -

4 S(x) revient 3 comparer --
F[P/x] a S'(x)=(1/2)N; en effet, le terme --

1/q(x) présent dans les deux expressions ---

comparar P[D/x

n'intervient pas lors de la comparaison.

b) Estimation du paramétre #P

Dans ce paragraphe, afin d'alléger les -
notations, nous ne porterons pas l'indice de
la classe et le numéro de la composante des
vecteurs x et P. L'estimation de P est ba--
sée sur un nombre g d'observations disponi--
bles, l1l'indice supérieur correspond 3 leur -
ordre d'arrivée {xl,xz,...,xc}, si nous choi
sissons l'estimateur du maximum de vraisem--

blance on a:

P'[ﬁ/xl,xz,...,xq ]: Max P'[p/xl,xz,...,xq]
o

or en faisant 1l'hypoth&se d'indépendance des

différentes observations on a:

P'[O/xl,xz,...,xq]

g i
o r [o/x ]i=l,2,...,a
i=1

soit

q i i
P'[D/xl,xz,...,xq) = »% (1_p)U-X )__ET_=
=1 g(xt)
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Posons: Z = — et G = -
a i=1 o(x?1)

Plo/xt,x2, .o x® 12072, (1-0y 172 g =

=% (1-p) 17T ¢

1'estimateur 2 sera donc la valeur de p te-

lle aue

3 12 : 3 1-2),
g P/t kT ] = el e [ () TP g

soit:

4 (1-z)j0~1 p \z
IpZ0-p ] A Y £ W
a-1 1-p [¢]

P prenant ses valeurs dans l'intervalle [0,1]

la seule valeur de 0 satisfaisant cette rela
tion est: p=z, par suite:

a ,
DG _ 1 Z& Xl
o i=

L'estimateur de P est donc la movenne arith-
métiaue des observations ce qgui confirme ---

l'extension de la loi obtenue pour les -----
x,€{0,1}.
i

¢} Procédure d'apprentissage

La procédure d'apprentissage sera la sui
vante:

Pour chacue donnée x 3 classer on cherchera
k* tel que:

P;*[Dk*/x] = Mix Pi[ok/x]

deux cas peuvent alors ‘se présenter:
i) si P! = /X] > S(x)
x* k"

alors on atribue x 3 la classe C et son pa
k
ramétre ¢ N est modifié de la fagon suivante:
k
soit Dk la movenne de la classe Ck lorsa'’elle

a absorbé t &léments.

I1 faut noter aque t; ne correspond pas & un -
temps commun pour les différentes classes. Il
s'aagit du nombre d'éléments de la classe k.

On ne mettra pas l'indice k pour allégerer --

les notations dans ce aqui suit.



On peut écrire pour la classe venant d'at--
tirer un élément

T t
Blt) = X+xX +...+

t

R L = P
si ¥ est la iéme domnée absorbée rar la classe Ck

32 to_t+4l (t41)

5(t+l) = X +X 4. X +X b)) x
1 t+1

en ajoutant et retrachant la quantité

_1 ot
on obtient:

' - 1 t+1
BlE) + —— (x
t+1

5(t+1) = - Bt
formule qui constitue la forme récurrente de
correction de l'estimateur du paramétre.
ii) si P! @ /% ]<8(x)
k k
il faut alors examiner si le nombre maximum
autorisé pour la création de classes est at-
teint:
- s'il ne l'est pas on crée une nouvelle
classe initialis&e & partir de la don--
née x
- s'il 1'est on attribue x 3 la classe --

cC mais on ne modifie par le paramd---

k*

tre p
k*

de confiance non atteint".

et le programme signale: "seuil

On voit donc le rdle prépondérant joué par -
le seuil S(x) dans le mécanisme de croissan-
ce du nombre de classes. En particulier on -
remarquera que plus S(x) sera choisi grand,

plus le nombre de classes créées aura tendan

ce & augmenter.

Lors de 1'Eétablissement de la formule récu--
rrente d'apprentissage la valeur de xl est -
en realité fonction du mode d'initialisation
choisi; si on initialise par 1'intermé&diaire
de la classe neutre (po=1/2), x1 est alors -
la moyenne entre la valeur de la lére don---
née et la valeur 1/2. Ce probléme sera abor-

dé en détail plus loin.

Examinons la formule de correction du para--
métre

BlEH) = B(E) + —— (x

t+1

T s

En posant a=1/t+1 cette formule s'écrit:

B(t+l) = p(t).(l—o)tox Tt

si, au lieu de donner & ~ la valeur 1/t+l on
lui impose une valeur constante C{4{l on mo-
difiera la loi d'apprentissage, en particu--

lier:

Questié - V. 5, n° 3 (setembre 1981)

. si o est petit (voisin de 0) la moyenne -
évolue tr@s peu lorsque la classe absorbe
de noveaux &léments; & la limite (a=0) la
moyenne reste égale 3 la lére valeur ----
qu'elle prend.

. si a est gran (voisin de 1) le "poids" du
dernier €lément absorbé par la classe est
prépondérant dans le calcul de la moyenne;

a la limite (o=1) la moyenne prend la va-
leur du dernier é&lément

. si a=1/24le dernier élément a le méme ---
"poids" que tout le passé&. Dans ce cas ol
a=1/t+1 on dit que la loi d'apprentissage
est statistique, le poids du dernier &lé&-

ment diminue au fur et 3 mesure que la —-

classe absorbe des élé&ments.

d) M&canisme de création de classes

Nous allons montrer gu'il existe une pos-
sibilité de création de classes sur tout ---
1l'intervalle [0,1 ] c'est-3-dire que P peut -
prendre n'importe quelle valeur de cet inter
valle.

Supposons que la-.-premiére donnée 3 classer -
ait la valeur 0. La premiére classe sera —--
alors initialisée par la valeur p'=(0.5+0)/2

=0.25; la figure 7 représente la courbe ~---
px(l_p)l—x
la droite S(x)=0.5 au point o,. Pour qu'il y

1
ait création d'une nouvelle classe il faut -

pour p=0.25. Cette courbe coupe -

que la nouvelle donnée soit supérieure & oy

(sinon elle sera affectée & la classe 1}; --
alors une nouvelle classe sera initialis&e -
par pl=(0.5+x2)/2 déterminant un point az).

Il suffit donc que l'on ait x>ui pour que la
création de classe se poursuive jusqu'd obte
nir QA=O.5. Si, par contre, la 2&me donnée -
est inférieure 3 al’ pl sera modifié en 1l'oc
curence diminué. On peut se demander s'il --
n'existe pas de limite & la création de clas
ses si les données & traiter sont de plus en
plus petites, autrement dit si o, > 0 lors--
que 0 >0 (puisque la création de classe ne -
peut intervenir que pour x>ai). L'intersec--

1-x%

tion des courbes px(l—p) et de la droite

S(x)=1/2 s'écrit:

o*(1-0) 7% = 12

Soit en prenant le Log des 2 membres:
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Fig. 7: Fonctions de densité
pour =0.25

si p=0 a—»—g————Lo 1/2 ->E—>O
Log O ~o0

par valeurs

positives

il n'y a donc pas de limite inférieure théo-
rique, & une donnée pour créer une classe. -
Par symétrie on voit qu'il en est de méme -~
sur le segment [0'5,1]. Cependant, en prati-
que il est clair que la cré&ation de classes
sera bien plus facile pour des valeurs voisi
nes de 1/2 que pour des valeurs de x voisi--
nes de 0 ou de 1. On a eu la confirmation ex
périmentale de ce fait. On va proposer un --
certain nombre de solutions pour uniformiser

=

la sensibilité & l'intérieur du domaine.

a) Linéarisation des axes de l'espace des -~

données

L'équation du paragraphe précédent donne
la répartition des points oy intersection -
de la droite S{x)=0.5 avec les courbes -----
px(l-p)(l-x); la figure 8 représente cette -
courbe.

Cette non linéarité est une des causes de la

moins sensibilité de 1l'algorithme pour les -

valeurs de x voisines de 0 ou 1.
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o
e

Fig. 8: Repartition des points

d'intersection de *(1- )l—x

avec S=0.5

Nous avons donc procé&dé a une linéarisation
des données. Il s'agit de multiplier chaque
donnée par la fonction inverse de a(p). Mal-
heureusement cette fonction inverse ne s'ex-
prime pas analytiquement ce qui nous conduit
4 adopter une méthode numérique consistant a
réaliser un tableau faisant correspondre & -
chaque valeur de o la valeur correspondante

de p.

c) Mode d'initialisation des classes

La solution retenue &tait d'initialiser
une classe par 5k(t)=(0.5+xl)/2. Supposons -
que la donnée xl ait la valeur 0; 5k(t)=0,25
Ceci, comme on vient de la voir, rend tré&s -
difficile la création de classes dont le pa-

~

ramétre p serait inférieur & 0.25.

Une solution consisterait & initialiser la -
classe par la valeur de la premiére donnée -
gqui lui est affectée. Malheureusement, si --
cette solution est satisfaisante pour les --
valeurs de X voisines de Oou de 1 elle rend
prohibitif le nombre de classes créées vers

le centre du domaine (0.4<p<0.6).

Nous avons adopté& une solution intermé&diaire
qui tente de concilier au mieux les deux as-
pects contradictoires ci-dessus.
- pour 0<x¢0.5 on initialise par 5k(1)

= 1/2 sin IIx
- pour 0.5<x<1 on initialise par 5k(1) =

= 1/2 cos IN(x+1/2)+2

La figure 9 montre la solution adoptée
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.

initialisation par 5k(l)=0.5+x/2
solution adoptée

Fig. 9: Modes d'initialisation

c) Action sur le seuil de création de clas-

ses

Pour favoriser la créaticn de classes --—
dans la région voisine de 0 et 1 et pour la
limiter vers le centre de l'intervalle[ O,H
on a introduit un seuil variable en fonction
de x et non plus constant et &gal & 1/2. En
effect rappelons que la loi choisie pour ---
P'[p]len remplacement de la loi equiprobable
avait une forme (figure 3) qui favorise donc
la création de classes au voisinage de p=0,5

et la limite pour p voisin de 0 et 1.

Pour compenser le choix de cette loi nous --
avons adopté& pour le seuil variable une loi

particuliérement simple puisqu'il s'agit ---
d'un cercle centré sur la droite p=1/2. L'or
donnée du centre et le rayon du cercle peu--
vent &tre déterminés de fagon empirique par

l'utilisateur selon son désir de favoriser -
plus ou moins la création de classes dans --
les régions voisines de 0 et 1. La figure 10

illustre le rdle de ce seuil variable.

Y six)

AN /

Fig. 10: Variabilité du seuil
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d) Exemple
L'exemple suivant permet de constater -

~

les progrés obtenus quant d l'uniformisation
de la sensibilité & 1'intérieur du carré uni
taire (cas bidimensionnel), grédce aux ac----
tions décrites dans le paragraphe précédent.
Il s'agit de classer 127 points de R2 répar-
tis de la fagon suivante: 5 groupes "com----
pacts" et de deux points A et B situés sur

un des sommets du carré.

Un premier bassage de 1l'algorithme CLRO sans

les améliorations décrites a donné les résul

tats de la figure 1l:

- les groupes 1,2 et 3 ont &té mis dans --
une méme classe

- le groupe 4 constitue une 2&me classe --
avec le point B

- le groupe 5 a &té '&claté&" en 4 classes
dont 1'une contient le point A.

Fig. 11: Resultat de la classification
sans améliorer l'algorithme

®

Fig. 12: Resultat de la classification
avec l'algorithme amélioré
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Ceci confirme donc la tr@&s forte sensibilité
dans le centre du domaine et la faible sensi

bilité dans les régions voisines des sommets.

Un deuxiéme passage avec l'algorithme amélio

ré a donné les résultats de la figure 12:

- chacun des 5 groupes a constitué une --
classe

- le point A a formé une classe

- le point B a &galement formé une classe

Cet exemple permet donc d'apprécier la mei--
lleure uniformisation de la sensibilité obte
nue par les modifications décrites au para--
graphe précédent.

4. PARTITIONS DANS RM MUNI DE _MESURES GAUS-
SIENNES

Nous présentons dans ce chapitre un algorith
me de classification itérative par auto-ap-
prentissage considérant des données issues -
de populations gaussiennes. Son schéma géné-
ral de fonctionnement est analogue au précé-
dent (CLRO) seules diff&rent les hypothé&ses
sur la distribution probabiliste attribuée -
aux données & classer. Cet algorithme, qui -
tient compte explicitement des corré&lations
entre variables, etablit l1l'estimation récur-
sive des deux premiers moments de densités -
de probabilité gaussiennes.

Un algorithme de ce type, développé par R. -
Lépez de Mantaras /7/ utilisait le filtrage
linaire adaptatif (filtre de Kalman-Bucy) -

pour estimer ces deux premiers moments.

L'algorithme présenté& ici est considérable--
ment plus simple et a des perfomances compa-
rables.

Nos allons caractériser (ou paramétriser) --
une classe par sa moyenne (ou centre de gra-
vité&) et son ellipsoide de dispersion (ou --
d'inertie) donné par la matrice de covarian-
ce . L'ensemble de ces deux paramétres est
appelé le "noyau" de la classe. Puisqu'on --
travaille sous des hypothé&ses de normalité -
les deux premiers moments (moyenne et cova--
riance) suffisent & déterminer complé&tement

la loi de la densit& de probabilité gaussien
ne relative & chaque classe.
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4,2 [ESTIMATION DU NOYAU DES CLASSES

a) Moyenne
Nous choisirons comme estimateur du cen
tre des classes la moyenne arithmétique des
données qui on &té affectées 3 cette classe
t

- 1 i
i (g) =% > x
Kk TR &)

ﬂk(tk): estimateur du centre de la classe Ck

lorsqu'elle a absorbé t élé&ments
tk: nombre d'cobservations affectées § la --
classe Ck

X7 : 1éme observation de la classe Ck

La formule récurrente permettant le calcul -

de la moyenne est

1 ( (tk+l)
uk(tk+1) uk(tk) + X -uk(tk)]
t, +1
k
b) Matrice de covariance

L'estimateur de la matrice de covarian-
ce d'une classe Ck sera la covariance empiri
que, calculée de fagon récursive, A partir -

-~

des éléments affectés 3 la classe Cy - Ici se
pose naturellement le probléme de 1'initiali
sation puisqgue la "covariance empirique"” n'a
pas de sens lorsque la classe ne contient --
qu'un seul &lément en début d'apprentissage.
Nous reviendrons ultérieurement sur ce pro--

bléme.

4,3 MESURE DE_L’APPARTENANCE D'UN ELEMENT A
UNE_CLASSE

Soit P'(X/Ck) la densité de probabilité con-
ditionnelle de la mesure (c'est-&-dire pour
que l'on observe le vecteur x sachant que --
cette observation provient de la classe Ck),

son expression est:

1 (o (Tm=1
e—l/z l(x—Jk) zk (x Jk)]

(27} %’1 ! detzk‘l/z

P! (c/Ck) =

La mesure de 1'appartenance d'un &lément i -
une classe sera la probabilité & postériori
P(Ck/x) donnée par le théoreme de Bayes:
'
b (e, /) = P' (x/C,) /P(C,)
P'(x)
oli:
- P'(Ck) est la densité de probabilité &
priori d'obtenir la classe Ck
- P'(x) est la densité de probabilité mar
ginale de x.



L'algorithme va donc devoir calculer, pour -

tout k{1,2,...,k ! (si K est le nombre de --

classes créées) la quantité P'(Ck/x). Cepen-
dant deux remarques permettent de simplifier
ce calcul:

i) P(x), qui est la densité de probabilité
marginale de x ne dépend pas de la clas-
se

ii) Nous pouvons faire 1l'hypothése que tou--
tes les classes ont la méme probabilité

4 priori.

Dans ces conditions, le calcul de P'(Ck/x) -

peut &tre remplacé par celui de P'(x/Ck).

4.4 REGLE DE DECISION

Ayant calculé toutes les valeurs de P'(x/Ck)
il convient de choisir une régle permettant

d'affecter la donnée x a une <lasse.

Cette régle sera celle du Maximum de Vraisem

blance, autrement dit:

xeC si P'(x/C ) = max[Pﬂx/Ck)]>S
k* k* k

k=1,2,...,K.

La donnée sera donc affectée & la classe —---
dont elle est le plus proche 3 condition que
cette proximité, traduite en termes de densi
té de probabilité soit sup8rieure d§ un cer--
tain seuil S.

- S8i cette condition est remplie, 1l'estima-
tion du centre et de la matrice de cova--
riance de la classe Ck sont alors modi-~--
fiées pour tenir compte de ce nouvel &1l&-
ment,

- sinon, 2 possibilités peuvent se pré&sen--
ter:

. ou bien, si le nombre maximum autorisé
de classes n'est pas atteint, on créé
une nouvelle classe 3 laguelle on af--
fecte 1'élé&ment,
ou bien, si 1'on ne peut plus créer de
classes, 1'élément est affecté i la --
classe Ck mais sa moyenne et sa matri-
ce de covariance ne sont pas modifiéés.
(Le programme signale dans ce cas:"€lé

ment classé sans apprentissage").

4.5 INITIALISATION

En ce qui concerne la moyvenne, la classe est
initialisée directement par la valeur du pre
mier &lément gui lui est affecté. Le problé-
me est plus delicat en ce qui concerne la ma

trice de covariance.
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En effet, en début d'apprentissage, lorsque
la classe ne posséde qu'un seul &lé&ment, 1la
covariance empirique n'a pas de significa--
tion. Aussi faudra-t-il fournir au program-
me une matrice d'initialisation Z:o' arbi--
traire, qui sera utilisée pour initialiser

toutes les classes.

Ce choix de 2:0

délicat. Si.l'on connait au départ 1'ensem-

est en effet relativement -

ble (ou une partie) des données on peut cal
culer, sur ces données la matrice de cova--
riance. Ceci nous donnera une idée de leur
dispersion et nous guidera dans notre choix
de 2:0. En tout cas on disposera au moins -
d'une borne supérieure pour Ejo'

La transition entre la matrice d'initialisa
tion z:o et la covariance empirique se fera

par exemple par la formule réqurrente:
_ 1
Y k(g D) = ot 2 (5 )45, (£, 41))

ol Sk(t+l) est la matrice de covariance em-
pirique de la classe k calculée sur (tk+l)

éléments de la fagon suivante:

tyt+l
1 t . t T
8y (g 1) = Z_ {7 () (x —plty))
tk+l tk—l

De cette fagon on limite 1l'influence de 1la
covariance empirigue en début d'apprentissa
ge puisqu’alors elle n'est pas trés signifi
cative du fait du faible nombre d'é&lé&ments

dans la classe.

4,6 (CHolx ET ROLE DU SEUIL S

Le rdle du seuil S est le méme que dans l'al
gorithme CLRO. Il nous donne 1'assurance --
que l'affectation d'un &lément 3 une classe
se fait avec une probabilité supérieure 3 -

une certaine valeur S, fix&e au départ.

La détermination du seuil S est relative---
ment ais&e ici, lorsque le choix de 2:0 a
8té fait.

On choisira, en effet, comme valeur du ----
seuil S, une fraction arbitraire de la den-
sité de probabilité maximum relative & la -
classe vide, c'est-&-dire & la classe de co
variance E:o; S est donc donnée par:
1
s = B ; 0<B<1
N 1/2
(27) 3 |det ZO‘
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Fig. 13: Mécanisme de création
de classes

Naturellement, plus la valeur de g se rappro
chera de 1, plus le nombre de classes crées

par l'algorithme aura tendance & augmenter.

4,7 INTERPRETATION GRAPHIQUE DU MECANISME DE
CREATION DE CLASSES

On se placera dans le cas ofi 2 classes Cl et
C, ont été créées, en trait plein sur la fi-
gure 13

- si x=a xeC1 car P'(x/C1)>P'(x/C2)>S

- si x=c¢ xeC2 car P'(x/C2)>P'(x/C1)>S
- si x=b P'(x/C2)>P'(x/C1)<S

donc création d'une nouvelle classe C3 ini--

tialisé&e par:

20
représentée en trait pointillé sur la figure
13,

4,8 VISUALISATION DES ELLIPOIDES DE DISPER--
SION

Nous avons pensé&é qu'il serait intéresant de

disposer & la fin de la classification d'une
méthode permettant de visualiser les ellip-

soldes de dispersion relatives & chaque clas
se. Ces ellipsoldes &tant situdes dans 1l'es-
pace & N dimensions (N est le nombre de com-
posantes de la donnée) il fallait pouvoir --
disposer de leur projection sur un plan aéfi
ni par 1'utilisateur. Ce plan sera naturelle
ment défini par 2 axes relatifs & 2 composan

tes du "vecteur-donnée".

Notons qu'il s'agit bien d'ellipsoides puis-
que la densité de probabilité gaussienne mul
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tidimensionnelle donnée par:

TH-1
£(x) = ; /2 e T2 (e
(2n)n/2\det(2) 1/2

fait intervenir une forme quadratique en x;

en la développant on obtient:

11 12"'513"" n (xl-l‘l)
521 522...52j...52n (xz—vz)

Xl“u)( - )...(x.-u,.)...(x—ll;] :
[ 1T 17 LR | e

Lf?l snz...snj...snn (x“—u“ij

Les Sij &tant les &léments de la matrice --
zz—l. En projetant dans le plan (i j) on -
obtient la forme guadratique suivante:

.. S, . (x,~ H)
ii ij i i

(x,~ #) (x.—p.)]
[ ot 73 S.. S.. (x.—- &)

J1 33 J 3
La densité de probabilité gaussienne de la-

T

forme f(x)=K e 1/2{X e x] définit une hy--
persurface communément appelée "cloche de -
Gauss". Si on la coupe par un plan parallé&-
le au plan (i,j) et défini par £(x)=g'K --~-
(0<f'<1) on obtiendra une ellipse d'equipro

babilité:

| ]II! ellipse ///
S / \ [/ plan sécant

/ '

Eclipse d'écuiprcbabilité

on peut écrire:

Bk = x e-l/Z[(XT 0 xﬂ

Logﬁ'=—§XTQT

soit xT QT==-21Log '
et en explicitant la forme guadratique

S.. S.. (x,-HM,)
ii ij i i

[(xi— K) (xj-/«])]
S.. S..
jr 13

=-2LogB'
(xj-ﬂj)
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en développant et en remplacant les indices
i et jpar 1 et 2:

2 2
S 1% 480X+ (S, +8,0) X x,= (25, K8, M)+

S12 )X = (28,5, S, IS 1) )Xy +(S, 1 +8,5)0 K
+ 2 2 '

51171FS,t; 2Log B

éguation que l'on indentifie directement ---
avec 1l'é&quation générale d'une ellipse:

ax2+2bxy +cy2+dx +cy+£f =0

Cette &équation gquadratique est difficile a -
manipuler, aussi, moyennant cetains change--
ments de variables on se reménera a la forme
classique de 1'équation de l'ellipse par rap

port aux axes principaux:

que l'on écrira en coordonnées polaires:

]
It

u cos 6

y = Vv sin 6

5. APPLICATIONS
5.1 Reco SSANCE D OMPOSANTS__D'UN ME--

NGE D SITE PROBABILITES GAUS--
SIENNES BIDIMENSIONNELLES

L'exemple que nous proposons a &té& traité --
par d'autres méthodes dans la thése de A. --
Schroeder /9/ et de R. Lopez de Mantaras /7/.

Nous disposons de 150 points de R2 tirés de
3 distributions gaussiennes bidimensionne---

lles de paramétres:

-

Fig. 14: Points & classer
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8 1 _S <K /1//’ 3 5 .1 8

Fig. 15: Ellipses de dispersion
réelles
0 0 4
0 3 3
4 1.7 {0.25 0 4 -1.7

[43]
]
w0
]
w
i

La figure 14 représente les 150 points dans
et les Sl
ment fes moyennes et les matrices de cova---

riances des distributions.

le plan ol les x* sont respective-

La figure 15 représente les ellipses de dis-
persion des 3 distributions.

L'algorithme CLGA a donné les résultats sui-
vants:

ler cas: le nombre de classes autorisées --

est libre (&gal & 10 en ré&alité&). On consta-
te que 4 classes sont créées. En effet si --
les classes 1 et 3 regroupent de fagon pres-
que exacte les distributions 1 et 3, la dis-
tribution 2 a ét& scind@e en 2 classes au de
meurant fort iné&gales puisque 1l'une ne com--
porte que 14 é&lé&ments.

La figure 16 montre les ellipses de disper--
sion des 4 classes obtenues. On donne &gale-
ment la "sortie" du programme avec l'estima-
tion des moyennes et des matrices de cova---
riances. Tableau 1.

2éme cas: l'algorithme n'est autorisé gu'a
créer 3 classes au maximum. Le résultat ob-
tenu est alors presque parfait puiscue --~--
seuls deux éléments sur 150 sont mal clas--
sés. La figure 17 donne les ellipses de dis
persion des classes tracées & partir des es
timations de 1'algorithme. On donne ensuite
la "sortie” du programme. On peut comparer
les estimations des moyennes et des matri--

ces de covariance avec les valeurs vraies.
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Fig. 16: Ellipses de dispersion obtenues avec 1l'algorithme
g p g
Tableau 1 Tableau 2
Estimation des moyennes et des matrices Estimation des moyennes et des matrices
de covariance des 4 classes obtenues de covariance
RUSULTATS DE LA CLASSIFICATIONIHUYAU DES CLASSCS
CLASSE 3 VLUTEUK OC BOYENRE
-0,1v 2.95
Z;:[ g-ﬁ;: ‘g-ggg RESULTATS DC LA CLASSIFICATIUNINOYAU DES CLASSES
=0. . CLASSE VECTLUR DL NOYENNE
LA CLASSE 1COUDNTIENT SICLENCNTS DONTS L f‘ ! P
0,10 2.95
- 0.219 -0,008
SOELENIENTS DF L AHUIENNE CLASSE = —0.008 0.228

1
OELENELTS DE L AWNCIE! CLASSE 2
3

LA CLASSLC ICONLTIEHNY  SIECLEMLHTS DuNT:
TELENENTS DE L ALCIENNE CLASSE

CLASSE 2 VECTEUR DE NOYENME SOELLMENTS DE L ANCIENRC CLASSE o
0.63 0.49 OCLERENTS DE L ALCIENIE CLASSE 2
= 2.446 0.975 1ELECENTS DE L ANCIENNC CLASSC 3
0.975 0,608 CLASSE 2 VECTLUR OE NOYEHNE
LA CLASSE 2CconTIENY 3SCLEMENTS DONT: 0.24 0.17
3 S, = 2.197 6,987
QELEMENTS DE L ANCIENNE CLASSE 1 L= L 0.987 0.662
3SELEMENTS VE L ANCIENHE CLASSE 2 LA CULASSE 2COKTIENT 49ELEMENTS DONT:
GELEMENTS UE- L ANCIENHE CLASSE 3
CLASSE 3 VECTEUR VE HOYEMNE OELENENTS DE L ALCIENINE CLASSE 1
3.88 3,07 49ELE.JENTS DE L AHCIENNE CLASSE 2
}:-3:[ 3.002 1,675 OELENENTS DE L AUCIENNE CLASSE 3
-1.675 1.181 CLASSE 3 VECTEUR DE NQYENBE
LA CLASSE 3CONTIENT SOCLEMENTS DONTS 3,90 2,90
= 1.716 ~0.911
OELEMENTS DE L ARCIEL®E CLASSE 1 3=1 ~0.911 0,737
1ELEMENTS VE L AGCIENIE CLASSE 2 LA CLASSE 3CONTIENT SOCLEMENTS DONTS
Q9ELEMLNTS DE L ALCIENNE CLASSE 3
CLASSE 4 VECTEUR DE NOYERNE OE1.ENENTS DE L ACIEUNE CLASSE !
-1.563 -1.80 . TELENERTS DLE t ANCIERE CLASSE 2
= [1-065 0.259 Q9ELENENRTS DE L AMCIENNE CLASSE 3
4= L o.239 0.215 - 150,000
LA CLASSE  4CUNTIENT 18ELEMENTS OONT? ICARF= 31CARC: 3
MATRICE DE CONTIMGENCE
OELEMENTS DE L ANCIELNC CLASSE 1 0.3333 0.0 0.0067
1QELEMENTS DE L ALCIE CLASSE 2 0.0 0.3267 0.0
OELENELTS DE L AJCIENNC CLASSE 3 0.0 0.0067  0.3267
150,000 DIFFERENCE CHTRE LES DEUX CLASSIFICATIONS= 0,0563
ICARF= 3ICARC= & DISTAMCE ENTKE LES CEUX PaRTITIONS= 0,0562
MATRICE DE CUNTIMGEHCE
0.3333 0.0 0.0067
0.0 0.2333 0.0
0.0 0.0067  0.3267
0.0 0.0933 0.0

DIFFERENCE ELTRE LES DEUX CLASSIFICATIONS= 0.0482
DISTANCE CIITRC LES CEUX PARTITIONS= 0,1918
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On constate que la meilleure estimation a -
lieu pour la classe 1, ce qui n'est pas une

surprise puisque c'est la moins "dispersée".

5.1.1 Application § des données bidimension

nelles non gaussiennes

Il s'agit des 127 points de R2 représentés -
dans la figure 11 et dé&ja classés par 1l'algo
rithme CLRO dans le paragraphe 3. On consta-
te que CLGA fait dans ce cas un classement -
identique & celui de CLRO. Les 5 groupes de

points ont chacun constitué& une classe (clas
s€s 1 & 5). Les points A et B placés aux som
mets du carré constituant pour leur part une
classe chacun (classes 6 et 7), les ellipses
relatives aux 7 classes cré&ées sont donnéés

dans la figure 18.

5.2 APPICATION A LA RECONNAISSANCE D'OBJETS
OBO U
a) Description de 1'expérience et du cap--
teur:

Un capteur, dont nous décrivons trés --
sommairement le principe, effectue un cer---
tain nombre de mesures sur des objets. (Une
description détaillée du capteur se trouve -
dans la thdse de M.Calzada /10/). Chaque ob-

jet sera donc caracteris& par un vecteur ---

Le capteur utilisé& est destiné en principe

3 l'asservissement automatique, en boucle -
fermée, d'un bras manipulateur ou d'une ma-
chine outil travaillant 3 poste fixe. Le --
principe de la mesure consiste & balayer --
par un faisceau laser un plan de l'espace,
appelé "plan de mesure" au moyen d'un miroir
tournant; ce balayage est rendu parallé&le -
dans une zone coupant l'objet grdce 3 deux
lentilles sphériques et on focalise le bala
yage parallé&le dans la fenétre d'une photo-
cathode par deux lentilles.

Le signal &lectrique que donne la photoca--
thode correspond au passage du faisceau -——
dans la zone oii se trouve l'objet, c'est un
signal tout ou rien, selon que le faisceau
tombe sur la fenétre OU est caché par l'ob-
jet. C'est ainsi qu'3 partir d'une mesure =3
de temps on determine une distance avec la
particularité que la mesure effectuée est -
d'une grande précision (de l'ordre du dizié
me de millimétre ,

La duplication de ce capteur nous donne les
coordonnées des points d'occultation du ---
faisceau par 1l'objet.

On fait varier le plan de mesure afin de --
pouvoir balayer toute la pié&ce, ce mouve---

ment vertical est contrb5lé par un moteur --

dont les composantes seront constituées par pas a pas.
les mesures fournies par le capteur.
33
3 3
4 H ’
3 3 s
3 .
3
HAN ) ’
4 4 3 3
1 4
4 4 3 3
134 3 1
; ; g
4 W1 3 s
’ :
’ 3
' ¥
3
2 R R
2 2 2 2
2 2
: H
1 : N
® 2
x 2
2 2
2
1 <1 T 1 L T i
-2 2 -l 0 9 3 4 5 6
2
2 2
! 2 2
i : -1
2 2 2 2
Fig. 17: Ellipses de dispersion obtenues avec 3 classes
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Fig. 18: R&sultat de la classifitacion des points de la Fit. 11.

Dans 1'expé@rience que nous dé&crivons par la

suite, & chaque balayage d'un corps on n'a -
tenu compte que des mesures correspondant i

cing plans. Le vecteur repré&sentatif d'un ob
jet & classer est composé de 2x10 &léments -
selon le sch&ma de la figure 19. Chaque com-
posante repré@sente 1'é&cart entre les points

extrémes de chacune des projections et le --
point milieu 0 de la troisi®me mesure, prise
comme origine.

b) Application des algorithmes en mode pror
fesseur:

On utilisera les algorithmes pré&cédem--
ment décrits (CLGA et CLRO pour faire de la
reconnaissance d'objets. On imposera & cha--
que objet de reposer toujours sur la méme fac
ce et sa reconnaissance devra se faire que--
lle que soit sa position angulaire. La phase
d'apprentissage permettra de prendre en com-
pte les différentes positions possd les de -
1l'objet. A cette fin on fait subir & l'objet
une rotation de 1802 par pas discrets, chacu
ne de ces positions donnant lieu 3 une mesu-
re par le capteur. L'algorithme sera utilisé
en mode "professeur" c'est-i-dire que l'en--
semble des mesures ainsi effectudes pour un
méme objet sera forcé dans une méme classe -
qui sera donc caractéristique de 1l'objet conc
sidéré. Cependant, afin d'éviter une trop --

grande dispersion dans les mesures nous ----

Questiié - V. 5, n° 3 (setembre 1981)

avons &té amené 3 créer trois classes par ob
jet. Ainsi, partant d'une position initiale,

=

une mesure relative 3 l'objet 0 sera affecté
4 la classe 0, si la rotation subie est infé
rieure & 7 /3, & la classe 02 si la rotation
subie est comprise entre 7/3 et 27/3 et 3 la

classe O3 si la rotation est comprise entre
2n/3 et .
Une fois créées ces classes de référence ---

nous avons effectué& une nouvelle série de me

sures sur tous les objets et dans des posi--

S5&me
48me
3éne

2éme

fer plan de mesure

9: Mesures faites sur l'objet
3 classer

Fig.
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tions quelconques afin de vérifier si 1'algor
rithme les affectait bien dans leurs classes

prévues.

Nous avons expérimenté& cette méthode avec ~--
les 4 objets suivants: un cdne, une pyrami--
de, deux parallélépipé&des de sections diffé-
rentes. Les objets on &té& choisis de dimen--
sions tré&s voisines, en particulier de méme

hauteur.

Les résultats obtenus on &t& les suivants:

- avec le programme CLGA: la reconnaissan
ce s'est parfaitement effectuée pour --
tous les objets dans toutes les posi---
tions envisagées

- avec le programme CLRO: bien que dans -
l'ensemble la reconnaissance se soit ef
fectuée correctement, on note cependant
pour certaines positions particuliéres,
une confusion entre le cbne et la pyra-
mide d'une part, et les 2 parallé&lépipe
des d'autre part. Pour plus de préci---
sion, on dira qu'il y a eu 5 "vecteurs-
objets" mal classé&s sur un total de 69.
Une solution pour pallier cet inconvé--
nient serait de créer, lors de la phase
d'apprentissage, un nombre de classes -
supérieur & 3 pour chaque objet, afin -
de réduire la dispersion des mesures —-—

dans une méme classe.

Application des algorithmes en mode

auto-apprentissage

Les données d classer ont &té obtenues

de la fagon suivante: nous avons choisi 6 -

Profil A

5éme plan
4éme plan
3éme plan
2éme plan

ier plan

objets: un cylindre, 2 cénes de dimensions -~
différentes, un tronc de céne, une pyramide
et un cube dont la face sﬁpérieure présen—---
tait une concavité permettant la pose d'une
sphére.

En r&alité, on ne traitera pas dans cet exem
ple la reconnaissance de l'objet en entier ~
mais d'une face de 1l'objet. Autrement dit, -
les mesures fournies par le capteur en X et

Y seront séparées. La forme i classer sera -
donc une "face" de l'objet et sera représen-
t&e par un vecteur 3 10 composantes (au lieu
de 20 dans 1'exemple pré&cédent). Pour un mé-
me objet les mesures on &t& faites dans des

positions sensiblement voisines. L'ensemble

des données ainsi obtenues a &t& regroupé de
telle maniére gue l'algorithme les traite --
dans un ordre alé&atoire afin qu'il puisse —-

créer librement des classes.

Il y avait au total 9 "faces" d'objets i re-
connaitre. En effet, certains objets, par —-
suite de symétrie présentaient la méme face
en X et Y (cylindre, cdnes, tronc de cdnes).
Le tronc de cOne a &té& utilisé en reposant -
sur ces 2 faces. Le but de 1l'expérience ----
&tait donc de vérifier que chaque classe —--
créée correspondait bien & une "face" d'ob--
jet. Les résultats obtenus ont &té& les sui--
vants:

- avec le programme CLGA: toutes les don--
nées relatives & un méme objet ont &té -
classées dans une méme classe. La seule
confusion observée 1l'a ¢té& entre certai-

a~

nes mesures relatives & la pyramide et -

Profil B

superposition A+B

Figure 20

Qtlestiié - V. 5, n° 3 (setembre 1981)
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au céne de méme hauteur. Cette "defai--
llance" s'explique aisément par le fait
que lorsque la pyramide est positionnée
de telle fagon que les c”oté&s de sa ba-
se soient parallé&les aux axes de mesure
le capteur la "voit" identique au cdne.
- Avec le progremme CLRO: ici une confu--
sion supplémentaire est observée entre
certaines mesures relatives au tronc de
cbne d'une part et au .cube surmonté& de
la sphére d'autre part. Dans tous les
autres cas la classification s'est avé-

rée correcte.

Pour é&liminer cette confusion il aurait fa--
1lu, pour chaque objet, faire un plus grand
nombre de mesures. En effet, les 2 faces non
différenciées par CLRO ont les profils que -
montre la figure 20.

On constate alors que le profil des deux fa-
ces est assez proche, et qu'il aurait fallu

plus de cing plans de mesures pour bien les

distinguer.

Conclusions

On constate d'abord que CLGA, bien que

les données qu'il ait eu & traiter dans cet-

te expérience n'aient aucune raison particu-
liére d'étre gaussiennes, donne de bons ré--
sultats. On peut donc en déduire gu'il est -
assez "robuste" pour pouvoir traiter des don

nées non gaussiennes dans de nombreus cas /4/

Dans les deux expériences précédentes on no-
te la supériorité& de CLGA sur CLRO. Cepen—---
dant cette supériorité s'exerce au prix ---—-
d'une plus grande complexité (place mémoire

plus importante et surtout d'un temps cal--
cul beaucoup plus long, et ce d'autant plus

que le nombre de composantes des vecteurs a

classer est grand.

Le tableau suivant donne une id&e de ces dif
férences de temps pour classer 90 vecteurs -
respectivement de 10 et 20 composantes.

90 vecteurs CLGA CLRO
10 Composantes 7s 0,64 s
20 composantes 1'20s 1,2 s
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Ce tableau montre 1'inté&ré&t de CLRO dé&s que
le nombre de composantes du vecteur devient
important.
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