CONTROL DE TAMANOS Y POTENCIAS EN PRUEBAS DE HIPOTESIS
E. CASTILLO, A. LUCENO, E. MORA, J. RODRiGUEZ

En este trhabajo se analizan Los grados de Libentad de que dispene el investigadorn para fLfar
o acotar Los tamaiios de primera y segunda especie y Las potercias garantizadas en aceptacibn
Y nechazo, asociados a una prueka Sptima de un contrnaste de hipltesis. En especial se estu--
dia La ingluencia del tamaio de muestra fifo o Libre, £a proximidad de £as hipétesis nufa y

alternativa y el dar al investigador una tercera opcibn consistente en dudar (no decidinse -
né por Las hipétesis nubla ni porn La alternativa)l.

Finafmente se incluyen tablas que muesfran qué tamaiios o potencias garantizadas, o cotas de

Los mismos, pueden darse independientemente y Las restrnicciones a que estdn sometidos

nestontes pardmetnos.

1. INTRODUCCION

El problema de los contrastes se presenta al
investigador /1,2/ como una eleccidn entre -
dos hipdtesis incompatibles v exhaustivas Ho
y Hy, llamadas nula y alternativa respectiva
mente. Para decidir entre estas dos hip&te--
sis se dispone de una cierta informacién a -
la vista de la cual el investigador puede in
clinarse por: Rechazar HO (aceptar Hl) o a-

ceptar Ho (rechazar H Combinando las dos

)
1’°
posibilidades: certeza de HO o certeza de H1

£os

con estas dos posibles decisiones, se obtie-
nen las cuatro situaciones que se muestran -
en la Tabla 1, dos de las cuales conducen a
una decisidn correcta v las otras dos a una
decisidén falsa. Cada prueba o criterio de de
cisidén gue el investigador elija, lleva aso-
ciadas unas probabilidades para cada una de
esas cuatro situaciones. Lo ideal seria dise
flar una prueba gue permitiera tomar siempre

decisiones correctas, es decir, gue las pro-

babilidades fueran 1 para las situaciones co

rrectas y 0 para las errdneas. Sin embargo,

Tabla 1 - Riescos de las

decisiones en pruebas de hip&tesis

PROBABILIDAD DE
ADOPTAR ESA DECIL
SION BAJO LA HIPO
TESIS CIERTA Y EL

TEST ELEGIDO

SUPREMOS DE LOS RIES
GOS E INFIMOS DE LAS
POTENCIAS BAJO LAS
HIPOTESIS CIERTAS PA
RA EL TEST ELEGIDO

HIPOTESIS
CIERTA DECISION
RECHAZAR HO
(decisidén errénea)
H

RIESGO DE PRIMERA
ESPECIE

TAMANO DE PRIMERA
ESPECIE (a)

ACEPTAR Ho

(decisién correcta)

POTENCIA EN
ACEPTACION

POTENCIA GARANTIZADA
EN ACEPTACION (pa)

RECHAZAR Ho

(decisién correcta)

POTENCIA EN
RECHAZO

POTENCIA GARANTIZADA
EN RECHAZO (pr)

Hy
ACEPTAR H_

(decisidn errénea)

RIESGO DE SEGUNDA
ESPECIE

TAMANO DE SEGUNDA
ESPECIE ()
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como la informacién disponible no 2s total,
hay que contentarse con maximizar las proba-
bilidades de decidir correctamente, que reci
ben el nombre de potencias, v minimizar las

de decidir errdéneamente, aue reciben el nom-

bre de riesgos (ver coclumna 3 de la tabla 1)

Ademds, si las hipdtesis son compuestas, pue
den existir mds de un riesco y una potencia

de cada tipo, por lo que se introducen los -
coneeptos de tamafios v potencias garantiza--
das, aue respectivamente acotan superior e -
inferiormente los riesgos y las potencias --
(columna 4 de la tabla l1). De esta forma, --
acotando tamafios y potencias garantizadas, -
quedan autom&ticamente acotados los riesgos

y las potencias.

0

eriz de desear que el investigador pudiese
controlar indeperndicntemente los cuatro vale
res (dos tamafios y dos potencias garantiza--

s) ¢ al menos acotarlos independientemen--
te. Sin embargo, ello no siempre es posible.
En este trabajo va a analizarse qué restric-
ciones se oponen a dicho deseo y en qué medi
da afectan a estas restricciones el tener un
tamafio de muestra fijo o libre, la proximi--
dad de las hipdtesis HO vy Hy v el dar al in-
vestigador una tercera opcidn que es la de -

dudar (no decidirse ni por Ho ni por Hl).

2. CONTRASTES FISICALMENTE MAL PLANTEADOS

En muchos casos précticos se plantean con---
trastes cuyas hip&tesis nula, Ho' v alterna-
tiva, Hl' estdn infinitamente préximas, en -
el sentido de gue pueden encontrarse dcs hi-
pbtesis simples, pertenecientes una a cada -
una de aquellas, précticamente iguales; asi,
por ejemplo, al contrastar la hip6tesis nula
de gue la media y de una variable aleatoria

normal, con varianza 1, es menor aue 4 fren-
te a la alternativa de cue es mayor o igual

gue 4. se pueden encontrar las hipbétesis ---
p=4-& €>0) v y=4, pertenecientes respectiva
mente a Ho v Hl’ gue, con tal de eleagir € su
ficientemente pequefio, estdn tan préximas co
mo se desee. Intuitivamente se comprende que
resulta précticamente imposible su discerni-
miento, lo cual, matemiticamente,; se traduce
en que, para la prueba 6ntima, la potencia -
garantizada en rechazo, P coincide con el

tamafio de primera esnecie de la prueba, ¢, Vv

en gue la potencia garantizada en acepta-
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cidn, P coincide con el tamafio de segunda
especie, B, es decir:

p.= o (1)
p_= B (2)

lo cual implica que o y p. por una parte, y
By P, por otra, no pueden elegirse indepen
dientemente, con el agravante de que estas
pruebas tienen forzosamente o tamafios gran-
des o potencias garantizadas pvequefias, va
gue al mejorar los tamafios se empeoran las

potencias garantizadas y viceversa.

Estas consideracicnes conducen a la defini-
cidn siguiente: Se dice que un contraste -
esti fisicalmente mal planteado si sus prue
bas OSptimas en un cierto sentido (maximin,

uniformemente més potentes, etc.) verifican

las relaciones (1) y (2).

Es digno de ser destacado el hecho de que -
la mayor parte de las pruebas utilizadas en

la practica son de este tipo.

Velviendo al ejemple anterior, una forma de
conseguir un contraste no fisicalmente mal
planteado consiste en separar las hipétesis
nula y alternativa; asi, podria cambiarse la
hipétesis nula, Ho, por pu>4-e, donde e>0 es
un valor que, segfin el criterio del investi
gador, da lugar a hipdtesis claramente dife
renciadas. Es inmediato comprobar que la --
prueba Sptima no estd ya sometida a las res
tricciones (1) y (2), y que pueden mejorar-
se simultdneamente los tamafios y las poten-
cias garantizadas sin mis Jue aumentar el -

tamafio de la muestra.

3. PRUEBAS CON OPCION DE DUDA

Las pruebas de hipbtesis que normalmente se
vtilizan en la préctica plantean dos opcic-
nes: rechazar HO Yy no rechazar Ho' Sin em--
bargo, en muchas ocasiones se identifica no
rechazar HO con aceptar HO, lo cual lleva a
que se verifiguen las relaciones:

atp, = 1 (3)

Btp, = 1 (4)

por lo gue no pueden elegirse independiente
mente ¢ y Py POr un lado y B Y p, por otro.
Ahora bien, estas restricciones son menos -
graves que las (1) y (2), puesto que al me-
jorar los tamafios mejoran simulténeamente -

las potencias garantizadas y viceversa. Por



tanto, se pueden conseguir, al mismo tiempo,
tamafios pequefios y potencias garantizadas --

grandes.

Una forma de eliminar las restricciones (3)

y (4) es mediante la inclusidén de una terce-
ra opcidn, la de dudar (no decidirse ni por

iy ni por Hl), que serd elegida por el inves
tigador cuando los datos no suministren sufi
ciente informacidn para inclinarse por HO o
por Hl con los tamafics y potencias garantiza
das deseados. Esta opcidn es la que fundamen

ta los tests o pruebas secuenciales /3/.

Asi pues, las pruebas con cpcibén de duda no
identifican el no rechazo de HO con la acep-
tacidén de Ho v permiten las tres opciones:

a) Rechazar HO, que equivale a aceptar H1
b) Aceptar Ho' gue eguivale a rechazar Hl

c) Dudar

De ecta forma, las ecuaciones (3) y (4) se -
transforman en las inecuaciones:

a4 p, <l (3")

B+ P, 1 (4'")

4, RESTRICCIONES [MPUESTAS POR LAS PRUEBAS
OPTIMAS

4,1 TaMANO DE MUESTRA FIJO

Cuando se trabaja con pruebas 6ptimas (uni--
formemente mis potentes, maximin, etc.) y --

con tamafio de muestra, n, fijo, aparecen res
tricciones del tipo:

o = gn(pr) (%)

B = hn(pa) (6)

Asfi, para el ejemplo de contraste propuestc:
HC=U<4—e; 0=1 frente a H,:u24; 0=1 la prue-
ba uniformemente mis potente viene definida
por (figura 1):

si x;K2 se rechaza Ho
si §<Kl se acepta H (7)
si K1<x<K2 se duda

donde x es la media muestral y Kl y K2 estén
ligados con los tamafios y potencias garanti-

zadas mediante las relaciones:

@ = 1-Fy e 1 /m (Kp) (8)
8 = Fy(a,1/m K (9)
Pr = Fy(q,1/m) (Ko) (10)
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Pa = Fy(4-e,1/n) KV (11)

donde F (x) es la funcidén de distri-

N(u,1/n)
bucidén de la variable aleatoria normal de -

media w y varianza 1l/n.

Eliminando Kl vy K2 en (8), (9), (10) y (11)

resultan:
- - -1 -

@ = 1 Fugee,1/m F n(a,1/m) Q7R (12
_ -1

B = FN(4,1/D)(F N(4_611/!1)(pa)) (13)

que son las relaciones del tipo (5) y (6) -
para este contraste, y que se ilustran en -

la figura 2.

En el caso general, dada una prueba, es de-
c¢ir, dados los criterios para aceptacidn,
rechazo y duda, gquedan univocamente determi
nados o, Dpr By Py Si, en.vez de una prue
ba, se da una familia de pruebas cuyo crite
rio de rechazo de Ho depende de un parame--
tro (o o pr) y cuyo criterio de aceptacidn
de Ho depende de otro varametro (B o pa),
como ocurre con la familia de las pruebas -
S6ptimas con tamafios o y £ dados, existirén

dos relaciones del tipo (5) y (6).

Adem&s, las funciocnes hn(x) ¥ gn(x) gque apa

recen en (5) y (6) esté&n ligadas mediante:

1-x = gn(l—hn(x)) 0<xgl (14)
que también puede ponerse en la forma:
I-x = h (1-g (x)) 0gxgl (15)

Es trivial comprobar, sin méds que utilizar

las expresiones (12) y (13), de las que re--—
sultan
- 1= =1 -
In X = 1-Fige,1/m) F v, /m) 7)) (1)
_ -1
hn(x) “‘FN(4,1/n)(F N(4—e,l/n)(x)) (17)

que se verifican estas dos relaciones en el

caso del ejemplo.

La demostracidén de que las relaciones (14)

y (15) son ciertas en el caso de pruebas --w:
sin regidn de duda resulta de considerar --
las ecuaciones (3), (4), (5) y (6). En efec
to, despejando o y P, de (3) y (4) respecti
vamente e introduciéndolas en (5) resulta:
l1-p, = gn(l-B) (18)
y sustituyendo el valor de B dado por (6) -
resulta finalmente

0<p.<1 (19)

I-py = gn(l—hn(pa)} a

que es la expresidn (14).



DIAGRAMA 1

Sin opcidn (1) (2) (3)
Contraste de duda (57) (&)
fisicalmente
mal planteado | Con opciédn " (M) (2) (37 (4"
de duda (5%)
n libre
Sin opcidn 3 (4
Contraste de duda (3) ) (57)
fisicalmente .
bien planteado / Con opcidn ) .
| 4 {(3 (47 (57)
e duda
SITUACION
Sin opcidn 5 (1) (2) (3)
Contraste de duda ()) (6) (l‘)
fisicalmente '
mal planteado { Con opcidn (1) (2) (3%) (49
de duda (5) (6)
n fijo
Sin opcidn 7 (3) (W) (5)
Contraste de duda (6)
fisicalmente
bien planteado } Con opcidn (s) (6 ( (57
de duda 8 > ) 3
TABLA )
PARAMETROS QUE ARA
SITUACIONES PUEDEN FIJARSE Rﬁgg?gcgéongTRogL
LIBREMENTE
uno cualquiera de
Pr=a P, = a4+, =1
l 5 a, ﬂs Pr v pa r ’ a VB 14 a
uno cualquiera de 5
=a P, = x + £ 1
2 6 @, By PV P, PL s P, , P,
uno cualgquiera de a+p = s B+ P, = 1
3 ay py 2. v B, | (o, )€ {(enlp,)iny(p,)), nen}
uno cualquiera de a+pa &1, Peprgl
4
By P Y P, (@,8)€ {(e,(p) 0, (p,)), neN}
uno cualquiera de a+p_ =1, B+p_=1
7 a r
ay By P Y P, a=g (p.)
uno cuaadguideria e o+p, <1, [+ R 1
8 @, By, P Y P, a=g (p.)» p=h(p,)
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TABLA 3

COTAS QUE PUEDEN FIJARSE RESTRICCIONES PARA EL
SITUACION INDEPENDIENTEMENTE RESTO DE COTAS
5 Cualquiera de las parejas d*;pr’f ; /g*a p:
! (a*, %) o (%, ) pXepigl; A 4B
Cualquiera de las parejas d*)P:; ﬁ*}P;
2B |, p)), (8%, p.F) s (%, 8%) prep &
3 4 a®, B*, P v pS
Cualquiera de las parejas a*;gn(p:) H ﬁ*;hn(p:)
7 (@, 5% o (55, 0)) | o' 28,0128 5 ,(p)) #pig
Cualquiera de las parejas a*agn(p;) H ﬁ*)hn(Pa*)
B @ o), (0%, ) (2%, 8%) g () epie

21\
-\
SRy
A
\ o
\ \\
A ~
_,f’ - \\\ ) \\‘ -
u=4—e k1 kz p::4
Zona de aceptacién de Hy J L Zona de rechazo de Hy
el b
Zona
de duda
Figura 1
‘ Probabilidad de
aceptar Hy
| e R LT T - -
;Ez:\\\\\
caracteristica
fijando B{(6 p,)y n
Curva
P, caracteristica
fijando a(ap )y n

}J,=4—B pL=4
oY

Figura 2
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Andlogamente, despejando g y P, de (4) y (3)
introduci&ndolos en (6) y sustituyendo el va
lor de o de (5) se obtiene

l-p,. = hn(l—gn(pr)), 0<p, <1 (20)

que es la expresidn (15).

Para el caso general, es decir, cuando se ad
mite opcidn de duda, las relaciones (14) y -
(15) siguen siendo vialidas, va que la fami--
lia de las pruebas 6ptimas no depende de que

se permita o no, esta opcidn.
Las restricciones (5) y (6) son normalmente

mucho mds débiles que las (1) y (2}, espe---

cialmente para valores de n grandes.

4,2 TaMARO DE MUESTRA LIBRE

Si el tamafio de muestra, en vez de ser fijo,
es libre, debe existir un tamafio de muestra
n para el que se verifiquen las restriccio--
nes (5) y (6). Ello conduce a que los para-
metros a, 8, P, Y P, estdn ligados en forma
discreta mediante la relacidn

in tal que o = gn(pr), B =h_(p.) (5")

Esta relacidn significa que puede elegirse

libremente un pardmetro de cada pareja (a,

pr) % (B,pa), y los dos pardmetros restantes
dentro de una sucesidn del tipo (An’Bn) re--
sultante de las ecuaciones (5) y (6). Asi, -
por ejemplo, si se eligen a y B, la pareja -
(pr,pa) debe ser un término de la sucesidn -
(g;l(a), h;l(B)); si se elige a y p,, la pa-
reja (pr,s) debe ser un término de la suce--

sién (g;l(a), h (p,)) v asi con el resto de
posibilidades.

5, ELECCION INDEPENDIENTE DE TAMANOS Y PO-
TENCIAS GARANTIZADAS

Para el investigador seria de mucho interés
el disponer de la posibilidad de fijar a su
libre eleccidn los dos tamafios y las dos po-
tencias garantizadas de la prueba que desea
utilizar ante un contraste dado. En este ---
apartado se analiza esta posibilidad en los
casos que resultan de combinar factorialmen-
te cada una de las siguientes situaciones:
a) Tamafio de muestra fijo o libre
b) Contrastes fisicalmente bier o mal plan-
teados

c) Pruebas con y sin opcidn de duda
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En el Diagrama 1 se muestra el &rbol resul-
tante de estas combinaciones, que se nume--
ran de 1 a 8, asi como los niimeros de las -
ecuaciones que restringen la libertad de e-
lecci6n de o, B, P, ¥ P, en cada uno de -
los casos. Las ecuaciones que aparecen en -
las lineas inferiores de cada caso son com-
binaciones de las ecuaciones de las lineas

superiores y por tanto no afiaden restric--=-
cién alguna. La Tabla 2 muestra las combina
ciones de los pardmetros o, B, P, Y p, que

pueden fijarse independientemente en cada -
caso, asl como las restricciones que resul-

tan para el resto de ellos.

De la Tabla 2 pueden sacarse las siguientes

conclusiones:

a) S6lo hay libertad total de eleccién pa-
ra uno de los pardmetros o, B, pa Y P
y eso ocurre en las ocho situaciones es
tudiadas.

b) Los contrastes fisicalmente mal plantei
dos imponen restricciones m&s fuertes -
que los bien planteados.

c) El tamafio de muestra fijo impone res---
tricciones mis fuertes que el tamafio 1i
bre, salvo en el caso de los contrastes
fisicalwente mal planteados (los casos 1
y 5 por un lado y los 2 y 6 por otro, -
resultan idénticos).

d) La inclusidn de la opcidén de duda da 1u

gar a restricciones m&ds débiles.

6. ELECCION INDEPENDIENTE DE COTAS PARA
TAMAROS Y POTENCIAS GARANTIZADAS

En muchas ocasiones el investigador no nece
sitard trabajar con valores concretos de ta
mafios y potencias garantizadas, que fue el

problema tratado en el apartado anterior, y
se dard por satisfecho si puede acotar supe
riormente los tamafios e inferiormente las -
potencias y si, ademds, estas cotas puede -

elegirlas independientemente.

En lo que sigue se analizan las combinacio-
nes de las cotas a¥*, B*, p; y p; de los pa-
rametros o, B, pa Y Py respectivamente, --

gue pueden fijarse independientemente.

Las ecuaciones (1), (2), (3), (4), (3"), —--
(4'), (5), (5') y (6) conducen, respectiva-
mente, a las acotaciones:

o *>o = pr>p; (21)
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* = *
B¥3B = p_¥p* (22)
a*za = 1-p_<1-p% (23)
% o .
B¥>8 =1-p <1-p} (24)
® - -
a*ea<l pa<l pg (23")
* - -k
8*>B<1-p <1-p¥ (24")
oa¥30 = gn(pr)>gn(pi) (25)
3 n tal que a¥sa = gn(pr)zgn(pi)
X _ x
B3R = hn(pa)>hn(pa) (25")
* n *
B¥3B = hn(pa)>hn(pa) (26)

donde se ha tenido en cuenta que las funcio-

nes gn(x) v hn(x) son no decrecientes.

La Tabla 3 muestra las combinaciones de las

cotas o*, B*, p; y p; que pueden fijarse in-
dependientemente, asi como las restricciones
;i_mpuestas para el resto de ellas.

De la Tabla 3 pueden sacarse las siguientes

conclusiones:

a) Al menos pueden fijarse independientemen
te dos cotas de los pardmetros a, £, <
Y pys Pero, en general, no pueden ser --
dos cualesquiera.

b) S6lo en el caso de tamafio de muestra li-
bre y contrastes fisicalmente bien plan-
teados pueden acotarse independientemen-
te las cuatro cotas a*, B*, p; Y p2

c) La opcidn de duda disminuye el niimero de
restricciones excepto cuando el tamafio -
de la muestra es libre y el contraste es
fisicalmente bien planteado.gn este Glti
mo caso, el tamafio de la muestra que se
requiere es menor o igual si se admite -
la opcidn de duda que si no se admite.

d) Los contrastes fisicalmente mal plantea-
dos imponen, en la eleccidn de cotas, --
restricciones m&s fuertes gque los bien -
planteados.

e) El tamafio de muestra fijo impone restric
ciones mis fuertes que el tamafio libre,
salvo en el caso de los contrastes fisi-
calmente mal planteados, en los que las

restricciones son idénticas.

7. CONCLUSIONES

Las conclusiones m&s importantes de este tra

bajo son:

1. Los contrastes fisicalmente mal plantea-

dos conducen forzosamente a pruebas con

tamafio de primera especie grande o poten
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cia en rechazo pequefia y tamafio de se--
gunda especie grande o potencia en acep
tacidn pequefia. Este inconveniente no -
puede evitarse ni siquiera aumentando -
el tamafio de la muestra. Por ello impo-
nen restricciones mas fuertes que los -
bien planteados, tanto en la eleccidn -
de los pardmetros (tamafios y potencias
garantizadas) cocmo en la de sus cotas -
(ver tablas 2 y 3).

Desde un punto de vista prédctico es mu-
cho mds adecuado plantear contrastes fi
sicalmente bien planteados. Fllo exige

que el investigador separe claramente -

las hip6tesis nula y alternativa.

Las pruebas sin opcidn de duda no permi
ten elegir independientemente el tamafio
de primera especie y la potencia en a--
ceptacién, ni el tamafio de segunda espe

cie y la potencia en rechazo.

La inclusién de la opcién de duda condu
ce a restricciones mds d&biles o idénti
cas, que sin opcidén de duda, en la elec
cidén de los tamafios y potencias garanti
zadas o de sus cotas. La identidad se -
consigue en el caso de tamafio de mues--
tra libre y contraste fisicalmente bien
planteado; sin embargo, el tamafio de --
muestra que se requiere en este caso es

menor con opcidn de duda gue sin ella.

En el caso de las pruebas &ptimas para
un contraste dado, el tamafio de muestra
fijo impone una relacidn entre el tama-
filo de primera especie y la potencia en
rechazo, y otra relacidn entre el tama-
flo de segunda especie y la potencia en
aceptacidn, por lo que las dos parejas
de pardmetros no pueden fijarse indepen

dientemente.

En el caso de las pruebas &ptimas para
un contraste dado, aungue el tamafio de
la muestra esté libre, aparece una rela
cién de tipo discreto entre tamafios y -
potencias (expresidén (5')) que conduce
a no poder elegir independientemente e-

sos pardmetros.

El tamafio de muestra fijo impone normal
mente restricciones mas fuertes que el
tamafio libre. Sin embargo, en el caso -

de los contrastes fisicamente mal plan-



/1/

/2/

/3/

teados las restricciones son idénticas.

En las ocho situaciones estudiadas puede
fijarse independientemente el valor de -
s8lo uno, cualquiera, de los cuatro pard
metros: dos tamafios y dos potencias ga--
rantizadas, o al menos el de dos, no cua
lesquiera (ver Tabla 3), de sus cotas.
Las tablas 2 y 3 dan las restricciones a
las que quedan sometidos el resto de los
pardmetros y de las cotas respectivamen-
te.

De los casos estudiados, s8lo los de ta-
mafio de muestra libre y contraste fisi--
calmente bien planteado, permiten acotar
independientemente los dos tamanos y las

dos potencias carantizadas.
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