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ABSTRACT:

Lattices, distributive lattices, Hilbert algebras, rela-
tively pseudo-complemented lattices and boolean algebras are
structures which often arise in mathematical logic by means
of some axioms and Tarski-Lindembaum quotients, or by some
valuations and later identifications. In this paper we charac-
terize these structures from a logical point of view, using
conditions connecting the operations with the consequence o-
perator which defines the logic.

Sigui S un conjunt no buit i1 A, v dues c¢peracions bind-

ries definides en S.

Teorema 1 : (8, a, V) &s un reticle , on X Ay 1 x vy sbn,
respectivament, 1”infim i el Suprem de x,y, si 1 només si,
existeix un operador conseqiéncia C sobre § tal que per tot
X,ye S es compleix :
1. C{x,y)} = C{xAy)
2. CxdncCly) = C{xvy)
3. C{x) = Cly)=> % = ¥y %
La condicid 1 s”interpreta ficilment ja que diu que xAYy
actla, des del punt de vista deductiu, com la conjuncid de x
iy, '
La condicid 3 reflexa la idea de quocient de Tarski-Lindem-

baum.
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Teorema 2 : (S, A,v) &s un reticle distributiu on XAy 1
¥ vy sbn respectivament, 17infim i el suprem de x 1 y, si,
i només si, existeix un operador conseqiéncia ¢ sobre § tal
gque per -tot x,ye S i tota< § , card {(a)< 1, es compleix:
1. Clx,y} = C{x Ay
2. Cla ,x¥InCla ,y) = C{la ,x v ¥y
3. Clx) = Clyd)=> % = y

Les condicions "2¥ d”aquest teorema i de 1”anterior sdn de-
bilitacions de la condicié que a[3]anomendvenm "principi fort
de la disjuncid”, que en el cas en que C és finitari, implica
1existéncia d”una base de C que compleix un principi cldssic
de disjuncid, &s a . dir: si Be B , aleshores x v yE B <=>

Xe B o b& ye B,

Teorema 3 : (§8,>,u} &s una algebra de Hilbert si, i només
si, existeix un operador conseqli®ncia C sobre § tal que per
tot x,ye 5 1 tet o 5 , card (g }¢ 2, es compleix

1. y eC{ a,x)<=> %+ vy £C{ o)

2. C(x) = Cly) x =y 5

- Lt o a Ea ’, - - . . T R T L -2 g _ 1
Lda condicld 1 d aquest teuvrema s una debilitacid del

o)

a o-
negut "teorema de la deduccid", usual en Lbgica Matem3tica.

L7element u &s exactament C(#), la classe de teoremes.

Teorema 4 : (8,+, A, v} &s un reticle relativament pseudo-
complementat si, i només si, existeix un operador conseqlidnecia
C sobre § tal que per tot x,ye S i totog S, card (alg 1 es
compleix:

1. Clx,y) = C({x & y)

2. Cxynally) = C{x v ¥)

3. y eCla ,x)e=>x+ ye Cla

b, Clx) = Cly)<=> x = y .&
Noti“s que &s inmediat que V'x,y,ts S 5 tg x+ y<=> x+ ye C(t)
<=> y egC(t,x) = C{taxi=>taAx<cy .

Sigui 7 wuna operacid monaria definida en §

Teorema 5 : (S, A, ) &s una algebra de Boole on x Ay &s 17in-

fim de %,y i x” &8s el complement de x si, i nomds si, existeix
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un operador consegi&ncia C sobre S tal.gue per tot x,ye S es
compleix
1. C{x,y) = Clx Ay}
2.y eClx)<=> C(x,y™) = 8
3. C{x) = C(y} => x = ¥y
La condicid 2 d”aquest teorema &s una debilitacib del cone-

gut " teorema de reduccid a 1l absurd”™"

Teorema 65 : (8,v,”) &s una &lgebra de Boole, on x v ¥ és
el suprem de x,y i ¥~ &s el complement de x si, i nomég si,
existeix un operador conseqiigdncia C sobre S tal que per tof
x,ye S i tot @ &S , card {(a) €2 , es compleix

1. C{x,a ) A Cly,a ) = COx v y,d)

2. ye ClaY<=> C(a , ¥y~ )} =8

3. Clxy = Cly)=>x = ¥y *

I
Teorema 7 : (S,+,”) és una algebra de Boole si, i només si,
existeix un operador conseqiéncia sobre § format per sistemes
deductius ( prespecte de -) tal que per tot x,ye S i tot ag S,
card (@) € ? es compleix

1. y €C{ a,x) —$x> y eCl{a?

2. y eC(x)<=> Cl{x,y"} = 5
3. C{x) = Cly)=>x = ¥y #
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