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UNA INTERPRETACION DE LOS GRUPOS H3(G) Y HS(G]
antonio G. Rodicio

ABSTRACT

In this paper we obtain for a free presentation
R»——>» F —» G of a-group G, exact sequences which relate
the (co)homology of G with the {co)homology of certains
semidirect products obtained from the groups R and F. As

an application we give combinatorial formulae for H:(G) and

HS{G).

1.-INTRODUCCION

Sea é un grupo y R»—=> F —» (6 una presentacibn libre
de G. Para cada n21 se definen los grupos R':nJ y F(n} del
siguiente modo: |

RV . R, r(®) _ R:]R(“‘”, (1) . F, g(n) _ R:‘F(n-f).

Para cada G-médulo A demostraremos que existe una suce-
sién exacta:
Hyp(6,8) >—> H R™,0)@,2 —> H_ ) ,2) —> 1, . (G,A)
donde Z es el grupo de los nimeros enteros con estructura de
G-médule trivial,

En el case n = 2 y A = I esta sucesidn ceincide con la
obtenida por Medi (121, teorema 3.4),

Come aplicacidn daremos una interpretacién de los gru-
pos de homologia entera Hz (G) ¥ HS(G).

Otras interpretaciones de H3(G] han sido dadas en |41

y |5].
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Se tiene también el resultado correspondiente para co-
homologia, esto es, para n21 y A G-médulo existe una suce-
si6én exacta:

21 (6, A) s 1R Ay HomG[Z,H“(R(n) LA))— 12T (G,A).
A la vista de estas sucesiones se puede afirmar que el
cdlculo de la (co)homologia de cualguier grupo se teduce al

cidlculo de la (co)homologia de productos semidirectos donde

s6lo intervienen grupos libres.

2,-LA EXACTITUD DE LA SUCESION

Lema 1: Se verifica:
c.d.(R[n))stl, c.d.(FEn)] <£n, donde c.d. dencta dimensidén
cohomolégica.

Demostracibn
Demostraremos s6lo la primera parte ya que la otra es anflo-
ga, Para n = 1 es cierto ya que R es un
nemos que es cierto para n-1, entonces de la extensidn
R—> R 5 ROT) oo gequee:

c.d. R™ygc.a. r) + c.d. R ) g14n-1 = 0 /77,

Lema 2: Si A es un G-médulo ¥ n22, se tienen isomor-’
fismos:
a) B RM ) ae g (R ROV Ay)
by H_(FM Ay wy (Fe ROV 4))
donde las acciones estén dadas del siguiente modo: se tiene
una extensidn R(n):———a F(n) -—% G con lo que A es un F(n)-
médule y un R(n)-médulo trivial. Ademds existe una accién de
G sobre la homologia de R(n) (ver, por ejemplo, |3, pag. 307).
Entences cada Hn_1(R(n-1),A) es un F-mddulo y un R-médulo

trivial.
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Demostracidn
Demostraremos s&le la parte a} pues b} se hace analogamente.
Para n = 2, consideremos la extensidén R>—>»RJIR —» R y la
sucesidén espectral de Lyndon-Hochschild-Serre:
z

ET,S = HT{R’HS(R’A)) E Hk(R R,A}, k=71 + 5.

Por el lema 1 Ei s = 0 si r>»1, s>1. Luego la sucesién
2
espectral degenera y se tiene un isomorfismo: HZGZQR,A)C!
Hi (R, H{(R,A)).
Podemos razonar ahora por induccidn sobre n. Se tiene una
extensidén Roy—— R(n) — R(n_]] y la correspondiente su-
cesidn espectral
2 - (n-1) - {n} -
E; s = H (R JH (R,A)) =D H (RVVLA), ko= 1+ s,
La degeneracidn de esta sucesidn produce un isomerfismo
(n) {(n-1) '
H RYAy a2 H (R JHy (R,A)).
Por induccidn este @iltimo grupo es isomorfo a
-2
Hy(RH L, RO (RA))).
Para terminar es suficiente demostrar:
n-2 n-1
o, RO g ray x> H R A,
Consideremos la extensidén R>——> R(n'1) — R{n-Z). La dege-

neracidén de la sucesifén espectral asocciada:

i

E
r,s

=1 RUD R = B ®RPT A, k=1 s
da lugar al isomorfismo buscado ///.

Demostraremos ahora la exactitud de la sucesidn mencio-
nada en la introduccidn.

Consideremos la sucesién de cinco términos ()3}, teorema

11.6) asociada a la exteasidn R>—> F —» G y al F-médulo

-1
o (R 4y,
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(n-1) (a-1)
Hy (F,H RY7L0) ——> w60 R, 8,7) —>

H.I(R,Hn_1{R(n'”,A))®GZ —> H,(F,H RV Ay s

n-1(

Hy6,H R @) —s 0

n-T(
El primer términc de la sucesidn es nulo por ser F un grupo
libre. Por otra parte Hn_](R(n'”,A)®RZ’.ZHH_I(R(H_”,A)
puesto que la accidn de R sobre Hn_]{R(n_”,A} es trivial.
Teniendo en cuenta el lema 2 es suficiente demostrar:

-1
Hy (6,0, (R A)) ev iy (6,4)

(n-1)
HiG,H (R JA)) > Hy L (G,A).
Considerando la sucesidn espectral asociada a la exten-

sién R»—> F —3» G vy al F-mddulo Hn R{n'z),A), por ser

3¢
R un grupo libre, se deduce (i3I, Ej. 11.31}

(n-2}) Jyn {n-2)
H4(G’HH_Z{R ’A)-—" HZ(G’HI (R,HH'Z(R rA)))'
Por el lema 2 este Gltimo grupo ec isomorfe a

n-1
Hy (6,0 (R(TT a3y,

. 5 . {n-1) {n-2)
Analogamente: H.I (G,Hn_.I{R ,A))ﬁHS{G,Hn_Z(R SAYY.
Repitiendo este razonamiento n veces se obtienen los isomor-

fismos buscados.

3.-UNA INTERPRETACION DE H3(G) Y HS(G)

Para n = 1 y A = Z la sucesidn se convierte en
HZ(G}>——> Rab®Gz —> Pab — Gab‘
Dado que R, @.Z ™ R/ [F,R], se obtiene la férmula de Hopf:

H (6) RN [F,F) )

[F.R]

Consideremos ahora el cason = 2, A = Z:

Hy (6)>——> Hy(RIR) @27 —> H,(FIF) —» HL(G).
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Teniende en cuenta el epimorfismo candnico
Hy(RIR) —» H, (R ]3)@82
se obtiene una sucesidn exacta por la derecha:
H, (R 4 R) ———)HZ(RQF]_——-—»HS(G}.
Sea K>—>L —» R4F una presentacidén libre de R]F y con-

sideremos el diagrama cartesiano:

Kv——> S —» R IR

R

K—» L —» RIF

AN

G

Utilizando la f&rmula de Hopf:
HZ(RQR}“_'—’—J—Kn[SS ) HZ(RJF]‘;‘_’——-—’—Kn[L g
[s,x] i, K]
H;(G) es el conrucleo del homomorfismo inducido entre estos
dos grupos. Por tanto:
Mg (6) & kN[L,L}
(x N[s,s))IL,¥

Consideremos ahora la sucesidn para n =3 y A = Z:

Hg (G) >—> HB(RJ(RQR))QGZ —> Hz (R J(RIF)) —» H (G}
For la misma razbn que antes existe una sucesidn exacta

por la derecha:

Hy(R § (R IR)) —> Ho(R 3(R IF)) —» H, (G).

Sea K>—> L —» R J(RJF) una presentacién libre de

R J(R JF) y consideremos el diagrama:
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K—S5 —» R (R ]R)
[
K——>L —» R J(RIE)

L

G

De la extensiéon K»—» S —» R J(R JR) se obtiene una suce-
sidén exacta por la derecha
Hy (K 3K) — Hy (K §8) —» Ho (R J(R IR))
y de la extensidén K»—> L —» R 1(R IF) una sucesién
exacta por la derecha
H, (K 10 — Hy(K JL) —» H (R (R 1F)).
De estas dos sucesiones se obtiene fdcilmente la sigiente:
HZ(KJS) ~—3 H, (K {L) —» H.(G)}.
Sea K»—>» L"—» K JL una presentacién libre de KJL y con-

sideremes el diagrama:

Calculando los grupos HZ(KQS) ¥ HZ(KiL} mediante la férmu-

la de Hopf y el conucleo del homomorfisme inducido se deduce:

k-0 I ,1°)
(k" Nis*,s°1)[L7,Kk7]

H5 (G)
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