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ARITMETICA I ANALISI FORMALMENT RECURSIVES

Francesc Tomas

1. Introduccid
Representem per I el conjunt dels naturals, el zero inclds. Considerem
funcicns de N° en M, per tots els naturals r, entenent gque una funcid de ]NO
en M no és res més gue un slement de M.

n+l

Si £ &s una funcid de W en N, representem per £, 1a funcid de " en W

definida de la manera seguent:

1, si hi ha algun natural y tal que f(xl,...,xn,y)=0
fE(xl,...,xn)=

0, en cas contrari

Si fE(xl,...,xn)=l per cada col:leccid de naturals xlf...,xn, aleshores
definim la funcié fM de " en W com

fM(xl,...,xn) =minim natural y tal que f(xl.. ...,xn',y}=o

Ens interessa considerar una classe de funcions, que dencotarem per R',
que &5 la minima classe de funcions de ® en D, amb r no fix, que satisfa
les condicions seglents:

R'.l. Les funcions constants, la funcid successor { S(x)=x+1) i les fun-
cions projeccions ( pi{xl. ...,xn] =xi) pertanyen a R'.

1

.- n+ -
R'.2. Si f: oW i g: IINn+2-]N pertanyen a R' i la funcid h: I “+N tée

les propietats
h(xl,...,xn,0)=f(xl,...,xn)

h(xl, e ,xn,s(y) )=g[xl, - ,xn.y.h(xl. . ,xn.y))
per cada (xl, .. .,xn.y) da JNn+l, aleshores h tambd pertany a R'.
. . n . ) 0
R'.3. 8i f: W »™ pertany a R' i, per j=l,...,n, les funcions gj: >N
pertanyen a R', aleshores la composicid h, definida com
h [ = et Fruer LR R]
(yl ym) f(gl{yli ym) gn(yl "ym))_'

també pertany a R'.



R'.4. Si f(xl,....xn.y) pertany a R' i fE(xl,...,xn)=1 per cada
(xl,.!.,xn), aleshores EM[xl,...,xn} també pertany a R'.

R".5. S8i f(xl,...,xn.yl pertanya R', aleshores fE(xl,....xn) també per-
tanyh B'.

Es un sobreentés gue les funcicons que s'obtenen de funcions de R' per
permutacions de les variables sdn també funcions de R'. Convenim &n que si
f: N »N pertany a R' tamb€ hi pertany la funcid g definida com

g(xlr---cx )=f(xlf---fxn}.

X
n' "n+l

La mijma classe de funcions que satisfi les tres primeres condicions &s

la de les recursives primitives. La minima que satisfa les quatre primeres

és la de les recursives o diofantiques (vegi's, al respecte, l'article [21

de Davis, per exemple}. Bs clar gque totes les funcions recursives sbn com-
putables. Té una gran acceptacid la tesi de Church, que afirma que les fun-
cions recursives sdn les finigues funcions computables de n-ades de naturals
en naturals. Tamb€ tenen gran importancia en la demostracid del tecorema Q'
incompletesa de Godel.(Vegi's [ll, per exemple).

En el present article es tracta de mostrar la importincia gue pot tenir
la classe R' en velacid a l'andlisi recursiva i en problemes de fonamenta-
cid,

Recordem que l'ancmenada aritmética recursiva apareix, a mans de Skolem,
com una manera de desenvolupar l'aritmdética sense fer {is no constructiu dels
gquantificadors légics, amb la idea que agquest (s pot generar paradoxes. El
resultat del treball de Skolem &s una presentacid de l'aritmética desenrot-
llada censtructivament (veure [3] o {}], per exemple). L'andlisi recursiva
consisteix en portar la mateixa idea a l'anhlisi, per a cobtenir-ne un desen-
volupament constructiu. Aixi, una successid recursiva Qe racjionals no nega-
tius serd una parella, £{n), g{n), de funcions recursives tal que g{n)#0

per cada n. La successid sera
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£{0) £(1) £(2)
g{o) " g1y " g(2) 77"

Si no volem usar funcions que no siguin recursives, per a mostrar gue una
tal successid &s de Cauchy haurem d'exhibir una funcid recursiva h(n} tal

gue

£{z} _ f(s)\< 1
gfir) gis} n

sempre gue rphin) i s>h(n)

Pero es déna el cas (veure {6}, per exemple) que hi ha successions com les
anteriors que sbn creixents i afitades superiomment per a les guals no hi
ha cap hin) gue sigui recursiva i satisfaci la condicid de Cauchy. Aixd fa
que 1'analisi recursiva sigui insatisfactoria des del punt de vista matemi-
tic.

Una rad per la que la classe R' pot ser important &s que el feromen an-
terior no es presenta si substitulm les funcions recursives per les de Rf.
Bs & dir: si £ 1 ¢ pertanyer a R’ i la successid &s monotona i afitada, po-
dem trobar la h gue necegsitem en la c¢lasse R'. Cal recordar, pera, que la
rad de voler desenvolupar l'anilisi en base a les funcions recursives &s
gue un tal desenvolupament &s constructiu; i deixa de ser-ho si ens basem
en les funcions de R', ja gue agquestes no sdn, en general, computables.
Malgrat aix® dedicarem una seccid, la 3, a fer acceptable, des del punt de
vista matemitic, la idea de recolzar 1’andlisi en les funcions de R'. En la
seccid 4 reprendrem el punt de vista de la fonamentacid i veurem els avan-
tatges gue pot tenir, pel gue fa a consisténcia, un desenvolupament de 1'a-
ndlisi en base a R', en comparacié amb altres desenvolupaments no censtruc-
tius. El formalisme que es proposa a la seccid 4 Bs de meéna recursiva, co-
sa que justifica el titol de l'article. La seccid 2 es dedica a obtenir una
caracteritzacid de la classe R'; les idees que s'usen a [2} per a caracte-
ritzar les funcions recursives com a diofantiques ens dfnen facilment una

N4 - .
caracteritzacidé de les funcions de R' com a “uvltadiofdntigues" (abreuijat UD}
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La seccid 4 &s un refinament de 7). Aquesta seccid &s independent de la 2
i la 3, Mo s'estudia quina és la retacid que poitser hi ha entre el forma-
lisme que ¢s proposa i l'andlisi matemditica constructiva de la que es parla

318].

2. Conjunts i funcions ultradiofantics

Com gue ens referim a [2] cal dir que Davis considera el conjunt dels
enters positius, en lloc de IN, de manera que les funcions gque ell ancomena
recursives no s5n les mateixes gue anomenem aixi a la introduccid,pergué
difereixen en domini i codomini. Peroc l'article de Davis es pot repensar,
per aixi dir-ho, posant naturals en lloc d'enters positius, D'altra banda,
ltexposicid que farem sera autosuficient, llevat de punts no essencials.

2.1. Definicid, Un subconjunt A de " &s diofdntic si hi ha algun
f(xl,....xn,yl,...,ym)é:z[xl,...,xn,yl,...,yml tal gue

(xl,...,xn)E A & {3 yl,...,yn)[f(xl,...,xn,yl,...,ym)=6],
on s'entén que ylz...,ym'han de ser naturals.

2.2.Definicid. Una funcié f de W' en N &s diofintica si la seva grifica
&s un conjunt diofantic.

A [2] es demostra gue les funcions recursives coincideixen amb les dio-
fantigues. No usarem aguest fet.

Ara volem definir una classe de conjunts gue anomenarem ultradiofantics,

abreujat UD. Per a fer-ho haurem de parlar de predicats UD. Entendrem per

predicats les afirmacions relatives a col-leccions finites de variables,

susceptibles de ser verdaderes o falses cada vegada que aguestes variables

sbén substituides per naturals. En el procés de definicid dels predicats UD

ens referirem a "expressions polinomials en‘xl,...,xn“ en lloc de referir-

nos a “polinomis en xl,...,xn". aixi, direm que les expressions
(2x-y)y+{l-y?(2x+3)+zy2-(3+2x),

2
zy -y {y+3},
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sdn expressions polinomials diferents, & desgrat de ser expressions del ma-
teix polinomi yzz-yz-Ey. Aguest polinomi pot ser pensat com a polinomi en
yiz,oenx,vyiz, cenw, X, ¥, z, etc; pero en canvi podem afirmar que
en la primera expressid hi apareixen les variables x, y i z, i cap altra,
mentre gue en la segona hi apareixen y i z, i només elles. Agquesta és la.
mena de distincid que volem fer. Si representem una expressid polinomial
par f(xl,...,xn) estarem supcsant que en 1l'expressid hi apa;eixen les va-
riables xl,...,xn, i cap altra.

Denarem a continuacid la definicid dels predicats UD, al mateix temps
que direm en guins casos una variable apareix lliure en un tal predicat,i
en guins casos hi apareix lligada.

2.3, Definicid,

PUD.1. Si f(xl,...,xn) &s Una expressid polinomial amb coeficients en-
ters, la formula f(xl,...,xn)=0 s un predicat UD, en el gue no hi apareix
cap variable lligada i en el gque totes les xi, per l¢itn, hi apareixen
1liures.

PUD.2. Si P &s un predicat UD, la seva negacid AP &s un predicat UD.
les variables que apareixen lliures (lligades) en <P son les que apareixen
lliures (lligades) en P.

PUD.3. Si P i @ sdn predicats UD i no hi ba cap variable que aparegui
1lliuxe enh un d'ells i lligada en 1'altre, aleshores PvQ, P&Q i P3Q sdn pre-
dicats UD. Les variables que apareixen lliures {lligades) en gualsevocl 4'
aquests sdn les gue apareixen lliures (lligades) en P ¢ en Q.

PUD.4. Si P &s un predicat UD i la wvariable X no apareix lligada en P,
aleshores (¥x)P i (3x)P sdn predicats UD, si entenem que el domini dels
quantificadors €s . En cada un d'ells x hi apareix lligada; 1 les altres
variables que hi apareixen lligades sdn les gue apareixen lligades en P.

Les variables que hi apareixen lliures sén les variables diferents de x que
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apareixen lliures en P,
PUD.5. Un predicat &s UD finicament per combinacid de les raons anteriors.
Si Ryreoonk sén totes les variables que apareixen lliures en un predicat

ultradiocfantic P, &s clar que P &s un predicat relatiu a aquestes variables;

pero P també &s {0 el podem pensar com) un predicat relatiu a xl,...,xn,
—_—
X v X i e . i i
n+l’ %X _, per gqualssevol wvariables xn+l' ,xm Per in dicar que pensem

en P com predicat relatiu a xl,....xr, 1l'escrivim Plxl,...,xr]- L'inica con-
dicid que ha de satisfer la col-leccid xl,...,xr és la de contenir totes les
variables gque apareixen lljures en P, encara que convé, per raons de clare-
dat, que aquesta col-leccid no contingui cap variable que aparegui lligada
en B.

Nota. El predicat (3x)1y+l+x-z=d]¥_(3v}[;+1+v—z=61 no és UD, segons la
definicid que hem donat; pere &s eguivalent a (3u)[y+1+u—z=0] v
(3v)[x+1+v-z=d], que si que n'€s. Aixo mostra que la limitacid que sembla
imposay PUD.3 només &s aparent. . |

2.4, pefinicid:

CUD. Un subconjunt A de " &s UD si hi ha algun predicat ultradiofintic

T -

P(xl,...,an tal gue, per qualssevol naturals Byres n

!al,...,én)EA < P[al,...,an)

FUD. Una funcid de W' en ™ &s UD si la seva grdafica &s UD.

La caracteritzacid que ens interessa és la seguent:

2.5. Tecorema. la classe R' consta precisament de les funcions UD.

La demostracid seri conseqi@ncia &'un seguit de lemes i consideracions.

2.6, lema. Les funcions suma i producte de naturals pertanyen a R'.

Tenim at+f=a i a+S{b}=S(a+b). Fem f£({x}=x i gix,y,z}=5(z). Per R'.1l, feR'.
Si pix,y,2)=z, p&R"', per R'.l; i, com que glix,y,zl= S{pi(x,y,2)) i S€R', tin-
drem gque geR', per R'.3, De manera gue la suma pertany a R', per R'.,2. De

manera semblant, donat que a«0=0 i a S{b)=(a-b}+a, podem veure que el pro-
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ducte pertany a R'.

2.7. Lema. La suma i el producte de dues funcions de R' iamb mateix do-
mini) pertanyen a R'.

Efectivament, perque sdn les composicions d’aguestes funcions amb la su-
ma i amb el producte, i pertanyen a R' per R'.3.

Corol lari. Cada polinomi amb coeficients naturals pertany a R'.

2.8. Lema. Ia funcidé P de M en NN, definida com

x-1, si ®»Q
¢, en cas contrari

P(x>=i
pertany a R'.
Tenim P{0)})=0 i P{S(y))=y. Si, en R'.2, fem n=0, £=0 i gly,z)=y veurem

facilment que P R'.

2.9. Lema. La funcid x%y, definida com

xiye KTV si xzy
¥ 0, en cas contrari

pertany a R'.
14 demostracid &s tan ficil com les anteriors, si observem gue x0=x i
x2S ({y}=P{x=vy}.
Corol lari. Si £ i g sOn funcions de R' amb el mateix domini, £:geR'.
2.10. Lema. 51 £ i g sén funcions de ¥ en N gue pertanyen a R', ales-

hores la funcid b definida com D g={f=g)+(gif), pertany a R’ i tenim,

f,q’' £,
n
per cada {xl....,xn) de W ,

(xlf---»xn}=0 = f(xl,...,xn)=g(xl,...,x)

thg n

La demostracié &s trivial.
2.11. Lema. Si f(xl,...,xn} és un polinomi amb coeficients enters, hi ha
- n
una funcid D, en R' tal que, per gualsevol (xl,...,xn) de N ,
Df(xl,...,xn}=0 - f(xl,...,xn)=0

El polinomi f es pot expressar com f=g-h, on g i h sdn polinomis amb

coeficients naturals. Podem escollir Df com la D " del lema anterior.
!
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Direm ara gue und llista finita

A .,Ar,

1!--

- . n(i - o
on cada hi és sukconjunt de M ¢ ), per algun n{i}, 85 una construccid de

conjunts UD si cada Ai satisfa una de les condicions segients:

c.l. Ai:{(xl""‘xn(i)): f{xl,...,xn(i)}=0}, per algun fam‘;l,...,xn{i;L

Cc.2. Ai=i(xl,,..,xn(i}): (xl,...,xn(i’)¢ aji, per algun j<i.

C.3, ai=ajunk, per algquns j, k wmenors que i.

C-4--Ri=i(xl,..-.xn(i)): GEy? (xl,...,xn(i),y)enj}, per algun j<i.

Volem demostrar que cada conjunt UD &s membre d'alguna construccid de
conjunts UD. Observem en primer lloc que tots els predicats UD es poden es-—
criure sense usar els signes &, » i‘f, degut a que P&G €s equivalent a
~(+PvQ), PHQ Es equivalent a ~PvQ i {(¥x)P &s eguivalenth —(3x) (+P}. Consi~
derem, doncs, els predicats UD expressats usant (nicament -, ¥, i 3. Veurem
gue cada conjunt ultradiofdntic A és membre d'una construccid de conjunts
UD per induccid sobre el nombre de vegades que apareixen signes 1dgics del
conjunt ?-1, v ,3? en un predicat UD que defineixi A. Si en un tal predicat P
no apareix cap @'aguests signes, é={(xl....,xn): f(xl,...,xn)=0}, per algun
f&?Zle,...,xA}. i A és el membre inic §‘una construccid de conjunts UD. En
cas contrari P &s d'algquna de les formes

Qe PNE,, (3X)Q
En el primer cas, en Q apareixen menys signes legics gue en =@, i per hipo-
tesi qualsevel conjunt A' @efinit per Q &s membre d'una construccid de

conjunts UD. Si pensem 1 com predicat en X ,...,xn, pensem#ambé a com a

1

predicat en agquestes variables, i el conjunt A serd el complement de A*. Si

A' &s membre de la construccid A res iR aleshores A

.. A A també és
1 ¥

1"
una construccid (de conjunts UD}, segons C.2, Els altres casos es tracten

amb la mateixa facilitat,

2.12. Lema. 5i A é€s un subconjunt UD de N, hi ha en R' alguna funcid
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f tal que
Azi(xl, PR ,xn) : f(xl, e ,xn]‘ao}
per les chservacions anteriors és suficient el demostrar que cada membre

de qualsevol construccid de conjunts UD t& aguesta propietat. Considerem la

construccid

Farem la demostracid per induccid sobre l'index i de Ai. Posarem n en lloc
de n{i). Tenim, per comengar,
h1= i{xl,...,xn): f(xl,...,xn)=0},
on feza[xl,...,xg. Segons el lema 2.11,
Al=1(xl, . .,xn) : Df{xl, PP ,xn)=0},

i DfE R'. Suposem gue Al,....A.

-1 tenen la propietat del lema, i considerenm

Ai. si Ai=i(xl,...,xn): g(xl,....xn)=0}, on gezrxl,...,xn], procedim com
per Al. Si Ai= i(xl,...,xn): (xl,...,xn) d’l\jiper algun j«<i tal gue Ajean,
sabem per hipdtesi d'induccid gue Aj= i(xl,...,xn): f{xl,...,xn]‘—*D? per.al-
guna £ de R', i aleshores ni= i(xl,...,xn): l;f[xl,...,xn'l=0}; i 1*f€&R', 81
AiZAjUA}:' on 3 i k 50n menors que i, tindrem Aj:?(xl,...,xn]: f(xl""‘_xn]
=0], Ak=‘i(xl,...,xnl: g(xl,...,xn]=0?, per certes £ 1 g de R', i aleshores
Ai=§(xl,...,xn): f(xt)g(xt)=0}; i ja sabem que fg€R'. Si, finalment,
Aizci(xl, e ,xn) : Ay} [(xl, . ,xn,y) E Aj].i
per algun Jje«i, sabrem gue
(xl, R ,xn.y}EAj & h (xl, - ,xn.y)=0
per una certa h de R', i llavors
Ait?(xl’ "'fxn} : hEtxl“' "xn):l}=i(xl' ---pxn} B l;hE(xlt---:xn)=0}!
i ja sabem que h_ pertany a R’ i 1*h també .,
Ara ja podem demostrar gue cada funcid UD &s de la classe R'. i £ &s UD

tenim, segons el lema 2.12, per alguna g de R',

y=E(x ... .xn)fa (xy00-- .xnpylé [grafica de f]ﬁg (xl, ves ,xnoyl=0
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Obsefvam gque per cada (xl,...,xn) la dltima igualtat es satisfa per un y, i
només per un. Tenim, per tant, gue gE(xl,...,xn)=l per cada (xl.-...xn),i
gMe R', per R'.4. I com que g(xl,...,xn,gM(xl,...,xn))=0 tenim que
gnlxl,...,xn)=f(xl....,xn) per cada (xl,...,xn).

i, per tant, f&§R".

Resta ara per demostrar que cada funcid de classe R' &s UD.

Hi ha funcicns que serveixen per a representar successions finites de
naturals. En definirem una, adaptant el procediment de [2]. Considerem la

funcid

4]
T(n)= =R
i=0

Donat qualsevel natural z hi ha un sol natural n tal gue
Tin) £ z < T{n+l)
Definim P2(23=2-T(N), =i n té agquesta propietat. Resulta gque 0-$P2{z)£ n,
i definim Pl(z)=n—P2(z]. Fem també P{x,y)=T{x,y}+y i tindrem que
P{Pl(z),Pz(z))=z; PltP(x.y))=X; PZP((x,y])=y.
Definim, per naturals i,j,
Cl(i,j)=w si w s 1'{nic natural tal que
w;Pl(j) med 1+iP2{j)
w<1+iP2{j}
2.13. Lema. Donada gualsevol successid finita de naturals, al""'an'
existeix algun u tal gue
Cl(i,u)=ai, per i=l,...,r
Escollim gualsevol natural y més gran que tots els a . i divisible entre
tots els naturals des de 1 fins a r. Els naturals l+y, l+2y,..., l+ry sdn
primers dos a dos, perqué
jekad|1+jysd)leky > All+jyad|k (L+5y) -3 {1+ky) =k~jer

> dli+iysaly » a=1
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Per tant hi ha un natural x tal que
xza, mod l+iy, per i=l,...,r
Fem ara u=P{x,y}. Tindrem x=Pl(u), y=P2(u},
a.zP_ (u) mod 1+4iP_{(u}, si lwisr
iv1 2
- <L+i . .
axy 1='2 ()<l 1P2 {u), si lsisgr
Per tant ai=Cl(i,u), per i=l,...,r.
Dafinim ara C(i,j)=C1(i+1,j] i tindrem

2.14. Lema. Donada cualsevol successid finita de naturals, ao;al,...

existeix algun u tal que
C(i,u}=ai, per i=0,...,r

2.15. Lema. C(i,j) &s UD.

Efectivament:

w=C(1i,u) ¢7w=cl(i+lnﬂ 4?wepl(u) mod l+(i+1)P2(u) & w<l+(i+1]P2(u)

<> Gyl,yz,y3.y4)[w=y1¢y3(1+(i+l)y2) & u=P(yl,y2) & w+y4=(i+1]y2]

< (ayl,yz,y3.y4)I(w—yl)2=y§(l+(i+l)y212 & u=%4yl+yz)(y1+y2+l}

& w+y4=(l+i}y2]
& @,y vy, Wy ooyl antinny )2
+{2u- (yl+y2} (yl+y2+1)—2y2) 2+(w+y4- (i+l)y2) 2=0]

i aixo mostra que C(i,j) &s UD (de fet, &s diofantica).

Diguem ara gue una successid de funcions

fl,fz,...,fr

és una construccid de funcions de classe R' si cada fi satisfd alguna de

les condicions segients:

F.1. £, &s la funcid successor, una funcid constant o una projeccid.
F.2, Hi ha funcions fj i fk anteriors a fi tals que, per qualssevol Xy
R Y

fi(xl,...,xn,01=fj(x1....,xn)

fi(xl, .. "xn'S(y)):fk(xl' - ;xnrYffi(xlr ---:xan”
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F.3. Hi ha funci £ f ronny £ . 1 ,
i ncions 5" faqy e anteriors a fi' tals gue, per

qualsevol (yl,....yn),

£, PR =f, caur ey ey
l(ylf yn) fj(fs(ll (yl. yn) fs{m}(yl, yn))
F.4. Hi ha alquna fj anterior a fi tal que (fj)E(xl,...,xn):l per cada
(xl,...,xn) i
i Y ={f, [ .
i(xl xn! (fJ)M{xl ,xn) per cada (xl xn)
F.5, Hi ha alguna fjanterior'a fi tal gue, per cada (xl,...,xn),
fi(xl,...,xn)=(fj?E(xl,...,xn)
F.6. Hi ha alguna fj anterior a fi, i alguna funcid injectiva t de
l1,...,m en 1,...,n , tals que, per cada {xl,...,xn).

£, (%, ..., )=Ff, (x )
i1 n j

(1) e
85 clar que cada funcid de R' &s membre d'una construccid de funcions de
classe R'. Per a demostrar que cada funcid de classe R' €s UD només caldr?
veure que cada membre d'una tal construccid fl,...,fr és UD, cosa que farem
per inducéié sobre 1'index i. La funcid £ ha de satisfer F.1. Si fltx)=
S(x), tenim gque y=f1(x} & y-x-1=0, i £, és UD; si fl(xl,...,xn}=c {cOns-
tant), y=fl(x1,...,xn) & y-co=0, 1 fl &s UD; si fl(xl,...,xn)=xi,

y=f1lxl....,xn) ay-xiao, if

1 és UD. Suposem gue sabem que fl,...,f son

i-1

Up, i considerem fi' 5i fi satisfa F.l procedim ¢om per £ Si fi satisfa

1
F.2 tenim certs predicats UD, P i §, que, amb la notacid de F.2 satisfan
u=fj{xl,...,xn} < P(xl,...,xn,u)
v=fk(xl,...,xn,y,zl can(xl,...,xn,y,z,v)
Tindrem azleshores, segons el lema 2,14,
wﬂfilxlr---fxnf)’) 3 {3Im) [C(O.m)=fj (Xl:---fxn)
& (\‘j)[jzyvc{s(j).m)=fk(xl,...,xn,j,c(j,mﬂ
& C(y,m]:w]

@ dmietx . ..x,com) s (W) [ ae{yre-j=0)

v Q{xl,...,xn,j,C(j,m),C{S(j},m)ﬂ & w=Cly,m)]
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< Bnﬂ[(ﬂp}[pcho,m! & P(xl.-..,xn,pf] & (Hﬁ)f(it)[y+t-j=01
v Ba) @ fe=cG.m & r=cs(5) m) s Qv v k3 e weCly,m)]
i aguest predicat &s UD, de manera que fi és UD.
51 fi satisfa F.3, tenim, per certs P i Qj gue son UD,
u=fj(xl,...,xng ¢?P(xl,...,xm,u)
v=fs(j)(ylc----)’n) ﬁgj(ylf"-rynlv)
Aleshores
wrfi(yl,....yn}Gé(Evl,...,va[P{vl,...,vm,w)
& Ql(Yl----ryan) & ... & %(yl....,yn,vm]]
i @&s eclar que £ &s UB.
Si fi satisfa F.4 sabem, per algun P gue és UD, que
z=fj{x1,...,xn.y) -~ P(xl,...,xn,y,z)
i, per tant,
y= fi(xl,...,xn,y] = y=(fj)M(xl,...,xn)
@£ 0 x Ly)=0 & o) (@00 [y+k-t=0) v N )
@ L y)=0 & ) [ 3k [ ytk-t=o) v -p(xl,...,xn,t,of]
5i fi satisfa F.5 tindrem, per algun P ultradiofantic,
z=fj(xl,...,xn.y) ) P(xl,...,xn,y,z].
Wﬁfi[xl,...,xn} ¢?w=(fj)E(xl,...,xn)
alu=0 & (W) [~ptx ,ooun_y, 00 v u-100 & @ leeg, ..., ,y,00]]
Finalment, si es satisfa F.6, i si
y=fj(x1,...,xm) & P(xl,....xm,y),
tindrem
y=fi(xl,...,xn)ﬁP{xt(l),.--,xt{m},yl
ﬁ{3)'1.---.ym)[P(yl,....ym.yl & Y Kiqy & eee & Ym=xt(m)—-‘

Amb aix5 s'acaba la demostracid del teorema 2.5.

Farem una observacid sobre els conjunts UD. Bs clar que pedriem denar un

procediment sistemhatic per anar escrivint tots els predicats UD. AixS fa
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gue la col-leccid d'aguests predicats sigui numerable i que, per tant, tam-
bé ho sigui la dels conjunts UD, Pero podem fer la seguent observacid, que
explicarem a continuacid:

2.16. Observacid. La col:leccid de conjunts UD no és numerable “ultra-
diofinticament".

Per explicar i justificar la observacid associem a cada conjunt A de N
la seva funcid caracteristica

£ (n)= 1, s+ n pertany a A
A 0, 51 no

Bs fAcil veure que una funcid de N en N que només pren els valors 0 i 1
&8s la funcid caracteristica d'un conjunt UD si i només si la funcid &s UD.
Preguntem=nos ara si hi ha alguna £(i,7j} ultradiofantica tal que les fun-
ciens £{0,j}, £{1,3},... siguin totes les funcions caracteristiques de sub-
conjunts UD de I, Veurem que no existeix tal f. Considerem doncs qualsevol
£(i,3}) ultradiofintica gue només prengui els valors 0 i 1, i definim

. 0, si £{i,i)=1
q{1}={
1, si £(i,i}=0
Bs c¢lar que g no &s cap de les funcions £(0,j), £{1,3}, etc, & és facil

veure que g &s UD.

3. Consideracions no formals scobre 1l'analisi UD

3.1. El cos 1P, Considerem tres funcions, £, g, h, de N en I, amb h(n)
sempre diferent de zero. Llavors
if(n)—g(n)}
hi{n} NEMN
&5 una successid de racionals. Cada successid de racionals es pot pensar d'

aguesta manera. Usarem, sempre gue ens convingui, la notacid

(£-g/h) (n) f(g)(r—ﬂ {n)

Bs clar, per naturals b i ¢, que

| b-c}=(b2c) +{cth)
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b<c ¢ (b+l)=c=0
En les consideraciohs seguents tots els guantificadors tenen a IN com do-
mini.
Suposarem, per no haver de fer excepcions, gque tfé— .per tots els racio-
nals t,
Cbservem:
$te-g/m) (a2} neny &5 de Cauchy
& ¥n) @m () | [tE-g/h) trerd - (£-g/m) e 2]
El predicat que apareix entre clauditors és eguivalent a
r;lf (m+r)h(m) +g (m) 8 (m+r) - (g (mex) b (m) +£ () h{m+xr) ) <h (m) b (mtr)
Per tant, si fem
dl(n,m,r)={f(m+r)h(m)+g {(mih{m+r} = {gim+rihi{m)+£ M b(mir)}
dz(ﬂ;m,r)={g(m+r)h(m)+f(m)h(m+r))1(f(m+r)h(m)+g(m)h(m+r))
d3(n,m,z)={n(a1{n,m,r)+a2(n,m,r) y+1) = [n tmerdn (nd)
dé(n,m,r)=l=d3(n,m,r) .
tindrem .
i{f"’g/h) (n)} i &€s de Cauchy <> (¥n) @m) (Vr)[ds(n.m,r)=0]
4 (¥n) Em) (Vr}[dq{n,m,rhl] € (¥n) Qm r(d4}z(n,m)=0]

& o @) ) _my=1) e (((@,) ) ) =0 e clf-g/h)=0,

4 EEB

si convenim en gue c(f—g/h)={((d4}E)E}E.

Si c({f-g/h}=0, en el gwval cas ({d4)2) E)E(n) és sempre 1, considerem tam-

bé la funcid d{f-g/h), definida com

. d(f-q/h!(n}=({d4}E)M(n)r

gue &s, pex cada\,/ el minim m tal que (dé)z(n'm)=o’ o que (Vr)fd4 {n,m}=l];
aixd &s, el minim m tal que

{¥r) [ ‘(f—g/h) {m+r}-{f-g/h) (mi< ‘z]:;' ]

Hem demostrat, doncs:

3.1.1. Lema. a) La successid i(f-g/h) (n}}né]N és de Cauchy si i només si-
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¢{f-g/h)=0. En aguest cas
om) 09z) [{t£-g/m) (@(E-g/h) b+ - (£-g/m) (a(E-g/b) Gl = )
i d{f-g/h}{n) &s el minim natural amb aguesta propietat.
D) Si £, g i b s8n UD i c{f-g/h}=0, la funcid d{f-g/h) &s UD.
Corel-lari. Si £, g 3 h s6n UD i la succesid (f-g/h){n)} &s creixent i

afitada superiorment, aleshores la funcid d{f-g/h} gue la exhibeix com de

Cauchy també &s UD.

Com deiem en la introduccid, es déna el cas que £, g 1 h siguin recursi-
ves i1 que i(f-g/h)(n)} sigui creixent i afitada mentre que d{f-g/h} no és
recursiva. El corcl-lari mostra que el fenomen andleg no es presenta en el
cas Uh.

Fns interessa ara considerar successions de limits de successions de na-
turals. Comencarem per considerar successions de successions de naturals,
gue no seran res més que ternes de funcieons, f£{i,n), gl{i,n}, hii,n}, de Eﬁ

enI¥ tals que hi{i,n) 8ssempre diferent de zero. Pensem en gualsevol d'a-

guestes ternes com en la successid de successions

if(@;n)“g(opﬂ3} if(l,n)-g(l;n}}
h{0,n) nem hil,n} nem

Fem fi(n}=f(i,n), gi(n)=g(i,n). hi(n)=h(i,n).
83 cada una de les {fi—gi/hi)(n) és de Cauchy, €s clar que la succes-
sid dels seus limits 8s de Cauchy si i només si &s de Cauchy la successid
- - - -g. /b {1
(fo qO/hO)(d(fo go/ho)(O)}. (fl gl/hl)(d(fl 9,/ l)( My
i en cas afirmatiu el 1{mit d'aquesta successid és

. £(i,n)-glin)
lim 13m NIy

Definim, en agquest cas,
fD(n)=fn(d(fn-gn/hn){n))
95 (n)=g_ {al En~gn/hn) {n}}

hD(n)=hn(d(fn—gn/hn}(n))
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i tindrem:
3.1.2. Lema. Amb la notacid anterier, suposem que cada (fi_gi/hi)(n) és
de Cauchy. Aleshores:

a) La successid 1l%m (fi-gi/hi}[nﬁ €s de Cauchy si i nom@s si

ieN
c(fD~gD/hD)=0, i en aguest cas

. . f Dy .
£ei,n-glim) .o plir g3
hii,n) SN CY

l}m l%m

b) Si les funcions £{i,n}, g(i,n) i hii,n) so6n UD, les funcions thi]'
qDli) i hD(i) també ho son.

Resta per comprovar {nicament la part b). Amb aguesta finalitat recons-
truim les definicions de £, 9, i b 5i revisem la definicid de d{f-g/h),
be i posant fj, gj i hj en lloc de £, g, i h, tindrem
dl(j,n,m,r)=(f(j,m+r)h(j,m)+q(j,m)h(j,m+r))*(g(j,m+r)h(j,m)+f(j,m]h(j,m+r))
dzlj,n,m,r)=(g(j.m+r)h(j.m)+f(j,m}h(j,m+r))=(f(j,m+r]h(j.m)+g(j,m}h(j,m+r])
datj,n,m,r}= n(dl(j,n,m,r))+dz(j,n,m,r))+l = hi{j,m+rih{i,m)
dq(j,n,m,r]=lid3tj.n,m,r)

d(fj-gj/hj}[n)=((d4)E)M(j,n)
Bs clar que {(ddlE}M(j,nl és UD., 5i fem p(j,n)=n tenim

). (p(j;n] fP(jrn))

d(fn-gn/hn)(n)=l(d4)E}M(n,n)=((d4 .

i aquesta funcid €s UD perque &s composicid de funcions UD, Per tant £, g

b' "D
i hD sbn UD.

També podem observar que c[fi—gi/hi) s UDp com a funcid de i (si £, g i
h ho sbn).

Diguem ara:

3.1.3. pefinicid. Una successid isn‘né]w de raciocnals &s UD si existei-
xen funcions, £, g, h, de W en M qgue sdn UD i tals que sn=(f—g/h)(n) per
cada n.

3.1.4. Definjcid. Un nombre real &s UD si és 1imit d'alguna successid UD

de racicnals.
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3.1.5. Definicid. Una successid e Bye een de reals UD &s una successid

s . . . 2
UD si existeixen £, g 1 h, funcions UD de N en I, tals que

_q: Eli,n}-gf{i,n) .
ai lln_im nii.n) , per cada i

Aixi, doncs, tots els membres d'una successid UD de reals sén reals UD;
pero és possible que una successid de reals UD no sigui una succedsid UD.

U .
Denotarem per IR D el conjunt de reals UD.
3.1.6. Teorema.
oD ..
a) I} &s un cos

b} 5i la successid de reals 20 Ays oo és UD i de Cauchy, aleshores

Up
lim 2, e1R
i
La part b) del teorema ja esta demostrada. Demostrarem a}. Suposem que

1. E{n)-gin} .. xin}-s(n)
a=lim e . b=lim __t(n)

+
ique £, g, h, r, 5, t son UD, Bs clar que les funcicns ft+hr, gt+hs, ht,
o L. uD ..
fr+gs, f£s+gr, ftths, gt+hr sbn UD, i amb aixl es mostra que R &s clos per
o ' -1__UD s
sumes, productes i diferencies. Resta per demostrar que a & K quan ayu 1
S 5]

a€R . Existeix, en aquest cas, m tal que flm+r)#g{m+r) per tots els r; i

pedem suposar sense perdre generalitat que m=0. Tenim aleshores

[£¢n)-g ()}
-1, hm) .. P TR g )
a =lim m)=1].m
ni-g lf(n)-g(n)'l

fin)-g(n} _ {n)-f{n)
T T MR T A T
(£{n)—-gin)}

=lim

Sabem que If(n]-g(n)'i &8s UD. Per acabar sera suficient el demostrar en ge-
._._ €4c P .

neral, i si definim — =0, gue la funcid — &s UD. Tenim, en efecte

c-c c-d

. 1, 5i c*

etd , 51 c=d»0

c=d 1o, =i c2a=o
gero &s facil veure que la funcid A tal que A(0)=0 i A(S(n}}=1 és UD; i
c2d
P

alesheres veliem que —a és UD perque &s igual a A{c=d}.
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Podem veure gue IRUD &s numerable: com que la col leccid de conjunts UD
és5 numerable també ho és la de les funcions UD, la de les successions UD de
racionals i la dels reals UD. Pero es presenta una situacié an3loga a la
que es ddna per els conjunts UD;

0D

3.1.7. Observacid. R no &s "ultradiofanticament numerable™.

Cada real es pot expressar de manera Unica com

1rjim (a0+z

Il
j=1

%3
)y
107
on els aj s6n enters, 04 ajclo per j >0 i no existeix cap r tal gue
=9].
(Vs)[ar+s ]
Considerem gualsevol terna £, g, h de funcions UD de ]1\72 en N, la dGltima

de les quals no s'anul-la mai, i suposem que, per cada j, la successid

£{j.,n)-g{j,n} - . P ,
i nGn) neN es convergent, i representem el seu limit per Cj . Afir

mem que la llista cU, Cl' ... no pot contenir tets els reals UD., Efectiva-

ment, expressem cada Cj en la forma
. n (1)
i {3 a,
c:.'—lr:lfrn(a0 +_Z i }
i=1 10t

) L __ [0
i definim ho—e:.(‘1 +1,

1, si §»0 i a;:'};&l
I 12, si 9504 a;3)=l

Es pot demostrar gque les funcions

n -
10“b0+210“"'bi, si b %0
i=1

]
rin)
10", sib <o

< 0

i=1

0, si b 30
s{n}= n

- i o

10 bO' 5i b0<,
t{n)=10"

son UD, i &s clar que el real

37



{n}-sin)
l:l.rrl. (b +2 —) lim rini=sin)
i=1 10t £in)

&s diferent de tots els €, i &s up,

3.2. Les algebres CUE " de funcions continues. Seguint el metcde de [5],

\ . 3 . . . s
congiderem ternes de funcions de ™ en N gue satisfacin les condicions se-

gquents:

A} hir,s,t}#0 sempre que t#0

fir,s,tl-gir,s,t) _ £l(r',s"',t')-g{x’,s",t')}

B} hir,s,t) = Brr, et

sempre gue t#Y, t£'#0 i

r-g _r'-sg'

t t?

Si es satisfan aguestes condicions la terna f, g, h pot ser interpretada
com funcid de © en Q. Usarem, en aguest cas, per t#0, les notacions

f(?—‘i>=f:r,s.t), g =g (x,s,0), h(%}=h(r,s,t1

f{r,s,t}-glr,s,t)
h(rosct)

(£-g/h) ( 2= (£-g/h) (z,s,t) =
Qualsevol funcid de © en @ es pot mirar d'agquesta manera, Com no és di-
ficil comprovar. Si per una tal funcid F es satisfa
P52 =(£-g/m) (50
escriurem F={f-g/h}, si £, g i h satisfan les condicions &) i B}.
3.2.1. Definicid. Direm que F: @ +Q &s UD si existeixen f, g, i h que
sén UD, satisfan A) i B) i s&n tals que F=f-g/h.

Ceonsiderem un interval [a,ba amb extrems racicnals. Suposem que

k. -b cl—c
il — ¢+ by, b
b3 03 1 2

Tenim, per f£-g/h: Q 2§,

3¢ cl, Cyr c3 naturals

f-g/h &s uniformement continua en [b,cJagQ

-5 bl-h2 r-s5 911C2
€ (I} @m) (¥r,s,t,x',s', ) [t=0v traov =2 n 5 YL >
3 v S,
-h -
) r'-s' <bl 2 v r'-g!' )Cl c2 V|r—s _r'-
t* b3 L <y t

V [(e-g/m) (EZ5) - (£-g/m) (E3- )l< 1

Si procedim de manera semblant a com s'ha fet a 3.1 arribarem a que
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f-g/h és uniformement continua en [b,c]lNng & (¥n) @m) [k(n,m)=0-]
« (¥n) SkE(n)=1] es u{lp,cl,f-a/m)=0,

on U({b,c-f ,f—n;,v’.l'ﬁl=(kE)E i k{n,m) é&s ce_rta funcid, que &s UD sempre que £, g
i h ho siguin,

S8i f-g/h &s uniformement continua en {b,c]r\Q, aleshores (¥n) kE(n)=l. i
esta definida la funcid

p{ib,c] ,£-g/h} )=k, (n)

que ens ddna, per c¢ada n, 2l minim m tal gque

f_s' l
= 0 )If L sempre que

- Tt
r-s _ X sl(‘_l_.'
m

I—s
{e—g/m) T2 - (E-g/m) ¢ - =

Tenim, doncs:
3.2.2, Lema. La funcid f-g/h: @ » Q &s uniformement continua en (b,cla@Q

- o ¥
si i només si Utlb,c},f-g/h)=0. En aquest cas es satisfad, per s ;r==

S
en[b,c},
r-s _r'-s! 1 Y-S, e r'-s*y 1
2 - S e mrme a7 Weam B -tam Ele

on D({b,c],f-g/h) (n} s, per cada n, el minim natural amb aguesta propietat.
Ia funcid D{ b,c ,f—g/h) és UD sempre que £, g i h ho siguin.

3.2.3. pefinicidé. Representarem per Q{{Jg‘c}el conjunt de les funcions de
[b,c] en R gue soOn extensions a Ib,c1, per continuitat, de funcions f-g/h
de © en £ que siguin UD i uniformement continues en [b,c}nQ. Si k 8s llex—
tensid d'una tal £-g/h posarem

3.2.4. Definicid. Considerem una successid k., k d'elements de

(VI S
UD L - - = ] . T 4
Q[b é) Direm que la successid és UD si existeixen funcions f, g, hdel¥N en
M tals gue;
a) Per cada i, si fem fi(r.s,t}=f{i,r,s,t}, gi(r,s,t)=g(i,r,s,t),
hi(r,s.t)=h(i,r,s.t) . aleshores fi-gi/h_i &g funcid de © en Q;
b} £, g i h sén UD, cada fi-gi/hi &s uniformement continua enfb,daQ i

ki.:fi_gi/hi’ per cada i.
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. : U . .
Ia relacid que hi ha entre Q[b c-Il la classe de funcions continuves de
¥

[b,C‘} en IR s"assembla a la que hi ha entre @ i R. AixI com cada real és el
limit d'una successid de racionals, aixi mateix cada funcid continua de
[b,c] enR és el 1imit d'upa successid uniformement convergent d'elements

up . PR . .
de Q[b | {aguesta afirmacid 85 consequencia del teorema de Stone-Welier-

I
strass, de que els polinomis amb coeficients reals sdn tan aproximables com
volguem per polinomis amb coeficients racionals i de que aguests Gltims sén
UD N . Lo up- _,
elements de Qib "-‘1) . Pero de la mateixe manera que definimIR = diguem ara:
fs ok uD A
3.2.5, Definicid. Representem per C(b ! la classe de funcions de [b,c]
r
en R que sdn limits de successions UD, uniformement convergents en Eb,c],
Un
¥ +. .

dfelements de be:C'I
és UD

3.2.6. Definicid. Uma successid ko, k ... dfelements de C(ED

1’ b, e}

si existeixen £, g, h, funcions ge ]NS en N tals que:
al £, g i h sén UD
by S8i fem firj(r,s,t)':f(i,j,r,s_.t}, i. analogament per g i h, aleshores,
per cada {(i,j), £, .-g. ./h. . és una funcid de Q en @, uniformement conti-
i3 *i,3° i.3

nva en (b,clfiQ

c) Per cada i, %fi -4,
¥

. ./h, 7] , convergeix uniformement en | b,cia k,
] 1.]’ i, 30jem 9 [ 3 i

3.3. Consideracid final. Les consideracions gue hem estat fent en aques-

ta seccid 3 van en el sentit de mostrar que ltandlisi .UD pot funcionar molt
pé. Pero: 1°5) no estem en condicions de fer una exposicid sistematica de
1'andlisi UD; 2°—n) potser el context no formal en el gue estem en aguesta
seccid no &s el millor per intentar aguesta exposicid. Per aquestes raons
pensem gue tard o d'hora hem de tallar en sec agquestes consideracions, i
escollim aguest moment per fer-ho. Les primeres afirmacions que pensem que
podriem demostrar, pero que ja no demostrarem, sdn les seglients:
si fecug,c iaem’™, faeR.

un - (€] &}
C[b,c] é&s una M. -algebra.
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UD

... 5 una successid UD d'elements de C[b SE uniformement
r

ll’
convergent en {b é} aleshores lim f 6 € CUD .
e i~ "[b,c)

. Uup ® D
Si kéc:{'b’c], [b kéc[b'cl.
Si ]r:éCUD i k' existeix i &s continua k'ECUD .
[b,c ! e.c)”
51 ao, al, ... és una successid UD d'elements de]mUD, la successid

n ;
i - D , . A
2 a;x és UD {en relacid a qualsevol C[b d]) i el radi de convergencia &s
r

i=0
un real UD.
En canvi, no creiem poder demoastrar gue gualsevel funcid f continua en

|8)
{b,c] i tal que f([h,c]n]RUD) er"’? hagi de pertanyer a C[g -

4, La formalitzacid de 1'aritmetica i l'analisi basades en R', o ul-

tradicfantiques.

4.1. Consideracions preliminars. Com recordavem en la introduccid, 1l'a-

ndlisi recursiva es pot veure com un intent de desenvolupar 1'andlisi mate-
mitica de manera constructiva, intent que ens ddna, pero, una andlisi poc
satisfactoria des del punt de vista ﬁatemétic. I aixd €s el que ens porta
a engrandir la classe de les funcions recursives i considerar la classe R’
de les funcions ultradiof3ntiques (UD). A la seccid anterior hem vist que
hi ha indicis de que 1'analisi basada en aquesta classe de funcions &5 sa-
tisfactbria, matematicﬁment parlant. Pero ara ens preguntem, des del punt
de vista de la fonamentacid, quin avantatge pot comportar aquesta analisi
basada en R' {o analisi UD), gue ja no &s constructiva, comparada amb al-
tres fonamentacions d'aguesta disciplina, tal com, per exemple, la que es
pot basar en una teoria de conjunts formal. Recordem gue Hilbert, en el seu
programa de fonamentacid, proposava presentar les teories matendtiques com
a sistemes gue avul anomenariem “sistemes formals"; exigint, perc, que la
consistdncia de tals sistemes es pogués demostrar per métodes estrictament
"Finitaris", val a dir constructius. Perc es comprova, histdricament si més

no, gue a mesura que un sistema formal formalitza regions més amples de la
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matemitica, mds 1luny estem de poder demostrar constructivament la seva
consisténcia.'r, aixi, la consisténcia d'una teoria de canjunts formal no
s'ha demestrat de cap manera, mentre que la consistdncia de la “"aritmética
cldssica po s'ha demostrat constructivament {vegi's [1]). Aixd fa pensar
que per a fonamentar l'aritm@tica UD de manera "constructivament consistent™®
potser cal cercar formalismes que no siguin, en el sentit técnic del terme,
sistemes formals, Aixd és el gue s'ha intentat a [?], oh es descriu un for-
malisme “"obert" o "recursiu" per a la classe R’ de les funcions UR. Aqui
presentarem aqueét formalisme, amb alguna millora, i després donarem alguna
indicacid de com pensem gue es pot wsar per dESEnvolupa¥ l'andlis’ UD.

4.2. El formalisme. Presentarem el formalisme ccm uUna categoria de sis-
temes formals. Aixd no vol dir de cap manera quc ens hdgim de basar en la
teoria de categories; €s, tantsols, gue el llenguatge categdric &s escaient
al tema. Els objectes de la categoria seran, doncs, sistemes formals, que
anomenayem “segments" del formalisme. La consisténcia de cada un d'aquests
segments es demostrard constructivament (cosa que ro entra en conflicte amb
cap intorpretacid de cap teorema de Godel, ja que cada segment només con-
tindra o formalitzar3d un tros petit de l'aritmétici). Tots els segments
tindran el mateix llerguatge; &s a dir gue definirem els signes dzl llen-
guatge, els termes i les formules de la mateixa manera per tots sls seg-
ments. Ies regles d'irferdncia seran també les mateixes. De fet la logica
de cada segment sera ¢l cidlcul proposicicnal, gue presentarem, perO, sense
fer ds dels signes de conjuncid i d'implicacid. Hi haurd una col-leccid de
fdrmules, constituida per els "postulats inicials", gue seran postulats de
tots els segments, i «ue no seran altres que els gue ens denaran les pro-
pietats de la igualtal:, Pero cada segment, 1llevat del "segment inicial",
tindrd, de més, altres postulats. Les condicions gue ens definiran, recur-

sivament, tots els seyments, seran els "principis" del formalisme. Demos-
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trarem, al mateix temps que la consisténcia, 1'important metateorema de
"minimalitzacid".

Disposarem dels enters no negatius per a comptar, indexar, o gqualsevol
altre iis constructin que ens convingui; i usarem les primeres lletres de
l'alfabet, en mindscules, com a signes auxiliars per a representar-los.Els
signes 1, 2, 3, ... no seran part del llenguatge del formalisme.

4.2.1. ils signes del llenguatge. 8én: 0, 8§, E, M, =, = (negacid), Vv

(disjunciél, els parentesis (i les seves variants), la coma, les “varia-
bles" i els "operadors"; i ara passem a dir guins sdn aquests {iltims sig-
nes, Podem usar com a variables els membres de gualsevol llistalinfinita de
signes; pero de fet no tindrem ocasid d'usar les variables d'altra manera
que representades per signes auxiliars. Per a cada enter positiu n hem de

tenir una llista infinita de signes, gque seran els operadors de grau n.

Convenim en ¢que S &s un operador de grau 1. Cap dels altres signes que en-
capgalen la llista de signes del llenguatge, ni cap variable, no san opera-
dors. Es convenient, pero no indispenssbie, gue tingusm + 1 - entre els
operadors de grau 2.

Usarem les filtimes lietres de l'alfebet, en minlscules, indexades o no,
com a signes auxiliars per a representizr variables. (aian en un mateix con-
text aparequin lletres diferents com a regresentants 3e variables, convin-
drem en que representen variables diferents. Usarem lzs lletres miniiscules
sobre-ratllades, indexad2s ¢ no, per a representar oparadors.

4.2.2, Els termes. Abans de definir-los diguem que les lletres minfiscu-
les subratllades, indexades ¢ no, representaran termes. Definim: 1) 0 é&s un
terme; 2) cada variable s un terme; 3) si f &s un operador de grau n, i si
b ""'En s0n termes gualssevol, aleshores les expressiohs f(gi,...hn],

"

) sbn ermes (si n és 1, s'entén que hem de

EX(b.,....b i ME(B, ...,
1:(__1 b i Mf(Ei b

pasar Ef 3 ME en lloc dels dos dltims termes antericrs): 4) les raons ante-

43



riors, reiterades, sOn totes les gue fan gque una expressid sigui un terme.
Segeons la definicid, les expressions
0, 5{0}, S(s(01}, s(s{s5{0}})}, ...
sén termes. Aquests termes s'anomenaran numerals.

4.2.3. Les fdrmules. Usarem els signes auxiliars A, By Cr -vny §1.

&I +
etc, per a representar formules. finim: 1) si b i E_sén termes, aleshores
b=c i +b=c sdn fdrmules, que anomenarem guasiatdmiques; i direm gue b=c &s
atdmica; 2) si ﬂl' EQ, ey én s6n £6rmules guasiatdmiques, l'expressid
ﬁa“ &2“ ...v_én s formula; 3) les anteriors sén totes les formules. Cal
dir que no distingim entre alv Y én 1A ,N...¥ gn, , 5i (1',...n'} &s
una permutacid de {1,...n}).

Usarem el signe auxiliar s entre dues expressions per a indicar que una
d'elles representa l'altra, ¢ gue les dues representen la mateixa. I usarem,
per a indicar el contrari, #.

4.2.4. Substitucions. Diem gue 21""'En sén els arguments del terme
E(El,...,gn) (21 &s el primer argument, 22 el segon, ete). També diem que
Ei""’gn sbn els argumentg de Ea(Ei""'En) i Mé(gi....,gn) {en aquest cas
a €s operador de grau n+l}, Definim ara els proarguments d'un terme: 1} si
a és un terme, a &s Eroarmeht de a; 2) si b és argument d'un proargument
de a, aleshores b &s proargument de a; 3) les raons anteriors sén les Gni-
ques que fan que una part 4'un terme sigui proargument del terme. Cada pro-
argument d'un terme &s descrit per alguna expressid de la mena "el terme
mateix", "el tercer argument”, "el segon argument del primer argument”, ete.
Direm que un cert proargument de g_és una Ereséncia de ben a sii només si
agquest proarqument &s b. Usarem 1l'expressis auxiliar

bl
per representar el terme gue resulta de substituir per d totes les presen-

cies de ¢ en b. I usarem EI(EJQJ de la manera analoga, si A &s una fdrmula.
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aixl, per exemple, si f rezresenta un operadeor de grau 2 tindrem
LEtEec,0),EECE (0,001 =uE 01} | (E€0,0),0) = E(0,EE(0))=nE(0)
També us:rem, si no hi 1a confusid, a {x.,b.} i Al(x,,b,) per a repre-
—: i = 17—
sentar, respectivament,
alee ey fix b
aloe e e b

: £ . g £ .
Nota: Es clar que f‘El' _n) no &s un proargument de Ef{El' 'En)

Més encara: si Ef(El'“"En) &5 un terme, E{El,...,y_n) no ho €sg,i viceversa.
Direm que un terme &s constant si en 2ll no hi ha cap preséncia de cap

variable. Direm que una f&rmula &s constant si sdn constants tots els ter-

mes que apareixen en ella.

4.2.5. Les regles ¢d’inferencia. En relaci@ a un segment, el signe F an-

teposat a una formula indicara que aguesta formula €s un teorema {del seg-
ment) . Algunes formules seran teoremes perque postularem gue ho siguin;
aguests seran els {teoremes} postulats. Altres férmules seran teoremes mer-—
cés a les rogles d'inferéreia. Agquestes sbn, en cada segment:

R.I.1. Per gualssevol termes constants b i ¢,

R.I.2. Per guaisevol formula A i gualssevol termes constants b i ¢, si
tA aleshores Avb=c i ¥ Av¥-b=c.
R.I.3. Reprrocament, s5i F év_b_=g i ¥+ AV -b=c, aleshores FA.

4.2.6. Els postulats inicials, Es donen com esqguemes © families de pos-

tulats. S4n tres:
E.P.I.1l. Per cada numeral b, tb=b
E.P.I.2. Per cada dos numerals, b i ¢, gue no siquin el mateix, F ab=c.
E.P.I.3. Per qualssevol termes constants b, ¢, d, £. 4", si & s'cbté de
d per substitucid d'una presencia de b per ¢, aleshores

b abme v admf vA'=E

45



Per exemple, si £ és (representa) un operador de grau 2,
b ~0=£(0,0) ¥ 1E(£(0,0) ,EE (0} )=ME (0) v £ (F(0,0} ,EE(£(0,0)))=ME(0)

4.2.7. Els segments. Usarem els signes !_2, 5, %, t_I, ... POr a representar
segnents. Abans de definir-los hem de dir, com a primera aproximacid, que
un segment €s un sistema formal que t& el llenguatge i les regles 4‘infe-
réncia que hem donat, i que té, com a postulats, els postulats inicials i
alguns altres. Escriurem U b A per indicar que la formula A és un teorema
del segment U. Donats un segment U i un texrme b, direm que b &s un U-nombre,
i escriurem EéNa s 5i sabem com trobar un enter positiu r, i r numerals,
El""‘E-r' per als guals poguem demostrar gue

Uk l_}‘:_:_:_l\t RAY E:gr

Direm que un terme _f_ és una G—funcié de les variables x_,.. .,xn, i escriu-

1

rem ;ENa(xl, . ..,xn}, si per cada col leccid de numerals &

—l""'gn e5 coh-

leix gque fl X, ,d, - e N=(x_,...,x ) s W= ,sin és =z .

P que f¥{ 1.._1) @NU Admetem gu U( 1 . n) &s N5 ,si s zero
5i g és un numeral i =2 ds un terme qualsevol, l'expressid auxiliar

b .

s—{c} representa un terme, d'acord amb les convencicons seguents:

5° (0)

% )=c , (@=stcy , 550y s(s(e)) , ete

Donat qualsevol segment U direm que un operador F és nou per Usiforo
apareix en cap postulat ge U que no sigui un cas de E.P.I.3.

Definim ara els segments, d'acord ambk els principis seguents:

PR.1. El sistema formal gue té€ el llenguatge i les regles d'inferdncia

gue hem descrit i gue té com a iinics postulats els postulats inicials és un

segment, el segment inicial.

PR.2. Si: 1) U és un segment i n un enter no negatiu;2) _I_G.NG(xl,...,xn)
i ieﬂafxl,...,xn,y,z); 3} f 35 un operador de graw n+l, noit per ﬁ; ales~
hores també &s un segment el sistema formal gue s'obtd d'afegir a U els
esguemnes del postulats seguents, per gualssevol numerals _t_)_l, . .,l_)n,g_,g:

(M) $azfee b )=avE® ,....b ,0=a
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an  kaslxpojyefeEe, b eh=av i

1re-eoB Sle))=d

(T, * = f(gl,...,ign,o)=0 v ME(b,....D )=0
(IIL)* % f(gl..-..gn,0>=0v f(gl,...,lgn,s(mho V...V f{gl,...,pn,g)=o
¥V Elby .k S(C) =0 ¥ ME(D,, ..., b )=S(c)
ey Pl =0 ¥ Ef 'EEEY =
{(IV) b = f(l_':l. ,lgn e)=0 Ef(l_)l b_n) s{o)
vy v z?(gl,...,z_an}m v EE(b ....,b )=5(0)
(VI) # = mE{b ,....b)=c ¥V £(b.,...,b ,c)=0
=1 - - =1 i i
si{c) = =
{VIi} F S5 = (d)=ME{b,,...,B } ¥ = f{b ,...,b ,c)=0
=1 n -1 =
PR.3. S8i: 1} es satisfan les condicicns 1}, 2} i 3} de PR.2 i v 3s el
segment gue s'obté dtafegir a U els esquemes de postulats {I)-{VII}; 2) E-l'
L r :---:k: Py 5 ‘- i T H .
t_lp 51 LN g_l g_n son U-funcions de 2z, ,zq 3} podem demostrar

per qualssevol numerals 91' e ,gq,_c_, que

VAo bz, v s sk e, a0
-1 = if=i “p i’
v -lf{g_l‘{zi,gi);--ug_n\(zi,gi)._ho:

aleshores també €s un segment el sistema formal gue s'obté d'afegir a V

1'esquema seguent de postulats, per gualssevol numerals d [s)

l,...,’q,_l,...,gn:

(VIID) ¥ = (hy=k 2 i(e,,8) VN - “_’;Ep’hziréi)
= P .3, 1= £ sa b )=5{0
V-:g_l(zi.éi)gi\\‘ V—xgn(zigl}gnv "lEf(-l?'l _n) 5{0)
{en aquest principi s'admet el cas p=0}
PR.4. Res no &s un segment si no &s per les raons anteriors.

4.2.8. Nota sobre la 18gica del formalisme. Hauriem pogut definir la

part ldgica del formalisme d'una manera aparentment diferent, gue hauria
estat la seguent: havriem admés, com a signes ldgics, ademés de la negacid
tla disjuncid, la conjuncid i la implicacid, i hauriem dit, en definir les
formules: 1} si b i ¢ sbn termes, b=c &s fdrmula; 2) si A i B son formules,
=AY, {(AYv(B), (A)3(B) i {A}#{B) sbn formules. Fet aixd, hauriem dit, com
regles &'inferencia, gue totes les formules tautoldgiques son teoremes i

que, sibF{A) i v{a)B), aleshores k(B). Aguesta ldgica, que &s el cilecul
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proposiciinal, no és esrencialment dif:rent de la gue usem.

4.2.9. Observacions. El metateorema g_e_l_minimalitzzacié. Una wvegada postu-

late (1) L {II) &'acord amb PR.2, en el nou segment ' resulta que
E(xl,...,xn,y)EN‘?(xl....,xn.y) i es té, per gualsse ol numerals Eji =X
VF Ey... b 0)eriix b))
Ve E(El,....gn,S{g))=§_l(xi,Qi)‘(y,g}\(z,f(gl....,pﬂ,g))

Aixo mostra gue PR.2 ens permet d'introduir noves funcions segors l'es-
cquema de recursid primitiva (R'.2 de la introduccid}.

Suposem ara gue btenim g_ENG(xl,...,xm} . Prenem, &1 PR.2Z, n=m-1, yzxm,
rsg (xm,O), gfg_‘(xm,s(xm)), escoliim tn operador f n>u per U i postulem
{I)-({VII}. BEn el nou segment V tindrem, per gualsseval numerals Ei'

Vb E..- b

Y=g (x b)) b lx .0

1 a1 Zme1

b E® L ..ob ste eg g b fe e 0 e ste )

<1

i aixo no €s altra cosa gue
vV E{lz}‘,.. .,pm)=g_ !{xi,Ei) , per qﬁalssevol numerals E:.

Aixo mostra gue podem canviar la notacid de g mitjangant la intyoduccid
de E(xl, ‘e .,xn) , en notacid funcional.

Si Eenatyl,...,yn} i "’c-jeﬂﬁlxl""'xm}' per j=i,...,n, es facil veure
que h\(yi.ki)é NG(Ry s ee %)

Bs clar gque péNl—j(xl, ...,xn) per' cada numeral b, cada segment ] i caga
n. També &s clar gue xje Na{xl,...,xn), si 14j¢n, i que S(x}ENa{x), per
cada segment .

Observem també que els esquemes (I)-(VIII) tendeixen a donar a
EE(xl,...,xn) i Mf(xl,...,xn) els significats de les funcions EE(xl,...,xn)

i EM(XI’ . ...xn) de la introduccid. En el mateix sentit tenim la segient

afirmacii} important:

Metatrorema de miniralitzacid. Si enim U k EE (El P ,ijn)=S {0}, alesho—

ras ME(EL, .- .,l_)n) GNG.
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Corol-lari. Si O+ Ef (_19_1. vas ,l_)n) =5(0} per cada n-ada de numerals 111, ceer
}gn, aleshores Mf (xl. - .,xn] € Ng (xl, . .,xn) .

La demostracid d'aquest metateorema no &s senzilla, i es fara més enda-
vant, junt amb la demostracid de la consistencia.

(Polser convé remarcar que el metateorema no afirma que, donada qualse-

vol f(xl, .. .,xn) & NI—J{x

150t .,xn) i qualssevol numerals Ei' es puguih trobar

numerals CyreeeiC, PO als qguals la formula ﬁEE(Q_l,...,EIn)=S{0)
v E(B .. b by Voov E(by L ..u b ) sigui un teorema).

les observacions anteriors i una lectura atenta dels esguemes (I)-(VIII)
ens mostren que el formalisme ens permet d'introduir gualsevol funcid de la
classe R' com a U-fuuncib, per algun segment U. Una afirmacid que no &s ex-
plicita en els esguemes, pero que £s facil de demostrar, &s la sequent: per

gqualssevol numerals _13 renasb

1 b si Mf(-}?—-l"" )GNE , aleshores

=,
Uy Fib

By By MEDy iR )10

Un altre resultat {itil és el sequent:

Metateorema d'induccid. Per qualsevol formula A i gqualsevel segment G,
si UF & (xi,gi) per qualssevol numerals b, . aleshores Uv gl(xi,gi) sempre
que Eie Nﬁ per cada i.

La demostracid d'agquest teorema és ficil i no cal reproduir-la aqui.

4.2.10. Els morfismes. Abans de definir els morfismes donem alguns exem-—
ples d'obtencid de segments. B partir del segment inicial, gue denotarem I,
recordem gue xeNi(x) i que S{z)& N-I-(x,y,z). Si hem iﬁclﬁs el signe + entre
els operadors de grau 2, i si fem r=x i s=S(z}, podem postular, d'acord amb
PR, 2,

¥ =« b=d v +(b,0)=d
F 2 s(+(b,c)}=d ¥ +{b,s{c))=d
etc

per numerals b, c, d qualssevol. Llavors tenim un segment U en el que s'ha
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introduit la suma en notacid funcional. Segons les obsarvacions de 4.2.9,
+(x,y) € U(x,y} i t& la propietat
Ut +(b,0)=b
sempre gue b, ¢ E&N-
Uk +(g,s(g)=s(+(g,gn)] - v
Novament, com gque Oelﬁﬁx) i +(z,x)€_NU(x,y,z), si =« &g operador de
grau 2 podem postular
¥ 2 0=d v «(b,0)=0
F A +(s(b,c) ,b}=d ¥ «{b, Slc)l=4
etc
i aixi obtenim un segment V en el qual ja tenim la suma i el prodacte.
Podem anar engrandint aquest segmznt. Si 5 representa un operador de
grau 1 diferent de S &s facil wveure gue PR.2 ens permet d'afegir els postu-
lats
b —0=a v p(0)=d
F - b=d v p(sSib))=a
etc
i obtenir un segment il en el gual tindrem també la funcid predecessor p,

que satisfa

+ pl0)=0

=1

sempre que bé Nﬁ

=1

F p{s(b)i=b

(També tenim, &s clar, que els teoremes de U sBn teoremes de V, i que
aquests ho sdn de W).

Pero en lloc de fer aquesta (ltima postulacid hauriem pogut postular,
per exemple, si h &s un operador de grau 1 difer;znt de 5,
+ ~0=d v h(0)=d
F -1 8(0)=4 v hib)=d

atc

i hauriem obtingut, en lloc 'de ﬁ, un segment we.
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També, al comengar a partir de E, hauriem pogut esceollir « en lloc de +
i postular
¥ ~b=d v -{b,0)=4
F = 5(-(b,c))=d v «(b,5{c))=d
etc
i bauriem obtingut un segment V' en el qual la funcid suma es denotaria
per + .
Aquests exemples senzills ja suggereixen prou bé una definicid de "mor-
fisme". Considerem un segment U que hagi estat cbtingut mitjangant un se-

guit de postulacions

U U u 0 v 0
Pl'QILP.?'QQ"”'Pt'Qt
Supocsem que cada postulacid PE s'ha fet d'acord amb PR.2, i gque la corres-

ponent Q? ha estat feta d'acord amb PR.2; perd admetem la possibilitat que

N . . u L4 B
aguesta Qg sigul inexistent. En cada parella de postulacions Pi . Qi hi in-

tervenen l'enter n, 1l'operador E, els termes r 1 s, els enters p i q i els

) . ) G -0 3]
t?rmes_hj, %j i %ﬁ de P?.Z i P§.3, gue aqui representarem per ni . fi_' Ei'
8] u u u &) u s . u
) . h . .. 1go oL o aquests Ultims, a partir de p,
il'Pj_'ql'—j_,J'El,le‘l;j (per=q_ ; ap P,

s UL .
poden ne estar definits, si la postulacid Qi és inexistent}.

Considerem un altre sagment G, donat per les postulacicons
v v v v
Pl ¥ Ql Foves oy Pu r QU r

i usem la notacid analoga.

- , - .- .
Consideram una aplicacid mo de la unic de la col leccic de terme:s i la

de formules, gque apliqui termes en termes i formules en formules. Direm gque

Vo = oo . i :
M €s un norfisme de U en V si es satisfan les condicions seguents:
M.l. Per qualssevol termes b i ¢,

ng(b=c) = my (b)=ms (c)
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M.2. Per gualssevol fdrmules quasiatdmiques LIVRRERS. 3

v v v
mﬁ(ﬂl\f - ﬂn) .—.rnI—J(ﬁl}\l...\f ma(&n)
M.3., Hi ha una aplicacid injectiva m del conjunt d'operadors en ell ma-

teix, que deixa fix S i aplica operadors de grau n en operadors de grau n,

i tal que, per cada terme b, mg(gg és el resultat de substituir cada opera-

dor que apareix a b per l'operador que aguesta aplicacid 1li associa.

M.4. Existeizen j{ll¢ j(2) <...<j{t)€u tals gue Qg(i} &s existent sem-

U P . . .
pre que Qi ho &s i que, excepte per un possible canvi de variables, es sa-

tisfan les condicions

i@ & o TN § 6 @
By BBy o MED B EGy omglEy) B E mss) = gy
g_ v v_ v v.0 ¥

By S Py 0 % 290 " 20,5,

3.5 7 i G . ©

%57 2 5., W%, TSy

Referint-nos als exemples anteriors, tindrem un morfisme de VY en V si
prenem com aplicacid m de M.3Ila que porta - en +, + en » i deixa tots els
altres operadors fixos.

Direm gue un segment X s posterior a ¥ si 1'aplicacid iddntica del con-
junt de termes i formules en ell mateix &s un morfisme de ¥ en X. En aquest
cas posarem ¥<X.

Obsérvacions. Es comproven facilment les seglients :

Donats U i V, es pot comprovar en un nombre finit de passos si hi ha, o
ng, un morfisme de Uen V.

. ¥ o . - - v
Si my €s un morfisme i Ut A, aleshores VF ma(ﬁ).

SLE - N . W. W
Denats U i V podem construir W per al qual hi hagi morfismes ma i mg. De

fet, podem construir W posterior a U.

4.3. El punt feble del formalisme. Pensem en un formalisme, que anomena-

rem formalisme-*, en el que, a més dels principis PR.1,2 i 3 anteriors,

tinguéssim el principi
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PR*. 3i U &s un segment, i si f i g s8n operadors de grau n+l tals que

per cada col’leccid de numerals 91""'9n'53 es compleix
U f(gl,...,_bn,g)=g(lgl..--,2n.g);

aleshores també &s un segment el sistema formal que s'obté d'afegir a U
1l'esquema szejilent de postulats, per qualssevol numerals 21,...,2n:
+ Ef(gl,...,gnj=1-:§(gl....,9n)

Es clar que aguest formalisme-* seria més satisfactori, si no fos perque
no hem estat capagos de demeostrar constructivament la seva consisténcia.
Potser aquest fracas no &s atribuible exclussivament a manca d'habilitat.
Aquesta possibilitat es suggereix en observar gue el formalisme-* funciona,
per aixi dir-ho, massa b&, en el sentit gque ddna la impressid de permetxe
construir un model de l'aritmetica classica {segons [1], per exemple); i si
aquesta impressid fos justificada i es pogués demostrar constructivament la
consist@ncia del formalisme-* es tindria, de rctop, una demostracid cons-
truggi&a ggnfiggf{ﬁggﬁca classica. Ho intentarem ara d'aprofondir en agques-
ta questid. NHomés n'hem paralat per explicar la renilncia a 1l'intent d'in-
cloure PR* en el formalisme. El no disposar de PR* en el formalisme impli-
ca clarament una debilitat del mateix gue, segons veurem a continuacid,ens
cbliga a trencar un costum arrelat perc gue potser no ha d'impedir un bon

desenveolupament de 1'analisi.

4.4, Sobre el desenvolupament de l'analisi mitjangant €l formalisme. No-

més tractarem d'algun punt delicat, per a il-lustrarles dificultats que es
troben. El gue hem de fer @5 utilitzar el formalisme de manera constructi-
va. Aixc és el que es fa guan es vol desenvolupar una teoria matematica en
base a un sistema formal. En el nostre cas tenim, ep lloc¢ d'un sistema for-
mal, una categoria de sistemes formals. Mo hem trobat una manera de trac-
tar amb diferents segﬁents simultiniament. 5i ens interessen els segments

U i ¥, no tenim altra manera de tractar-los alhora gue mitjangant morfis-
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mes mg i mg gque ens els englebin en un altre segment W. Ja hem observat
que podem considerar W posterior a Uca V. No cal dir gue aquest procedi-
ment és molt comil en matemdtiques; s el que es segueix quan es fan canvis
de context o de notacid. Aixi, doncs, treballarem sempre en un segment gue
podem anax engrandint 4'acord amb PR.2Z i PR.3. Ens convindra, pero, gue
qualsevol segment en el que treballem sigui posterior a un cert segment,
que Anomenarem "basic", ilque ara ‘definirem. A partir del segment inicial
I introduim, successiwvament, tal com ho hem fet a 4.2.10, els postulats in-
dispensables per a introduir les funcions +{x,y}, ={(x,v¥) i p{x), aguesta
filtima, recordem-ho, amb la propietat
+ plo)=0
F 5(5(2))=E'per cada numeral b
Prenem ara, en PR.2, rax, E;E{z}, f=* i afegim al segment els postulats
(I})-(VII}, que fan que
F 2(a,0)=a 3y
_ ‘Iper numerals a, b
F 2(a,S{b))=p(=(a,b))
De manera semblant afeqgim encara els postulats que introdueixen alx) i
E{x) amb les propietats
r a(0}=0
_ .% per qualsevol numeral b
¥ (3(s(b))=5(0)
+ b(0)=5(0)
_ } per gqualsevel numeral b
"+ bis(b)})=0
El segment que tenim ara &s el segment bisic. Qualsevol segment gue con-
sidexem sera posterior a ell.

Usarem les expressions auxiliars b+g, b-c, etc per a representar termes

o formules segons les convencions seguents:
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bcl = (B*e)+(cb)
bfc = b*c=0
bee = siblac

Suprimirem paréntesis de la manera habitual,

Aquest segment bisic contd una petita part de l'aritmdtica recursiva. A
[3] o) {4} es poden tropar les demostracions de les propietats de les fun-
cions i relacions anteriors, gue sfn facilment adaptables al formalisme.

Fem una convencid sobre la notacid. Suposem que estem considerant un
segment U. Com que nom&s hem de considerar seqments u* ,ﬁ“, ... tals gue

UL LU L L.,

i com que, en aguest cas,

U A implica g+ A, TS A implica TLIE S A, etc

QGNG implica BE Na‘ + b& Na' implica _};_GNE" , etc

geﬂaixl, v ,xn} implica b€ ¥, (xl, - ,xn) . etc
podem suprimir la notacid del segment davant del signe + , i tambd com a
index, i escriure simplement

A, DEN , E&N(xl,...,xn}

per a indicar que, per el segment V que estiguem considerant en un moment
donat es compleix ¥ F A, EGN\} o _b_&N‘-f{xl,...,xn).

Direm gue una terna de termes, denotada b-¢/4, &s un racional si b&N,
cEN, d€N i | ~4=0. En aquest cas ;escriu:em b-c/dE€Q.

L¥ o si

Direm gue una terna b-c/d és una funcié fraccioparia de Xyreor X,

bEN{X, ..., x ), cE¥(x ,...,%x ) i deni{x,,...,x ). En aquest cas escriurem
- 1 n ' - 1 n - 1 n
b-¢/d €9Q° (xl,...,xn). Admetem el cas n=0; de manera gue b-¢/d€ Q' vol dir
gque bEN, cEN i dEN.

A continwacid introduirem certes expressions auxiliars per a representar

termes i f£ormules.
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S5 b-g/AEQ X - u k) 4 Erg/hEQ by oux )
(b-c/d)=(f-g/h} = (Dh+£d}-{ch+gd)/{dh)
(b-c/d) (£-g/h) = {p-c/d) (£-g/h) = (bftge) - (bg+af}/{dh)

- (b-c/d) = c-b/d

(b-c/a) "

n

(d(3(b>c)) - {a(Fle=b)) )/l be)
(b-c/d}- (£-g/h} = (b-g/d)+(-(f-g/h))
Si b-c/360 i f-q/h€Q:

{brg/dy=tf-g/h)

Dhvted=chiat

(bre/D¢(f-g/h) = (Bhrgd)g(ch+Ed)

Il

{b-c/dy<lf-g/n) = {bh+gd)(ch+fd}
Donem par demostrades les propietats de les operacions i relacions ante-
ricrs, 1 la de 1l'invers multiplicatiu 4'un racional no nul.
Considerem ara una terna de funcions de x, b, ¢ 1 g. Iintroduim 1’expres-
sid auxiliar F{x) i convenim, per cada terme %, en que
FlE) = (o]6n8))- (el ix,5) /1 ](x,8)

Suposem ara que F és una successid de racicnals, és a dir que

¥ —‘g‘(x,gho, per cada numeral a

Admetem la segitent definicid:

Definicid. Si F{x} &s una successid de racionals i tenim un terme
me N(x) tal gue
{1} - lF(g\_I(x,g))-E'{(g\{x.g)Hg)‘ £ {5{(0)-0/8(n)})
per cada numeral n i cada numeral r, aleshores direm gue F{x) &s un succes-
sié de Cauchy.

Suposem que F(x) &s de Cauchy. D'acord amb les delinicions obtindrem un
terme f, funcid de x, y, z, tal qgue la formula {1) as
(2} + £|{x,g_}{(y,g[(x,p_)) I(Z:}’):G- per qualssevol numerals n, r.

Considerem la funcid 5{0)*f. Introduim postulats acus que facin, per un

cert operador gi qualssevel numerals ‘51, 52, 53, que
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(3) F 30k, kg r=sior2g e b Lz )
Aleshores {1) sera equivalent a
{4) S ‘E(Erﬂ[(x'ﬂ) ,r}=0, per gualssevol numerals n, r.
Postulem, d'acord amb PR.3,
(5} - ‘1-11_=Ql ¥ ﬂg‘(x,ﬂ)=22 v E&(El.lgzho, per qualssevol numerals b,
22 i n. =
Com gque per cada n podem trobar numerals Ej tals gque
(5") tomlooni=c, v...v omfix,ny=c,,
podem deduir, per cada numeral n,
(6) + Eg(n,m[{x,n)}=0
Introduint pestulats nous d'acord amb PR.2 tindrem, per un cert opera-

dor h,
(7 t+ ﬂ“ilr]iz)zE‘; (1(_1,52), per qualssevel numerals }il' _}32.
Per tant, usant {6), podem inferir
(8) v hin,m|{x,n))=0 per cada numeral n
Utilitzant (5') i el postulat (IV) (per h) tindrem
(9} F Eﬂ(gl =5(0} per cada numeral n
Finalment, si, per noves postulacions, tenim
{10} F ﬁ(ﬁ) =Eh (k) per cada numeral k
també tindrem
(11} b = E(ﬂ) =0 per cada numeral n,
i pedem aleshores, segons PR.2, introduir pestulats que facin gue
(12) F Ek=0
Aixl, donecs, si F(x) 8s de Cauchy es satisfi (12).
Procedim ara a la inversa, Suposem donada una successid de racicnals
F(x} i anem introduint, successivament, postulats que facin que es complei-
®in (3}, (7} 1 (10}, per certs operadors t}, h, k. Suposem que aleshores po-

dem demostrar {12). Per 1'esquema (IV) (per k} es satisfa llavors (11); i,
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segons {10), es satisfa (9}. Pero aleshores tindrem

(8"} = E{B.MEIQ))=O, per cada numeral n,

i aixo vol &ir, per (7}, que

(6') [ Eé(E,ME(E))=O per cada numeral n,

que significa, per {IV), gue

(a') v S g(n,Mi(n),r}=0 per qualssevol numerals nir.

Finalment, segons (3},

2" k- g](x,g)[(y,bﬁ(g))!(z,£)=0 per qualssevol numerals n i r, de ma-
nera que F(x) &s de Cauchy.

Aixi, doncs, en resum: si, a partir d'una successid ae racicnals Fi{x),
intreduim funcions a(x,y,z), ﬁ(x,y) ik gue satisfan (3}, (7) i (10),
aleshores Fix} &s de Cauchy si i nom3s si b Ek=0.

Ara b€, les introduccions d'aquestes funcions es poden fer de moltes ma-
neres. 531 en lloc dtelles introduim 5'(x,y,z), ﬁ'(x,y) i k'{x) no podem
afirmar (perque no dirposem de PR*) jque les fdrmules ~Ek=0 ¥ Ek'=0 i
- EK'=0 ¥ Ek=0 siguin £eoremes. Bixo €s, les formul.es Ek=0 i Ek'=0 no sdn
aquivalonts, malgrat ol fet gue + Ek=0 si i nomds ui - Ek'=0.

Dit 4'vna altra manera, si pensem en la frase "¥(x) &s de Cauchy" com a
afirmacid susceptible de ser verdadera o falsa, aquesta frase no t& una
traduccid candnica en una f£3rmulz {c en una classe d'eguivalencia de farmu-
les)del llenguatge. Una situacid semblant es presenta guan s'ha e parlar
de successions de Cauchy que tendeixen a zero, de la nocid d'ordre entre

successions de Cauchy, etc.

4.5. Demostracid constructiva de la consistencia i del metateorema de
minimalitzacid.
4.5.1. Preliminars. Suposem gue % &8s una col:leccid de formules cons-

tants. Direm gue una llista finita de formules,

BBy wens By
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és una deduccid a partir de A si cada membre éi de la llista satisfd una de

les condicions seguents:

A-Ded.l. A és un element de a.

A-Ded.2. A, €s de la forma —b=c v £=b, on b i ¢ s6n termes constants.

A-Ded.3. Hi ha algun membre Ej de la llista, anterior a Ei' i alguna
formula quasiatomica ceonstant B, tals que gisgj v B,

i alguna

A-Ded.4. HL ha membres &, 1 ék de la 1lista, anteriors a &,
-3 =

formula atomica constant b=c, tals que éj AV b=c i A = A v absc.

Altrament dit, una tal llista &s una deduccid a partir de A si cada menm-
bre de la llista pertany a A o es pot deduir de membres anteriors de la
llista segons les regles R.I.1, 2 i 3'(en el cas de R.I.3, E& s'infereix de
dos membres anteriors; en el cas de R.I.2 s'infereix d'un membre anterior;
en el cas de R.I.1 podriem dir que ﬂi s'infereix de zero membres anteriocrs).

Si una formula C &8s membre d'alguna deduccid a partir de A direm gue C
es dedueix de A, 1 escriurem

AR C

Si A consta de tots els postulats d'un segment U l7afirmacid anterior
coincideix amb 1'afirmacid “E_és un teorema de ﬁ", que, com ja s'ha dit,
també s'escriu U ¥ C.

Per qualsevol funcid F del conjunt de formules constants en el conjunt
iijil escriurem F(&)=i o F(ﬂ)zi per indicar, respectivament, que &l valor
de F en la formula A &s i_o E} Una tal fdncid® F &s una valoracid si satisfa
les condicions seglents:

V.1l. F{b=c) = F{c=b), per qualssevol termes constants b i ¢.

V.2.

[
[Fat

si Pl=b=c) =
Fib=c) =4 _ _ per gualssevol b i ¢ constants
F, si F{— }3=g]

V.3, Per gqualssevol ﬁl""'én quasiatdmiques,
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l-f_, si F(ai) = f_per algun 1
FlA, v ..V A )= .
¥, en cas contrari

Direm que una valoracid F &s compatible amb una férmela constant A si
F({a) = i. Direm que F Es compatible amb una col-leccid de formules cons-
tants si €s compatible amb cada membre de la col-leccid.

4.5.1.1. Lema. 3i A &s un conjunt finit de fdrmules constants i C és una
formula constant, aleshores A Csili només si totes les waloracions com-
patibles amb A sdn compatibles amb C.

Es fdcil veure que cada membre de cada deduccid a partir de A és compa-
tible amb totes les valoracions compatibles amb A. Reproduirem la demostra-
cid @e la reciproca, per autosuficiéncia i per que es vegi el seu caracter
constructiu. éuposarem, doncs, gque cada valoracid compatiblae amb A &s com-
patible amb C, i donarem la manera de construir una deduccid de C a partir
de A. $i la colrleccid A &s buida vol dir que totes les valoracions sdn
compatibles amb C, i aix® implica gue hi ha alguna fdérmula constant b=c tal

Csb=c Vab=ecV..., 0 B8 C=bet Vvaec=b y...
Pero aleshores &s ficil construir una deduccid de C a partir de A, que co-
menga amb la formula
Be v esb
en el segon cas, ¢ amb les formules
¢ ¥ —c=b, c=b ¥ ab=c , b=c ¥ ~g=b ¥ =b=c ,
©=b ¥ —bsc V b=¢ , b=cV —b=¢
en el primer cas, i tots els altres membres de la gual es wan obtenint d'a-
cord amp R.I.2.
Suposem doncs que A ne &s buida.
Fem una altra simplificacid. Observaem gue cada una de les fdrmules

XV b=¢c i Xy e=b &s deduible de l'altra i que cada valoracid té el ma-

teix valor en elles; i observem que la situacid aniloga es presenta si b=c
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i b estan precedides de — . De manera gue, sense perdre generalitat, sem-

pre gue b=¢c o c=b aparegui en una formula de A podem escollir una d'agues-
tes dues formules i substituir cada aparicid de l'altra per la gue hem es-
collit. Aixi, doncs, suposem també gue sompre gue b=c aparegui en un ele-
ment de A, sleshores ¢=b no apareix enr cap element de A, a menys que bsc.
I també, per les mateixes vaons anteriors, podem suposar que, en aguest
cas, c=b no apareix tampoc a C, amb la mateixa excepcid trivial.

Escrivim ara la llista, sense repeticicons, de totes les formules atdmi-—

ques gue apareizen en membres de A, precedides o no de —

1 B7E, -

b= e

b =g
1 - -n

Fem ara
€=¢,v 5,
de manera gue a Ei no hi apareix cap fdrmula atdmica que no estigui en la

lligta anteyior, i gue & C, no hi apareix cap que hi estigui. Donada gual-

2
sevel F compatible amb A podem construir aleshores una valoracid F' tal gue

} =z Fib.=c¢ . ) per isl,...,n
-2 =

Aguesta F' també sera compatible amb A i, pger tant, amb C; perc com que
F'(EQ)EE, necessariament F'(gi)EEJ cosa que vol dir que F(Qi}sﬁ, Aixi que
cada valoracid compatible amb A &= compatible amb Ei' Demostrarem que podem
deduir El a partir de A i aleshores, mitjangant R.I.2, ja tindrem una de-
duccid de € a partir de A.

Si El 8s, per algqun i, de ia forma Ei:Si v _1Ei=9i.v"' ja hem vist que
& £s deduible de qualsevcl col:leccid d= fdrmules. Suposarem també que
aguest cas no es ddna.

Farem encara una altra reduccid. Si Pi=Ei no apareix a 91, precedida o

no de —, considerem les formules

C'=C v b=¢c ,C"z=C N =-b. =
- =1 =1 =1 - -1
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5 clar que cada valoracid compatible amb A &s tamb@ compatible amb C' i
Cc* {pergue ho &s amb Q_l}; i &s clar que si tenim deduccions de C' i C" a

partir de A també tindrem una deduccid de El a partir de A, per R.I.3.

Aixi, doncs, per repeticid de l'argument anterior, podem suposar gue a

E‘L hi apareixen totes le Ei=gi, precedides de - per alguns i, i no precedi-

des de mper els altres. Si usem la notacid

ni{p=¢} = b=¢ V...v b=c (n vegades),

n{~b=c} & mb=c ¥...¥N =-b=c (n vegades},
tindrem doncs, per certs antars positius m . i mitjancant, _potser, un can-
vi d'indexs:

b

€ = mylbi=ey) Veoowmdb =c ) v my (b 170,

3 = ) v...\\‘mn(—‘gn=gn)
Considerem la valoracid & determinada per

Gib.=c,) = F, si 1gist
Gib,=c.} = V, si t«<ign

G(b=c) = F, sempre que b=c £ b =c, i b=c Z g,=b, per l&ien

Com que cada F compatible amb A &s compatible amb 5_:_1, i G no ho s, pe-
dem trobar algun element B de A tal que G{B} =§. Pero aixd implica gue per
certs enters no negatius m;_ es té

= i = 1 = 1
B=mib=c) v...vmb=c)V m L0k

i’ Brey™Seap) VooV Rk =)

Bs possible que m'»m, per alguns i, pero aixo no &s obstacle per cons-
17N

treir una deduccid de El a partir de B. Per fer aquest procés hem d'obser-

var gue, en general, si A "“'&r son formules guasiatomiques constants i

1

b=c és constant, aleshores la seguent 1lista Es una deduccid de

b=c ¥ AR\V...NA_ 3 partir de bscv¥ bscV A V...V A
—b=c ¥ ¢=b , mg=b v b=z, k¢ VbV B¢, mgeTh v bRe ¥ —B7e .
=b=c y b=c , =b=¢ vb=c ¥ A, , ..., *D=C V¥ DC VA V..-VE .

b=cy b=C VA V...V B, B=C V B V...V

Hem de fer també la observacid analoga per —b=C ¥ A \r...\;ﬁr, i amb
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aixo s‘acaba la demostracid del lema 4.5.1.1.

Direm que la valoracid G &s posterior a la F, i escriurem F4G, s5i

G(gl=§2) = V sempre que F(§1=§2} =¥

Anomenarem termes primitius els que s8n de les formes f(g ,...,gn),
Ea(gi,...,gn) i ﬂa(gi....,gn), on els Ei sén numerals,f &s operador de gréu
n, é operador de grau n+l i tant f com g sbén diferents de S.

Direm gue la valoracid F @s distingida si es satisfan les tres condi-
cions seguents;:

Vv.D.l. Plc=c)=V per tots els numerals ¢ d'una certa col-leccid IF finita.

Vv.D.2, Per certs termes primitius b. ,...,gr, diferents entre ells, i per

1

certs numerals Ei""'gr de IF' tenim que F(§i=gi)=v. Les formeles El=gi'

. 2r=gr seran anomenades les identitats bisigques de F. La col-leceid

d'identitats basigues de F pot ser buida.

Abans de donar la tercera condicid considerem qualsevol terme constant 4
i fem, reiteradament, mentre sigui possible, la operacid de substituir al-
guna presenciz d'algun Ei de la col-leccid de V.D.2 per el Si corresponent,
Quan ja no es pugui fer aquesta operacid haurem obtingut un terme df , que
no depén de l'ordre en gue s'hagin fet les operacions. Si Q’G_IF escriurem
QAGNF i #d=d'. La tercera condicid &s:

V.D.3. Per gualssevol termes constants 91 i QQ‘
Ve sid €N i#a=hd,

Fl{d.=d4.)
1l "2 = .
F, en cas contrari

Bs clar gue una valoracid distingida F queda determinada per I, 1 les
g . . \
ves identitats basigues.
4.5.1.2. lema. Cada valoracid distingida F &s compatible amb tots els
casos de E.P.X.2 1 E.P.I.3.

Per E.P.I.2 és obvi. Considerem qualsevol cas de E.P.I.3:
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on 91 s'obté de d en substituir una preséncia de b per c. Si F(Qfg)EE(Q?ET
si_vol dir gue #bslc i #dzH#f. Considerem la preséncia de b en & gue, en ser
substituida per ¢, ens ddna Qi. En aguesta preséncla de b fem substitucions
de preséncies de termes primitius Ei per els corresponents Ei' que faxran
gue aguesta presencia de b quedi substituida per #b. De la mateixa manera,
en la preséncia de < en g& gue substitueix a la preséncia de b en d que hem
considerat abans, fem substitucions de pres@ncies de Ei per Ei' que ens
portaran a gque aguesta preséncia de ¢ guedi substituida per fic. D'aguesta
manera, com gue #b=fc, haurem substituit la presencia de b en d i la pre-
sencia de ¢ en 91 per el mateix numeral, obtenint aixi, a partir de 4 i gl.
el mateix terme; i aixe implica gue ﬁg;#gi; i, com que H#adzlf, tindrem
#a =HE i F(d =)V

Si entenem que b i ¢ sdn els membres de b=c, direm que un terme d estd
present en una formula A si hi ha alguna preséncia d= d en un dels membres
dfalgina de les farmules atomigues gque apaieixen a E_(précedides o no del
signe =) . Direm que un terme estd present en una col-leccid de f3rmules si
estd present en alguna de les fo6rmules de la col- leccid.

Considerem una col-leccid finita A de fdrmulies constants. Direm gue A é&s
closa si es satisfan les condicions segﬁen£s:

CL.l. Si 4, £ i b 8n termes presents en A, dels qﬁals b & primitiu, si
€ és un numeral tal gue la formula ¢=c pertany a &, i si Qa s'obté de d en

substituir alguna preseéncia de b per ¢, aleshores les formules

tambd pertanyen a A.

CL.2. $i ¢, i ¢ sdn numerals difexents i tals que les fdrmules ¢ =

c. 1
= =2 1 -1

1

§Q=EQ pertanyen & A, aleshores la formula —191=£Q també pertany a A.

CL.3, les formules 0=0 i S§{0}=5(0} pertanyen a A,
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Observacid. 5i A €s una col-leccid finita de firmules constants podem
construir vna col-leccid finita B que &s la unid de A amb una col-leccid de
casos de E.P.I.2 i E.P.I.3, i que &8s closa.

Suposem que A &s finita closa. Direm gque una valoragié G &s a-distingida
si hi ha alguna valoracid distingida F amb les propietats seglients :

V.A-D.1. IF €s el conjunt de numerals ¢ tals que g=c pertany a A.

V.A-D.2. Per cada identitat basica b=c de F, el terme primitiu b esta
present en A.

V.A-D.3. Per gualssevol termes constants 4 i £,

F{(d=f}, si d 1 f estan presents en A

i

Gla=f) &3 _
F, en cas contrari

Si F &s una valoracid distingida gque tEé les propietats V.A-D.1 i
V.A-D.2, la valoracid G determinada per V.A-D.3 &s distingida. Les identi-
tats bisiques de G sbn, per definicid, les de F.

Si A &s una col-leccid finita closa de formules constants, cada valora-
cid A-distingida queda perfectament determinada per les seves identitats
basiques.

Cada valoracid A-distingida és compatible amb totes les seves identitats
bdsiques i amb tots elslcasos de E.P.I.1, 2 i 3 gue pertanyen a A.

Si F 1 G sbn A-distingides, aleshores F«£G si i només si totes les iden-
titats bdsiques de F ho son de G.

4.5.1.3. lema. Suposem que A 8s finita i ¢losa i que G &s A-distingida.
pualsevol valoracidé H compatible amb totes les identitats bisigues de G i
amb tots els casps de ELP.IL1,2 i 3 gue pertanyen a B €s posterior a G.

Suposem que F és la valoracid distingida que determina G, amb identitats

Sai - - -5)s0 i £ es-
basiques 91 Ei""'ér c, . Hem de mostrar que H(d=f)sV sempre que d i f es
tiguin presents en A i que #ds=#f. Suposem gque #d=c. Rixo vol dir gque tenim

una 1llista de termes
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92 F e s 511._59_

tal que cada 91+1 s5'0bté de _cll en substituir per S‘] una presencia de

(i}

Ej(i)' per algun j{i} {(de 1 a r}. Com que A &s closa les seguents formules

pertanyen a h:

.. =b. == ¥ d_=
TE LTy Y M ETe Y 44T

TRy ¥ T GTE Ve

)V—|d=_civd =c

. =b,
TE -1 T (k-2 S -1

Com gue H #s compatible amb aguestes fdrmules i amb les identitats bisi-

ques tamb€ haurd de ser compatible amb

-3
—ug2=c v d =c
Perd 4,=¢c i _c_eIF, de manera que ¢=c pertany a A i H{c=c)sV¥. Per tant
H =)=V a P . : )=y
(91;*1 c}=V. Usant ara les fdrmules sequents anem obtenint H{d, _,=e)sv ,

vy H(Ql=glai, aixo és H(E"E)Ei'
De manera semblant mostrem que H{f=c)=Vs=H(c=f)
Considerem ara les seguents formules de A:
- =h =f v =
"SRy Y THTEVSTL

c, =hb, v =d =f v
T5e-1) S5 (e-1) ==

Procedint com abans gbtindrem H.(C_'i_:E)Ei.

Direm que uwna valoracid &s A-normal, per una A finita closa, si &s A-
distingida, compatible amb A i minima amb aguestes propietats (segons l'or-

dre parcial={). Una valoracid A-distingida i compatible amb A sera A-normal

si i1 només si no podem suprimir cap identitat b#3sica sense que deixi de ser
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compatible amb A (o b€ si no hi ha vap identitat biasical.

A continuacid procedirem recursivament per a fer el seguent: donada
qualsevol col+leccid finita A de postulats d'un scgment‘considerarem una
col*leccid finita B de postulats del mateix segment que sera closa i con—
tindra A; construirem aleshores totes les valoracions B-normals, que cons-
tituiran una col.lececid finita no buida, i veurem que cada valoracid com-
patible amb B &s compatible amb totes les identitats bAsigues d'alguna d'a-
gquestes valgracions B-normals i €s, per tant, posterior a ella; 1 al mateix
temps demostrarem alguns altres fets interessants. Tot aixd ens permetra de
demostrar la consisténcia-de cada segment i el metatecrema de minimalitza-
cib.

4.5.2. Les demostracicns. Considerem gualsevol segment U, Aquest seg-
ment, o bé &s el segment inicial o s'ha d'haver obtingut, a partir del seg-
ment injcial, per un seguit d'adjuncions de postulats, d'acord amb PR.2 i
PR.3. Cadg adiuncid ha determinat un segment, de manera que tenim una suc-
cessid de segments
ﬁo,ﬁl,...,ﬁn
tal gue ﬁD és el segment inicial, 5n &8s U i, per cada i<n, ﬁi+l s'obté de
ﬁi per adjuncid d'uns esquemes de postulats (I})-(VII}, d'acord amb PR.2, ©
per adjuncid d'un esquema (VIII}, d'acord amb PR.3.

Considerem gualsevol conjunt finit A de postulats de . Efegim a & casos
de E.P.I.1, 2 i 2 fins a obtenir una colr+leccid finita closa B que conté A.
Representem la col«leccid de membres de B qgue sdn postulats de ﬁi per Bi.
Es clar gue cada Bi €s closa. Descriurem per cada Bi' recursivament, la
col-leccid de valeracions Bi-normals, al mateix temps gue anirem demostrant
les afirmacions segilents:

ai) La col- leccié de valoracions Bi-normals s finita i no buida.

bi) Cada valoracid compatible amb Bi €s posterior a una de les valora-
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ciohs Bi—normals.
ci) Per qualsevel operador T de grau pt+l i qualssevel numerals 21,...,

v per cada valoracid B, ~normal F, aleshores
- 1

b , si FIER{k ,...,b )=5(0))
r —1 P
Mh(b.,...,b ) & un U, -nombre.

-1 -n i

di) En cap de les identitats bisiques de cada valoracid Bi-normal no hi
apareix cap operador nou per Ei'

La nostra i-dssima hipdtesi d'inducci8 o recursid sexa que es satisfan
ai), bi" ci) i di] per gualsevol col-leccid finita closa B de postulats
de U.

Considerem el cas i=0. El conjunt By és unid d'una col:leccid finita B}
de casos de E.P.I.1 i una colsleccid finita de cases de E.P.I.2 i E.P.I.3.
La dOnica valoracid B, -normal &s la valoracid Bo—distinqida que no té cap
identitat bisica, valoracid que val i en totes les formules ¢=¢ que perta-
nyen a Bé i val E_en totes les altres formules atdmigues. Es veu fdcilment
‘que es satisfan a_), b)), ¢}, d ).

7} ] G 0

Suposem ara que tenim construida la col-leccid de valcracions Bi—nor—

mals, i que es satisfan a }, bi). ci), di). Hem de descriure les valora-

i

cions Bi+l—normals i mostrar que es satisfan les condicions anilogues,

Hi ha deos casos.

Primer cas. Si Ei+1 s'obtE gg_Ui per PR.2. En aquest cas ﬂi+1 s'obté
d'afegir als postulats de Ei els esquemes (I)-(VIL), per uns certs termes
r,g i algun operador f, que satisfan les condicions de PR.2 (per ﬁeﬁi).
Pensem, per comencar, en les operacions de les dues menes seglents, a par-

tir d'una valoracid B, -distingida G:

i
a, .. = -
1-) &si “‘54[31'91)'9 v E(El""'En'O}_a &g un cas de (I} que pertany a
By, Si G[El(xi,yi}=§)a v, isi £{b),...,b ,0) no estd present en cap de
les identitats bisiques de G, afegir a aquestes la identitat Etgl""'gn):

4, definint aixi una nova valoracid Bi+l—distingida G'.
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22) 5i la formula
—.gltxi,gi)ity,g)|(z,f(9_l,...z_)n,g))=g v Eb,,....b ,Ste))=d

€s un cas de (II) gue pertany a B_+ si
1

1!
6is|tx, o) | ty, 0|tz F b, e e)=) = 7,

isi E(El,...,gn,s(g)l no estd present en cap de les identitats bdsiques de

G, afegir E(gi,...,n,s(gi)=g a aguestes identitats, obtenint aixI una nova

valeracid B, -distingida G'.

1

Considersm ara gualsevol valoracid B,-normal F. Prenem GsF en les des-
1
cripcions de les operacions anteriors i efectuem, =i podem, una operacid

de qualsevol d'aguestes dues menes, obtenint aixl una nova valoracid B, .-
! ! i+l

distingida F'. Prenem ara, en les descripclons anteriors, GzF' i tornem a
efectuar, si podem, una operacid d'una d'aguestes menes, etc. Obtindrem ai-
xi, finalment, quan ja no poguem efectuar cap d'aguestes operacions, una

valoracid B_+l—distingida F., gue té les propietats sejuents: F. &s poste-
1

1 1
rier a F i &3 compatible amb tots els casos de (I) i (LI} gue pertanyen a

Bi1é i cada valoracid posterior a F que 8s compatible amb tots aguests ca-

sos &s posterior a Fl' Agquestes cobservacions es comproven facilment {podii-

em tenir dificultats si oblid&ssim alguns detalls tals com, per exemple,
que per cap valoracid distingida H no &s possible que H(E?EJEH(EFE')EE 5i
€ i ¢' s0n numerals diferents)
Pensem ara en les operacions de les tres menes seguents, a partir d'una
loracid B _-distingi :
va il distingida G

,0)=0 v ME(El,...,Eﬂ)=D &s un cas de (III}0 que per-

32) si -~F(b,,...,b
=1 -n

tany a Bi+ si G(E(gl,...,gn,o)sﬁ, i si ME(El,...,En) no estd present en

1'
cap de les identitats basiques de G, afegir ME(E&""'En)=0 a aquestes

identitats, obtenint aixi una nova valoracid Bi+l-distingida G

42) 5i la f&rmula
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Flb.,...,b 0)=0.v E{b
- -1

1 _i,...,gn,o}=o AT IR | f(yi....,yn,§)=0

v v Eb ...k S{e))=0 v Mf(gl....,gnl=5(gl

&s un cas de (III)' que pertany a Bjypr st

GUE(Dy ;... b ,S(e))=0) = ¥,

G[flgl,...,gn,0}=0) S ... o= G(f(gi,...,gn,5)=01 =F ,
i si ME(E&""'En) no estd present en cap de les identitats basiques de G,
afegir Mfigi....,gn)=5{g] a aguestes identitats, obtenint aixiI una nova va-

1 cid et \
oracido Bi+l distingida G'.

52) si la formula

Etgl:-..,l_an,ono v E(by ek ,S10))=0 v...v E{By, ... b e)=0

b
2n

N Eby...0,b ,S{e))=0 v ME(R,...,b )=S(C)

és un cas de (III)' que pertany a Bi+1' si
GlE(by,...yb ,S(0))=0) & ¥ _
G(f(gl,...,gn,0)=01 5 ... & G(f(gi,...,gn.g)zo)

]

G(ME(D,,...,b }=S(e}) = F ,
Tk 1 -

isid €s un numeral de la llista 0, S{0}, ..., c tal que %(91....,9n.g) no

estd present en cap de les identitats bdsiques de G, afegir E(gi,...,gn.g)

~distingida G'.

a aquestes identitats, obtenint aixi una nova valoracid Bi+l

Tornem ara a considerar gualsevol valoracid Bi—normal F, i considerem la

valoracid F, que hem obtingut abans per operacions de les menes 12y 4 2%y,

8 a

Efectuem, si podem, prenent GsF., una operacid de les menes 321. 4=}, 5-),

1

obtenint aixi una nova valoracid Bi+l—distingida F!; prenem ara GEFi i tor-

nem, si podem, a efectuar una d'aguestes operacicns, obtenint una altra va-

loracid B,
i+

l-distingida F", ete; fins a arribar a una valecracid Fz per a la

qual ja no &s possible (per Gefz) efectuar cap operacid de les dites menes.

1a operacid composta gue ens porta a F, es pot fer, en general, de moltes

2
»/ , . . .
aneres diferents. Considerem totes les valoracions que es poden cbtenir a

partir de F de ia manera indicada, que denotarem FZ,l' F2,2' e F2,t'
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Tindrem aleshores gque cada P2 ; és una valoracid Bi+1—distingida posterior
T .

a F compatible amb tots els casos de (I}, (II}, (III)U, {IIT}', (¥I) i

{VII} que pertanyen a B,

ie1’ i que cada valoracid posterior a F compatible

amb els dits casos &s posterior a alguna de les F2 5t

Pensem ara en les operacions de la mena seguient, a partir d'una valora-
cié B, ,-distingida G:
i+l q G

62) si ~ £(b v-uusb =0 ¥ EE(b.,...,D )=5(0) &s un cas de (IV) que
—1 -n-= —1 -n

pertany a Bi+ , Si G(f(gl....,gﬂ,g)=0)$i, isi EE(E ,...,Eﬂ} no estd pre-

1

sent en cap de les identitats bésiques de G, afegir a aguestes identitats

la formula Ef[bl,...,bn)=s(0), obtenint aixi una nova valoracid Bi+ -dig-

1
tingida G'.
Escollim una F2 3 i fem, per G=F2 5 una operacid de la mena 63}, si és
! r
possible; amb la nova Fé 3 aixl obtinguda tornem a fer una operacid d'a-

gquesta mena, etc, fins a arribar a una F_ ., per & la gual ja no es pot fer

3]

cap operacid d'aguesta mena. A partir de cada F, 3 obtenim aixi una sola
r

F. ,. Tindrem aleshores una col-leccid de valoracions, F s F P
31,3 3,1 3,2

que tenen les propietats seguents: Cada F, . &s una valoracid B,

Py, 3,3 irl”

distingida posterior a F compatible amb tots els casos de (1), {II}, (III)O,

(IIry', (Iv), (vi} i (ViI) gue pertanyen a B, i cada valoracid posterior

l}

a F i compatible amb aquests casos &s posterior a alguna de les F

3,3
Censiderem, per acabar, les cperacions de la mena seguent, a partir 4'u-
na G gue sigui Bi+l—dlst1nglda:
TQ) 5i Ef(b.,...,b )=0 ¥ Bf(b_,...,b }=5{0) &s un cas de (V) gue per-
-1 -n —1 -n

tany a Bi+ i si EE(EQ,...,gn) no estid present en cap de les identitats

1 ¥

basiques de G, afegir a agquestes la identitat_Ef{gi,...,gn]=0 o la identi-

tat Ef(b_,...,b }=5(0), obtenint aix{ una nova valoracid B, _-distingida G'.
=1 - i+l

Escollim algquna F_ ., fem GE,F3 3 i fem, si podem, una operacid de la me-
r

3.1

a e e . .
na 77); amb la valoracid aixi obtinguda tornem a fer, si podem, una opera-
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cid d'aquasta mena, i alxi successivament fins arribar a una valeracid amb
. - a .
la qual ja no poguem fer cap operacid de la mena 7=}, Com gue aguest seqguit

d'operacions as= pot fer de moltes maneres diferents obtindrem, a peirtir de

cada F, ., una col-leccid de valoracions, F, . eeae FooL ., - Canviem
3,3° f 3,3, " 3,30l
de notacid, designant les valoracions F ... F gr F
' a tons Fyoq,10 © Fa,t,n(ey PEE Fgq1 v
F Y les - P .z e it
4,v(F) indrem aleshores: cada F4.j a5 una valoracid Bi+l distingi

da posterior a F compatible amb Bi cada valoracid posterior a F compati-

+17
ble amb B,
i+

és posterior a alguna de les F

1 4,37

Canviem novament la notaci&, i designem per

G G G

1 Y27 T Tw

els elements de la unid de les col-leccions {F per totes

4,1'-'-'F4,V(F)}‘

les valaracions B_+l-normals F. Es comprova sense massa dificultat gue les
1

), b 1o

G, sbn les valoracions B, . -normals, i que es satisfan a, .
i i+l i irl

+1

d. ,}. Comprovarem ara qus tamb& es satisfa <4 ). Si h s £, les «<ondi-

i+l +1

cions Gj(EE(Ei""'En)=S(O)} = g_(per cada j) signifiquen ¢que no hem tingut
ocasid de fer cap operacid de la mena ?a) {ja gue an cas contrari tindriem,
per algun j, que Gj(EE(Ei""'En):O} = i); pero també vol dir, aleshores,
i@ hem estat obligats a fer Gj(Ef(El,....En)=S(D)) = i_per una operacid de
la mena 69}, per cada j, cosa que implica gue hi ha algun numeral Ej tal

que Gj(f(gl,...,gn,gj)=0) = V. Aixe implica, segons bi+1)' que

1
[

G(f(gl,...,gn,§1)=0 v...¥ f(gi....,gn,gw)=0)

per cada G compatible amb Bi+ i, segons el lema 4.5.1.1, gue Mf(bl,...,bn)

1
&s un Ui+l-nombre. Suposem ara gque h no és £, i gue Gj(Eh(Ei....,En)zsto))

i pexr cada Gj. Considerem, per cada j, la valoracid Bi-normal F 4 la qual
Gj &s posterior. Afirmem gue F(Eﬁ(gi,...,gp}=5{0)} = i. Efectivament, en
anar definint, a partir de F, mitjangant operacions de les menes 15)-731,
les valoracions gue ens porten finalment a Gj' no canviem el valor

F(Eh(blr---,bn)=5(0)); de manera que, com que per cada F que és Bi—normal
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hi ha una Gj posterior a ella, tindrem F(EE(El,...,En}=S(0]) s i_per cada
valoracid Bi-normal i, per hipotesi recursiva, Mﬁ(gi,...,gnl &s un Gi-nom—

bre. Pero cada ﬁi—nOmbre és ﬁi+1—nombre. Aix1 s'acaba la demestracid en

aquest primer cas.
Segon cas. Si U s'obté de U, per PR.3. Sense perdre generalitat, po~
sem i+l en lloc de i. D'aquesta manera podem aprofitar la discussid del

primey cas sense canviar de notacid, si suposem gue els segments U i V de

PR.3 sbn Gi i U, ., respectivament. El segment ﬁi

i1 es el ¢que s'obté d'afe-

+2

i ' VIiII)
gir a Ui+l 1'esquema ([VIII)

F oo tymk) ez ,a) Ve o (b =k ) iz .
~g, |z, 40 V...V =g |(z,.d)=b V ~EE(b ,...,b)=5(0) ,

amb el supost que h_ h [k ""'Ep'gl""'gn s&n Ui-funcions-de z

lr---J_P *1 1!---1'
zq i gue, per qualssevol numerals gi""'éq'i'
[¥} = =k .4,
(1) O, F ~in kl)ltzi,di) VeV h P)l(zi )

v -ﬁf(g_l\(zi,éil,...,gn[(zi.gi).gho
La nostra tasca, en aguest segon cas, serd la de suprimir les Gj no com-

patibles amb B. o Haurem de veure que les romanents seran les Bi -nor-
1

2 +2

Yo b, L) yid, ).

mals, i gque satisfaran a, s
f q * i i+2 i+2

+2 i+2

Suposem gue els casos de (VIII} gue pertanyen a Bi+2 adn
h = J - = J
= Bk ) |z, a)) vV - Ep’|‘zi'ii’
Jysp) 3)p? EE(b),...,b))=5(0
~g, [z, @) ep) V...V ag |z, ah=b] V - BE(b], .. b) =5 (0}
per j=2l,...,t, on els 4. i b, son numerals.
-1 i

les valoracions no compatibles amb Bi+ , que hem d'eliminar, s8n les G

2 K

que satisfan, per algun j:
- 3yy = _ - Jyy o 3y ]
@ e ¢kl an = .= G () Epil(zi,gi)) ack(g_ll(zi.d_i) By)

it
I

3yapd £l 3y-800) = ¥
oo 26 (g \(z;,aD)=pl) = G (EE(D),....D))=s(0) = ¥

La primera cosa que hem de veure &s que no suprimim d'aquesta manera to-

tes les G, .
=3 3 k
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Usem, per simplificar, la notacid
Aj z {h =k )I(z,,d?), per l&€ss&p
= 5 s if=i
3
&p+t

Suposem, en contra del que veolem demostrar, gue cada G, satisfa (2) per

- 3y )
= gtl(zi.gi) b, per leten

algun j.

Suposem aleshores, amb la notacid del primer cas, gue Gk és posterior a

F . Cbservem -
3r que

)y - J <
thﬁi) F3,r(§i) per 1lgigpin

Pensem en tots els indexs j tals que

j o .
ATl =¥ 1 +
F3,r(—1) V per l€igp+n
Si, en el procés d'obtenir G, a partir de F_ _, haguéssim tingut opertuni-

k i,r

tat de fer alguna operacid de la mena ?E) en relacid a la formula
EF(b),...,p0)=0 v EE(Z, ..., b )=s(O)
-1 -n =1 -n
per cada un d'aquests j, hauriem pogut construir una valoracid Gk' tal gue,

per cada un d'aguests j,
]

Z . J
G, (Ef{by,...,b)=0} 5 V

i, per tant,

=3 Jy _
G, . (EE{bI ... ,b)y=s(0)) = F,

i tindriem aleshores una valeoracid B, .-normal G

il L+ aue no satisfaria {2),

contra £l gue estem suposant.
aixi, donecs, si cada Gy satisfa (2} hi ha d'haver, per cada k, un index

3ik) gque satisfa (2) tal que

j (k) o .
= ¥ leigp+
F3 r(A ] V per igp+n
i per al gual no tenim, a partir de P3 " ocasid de fer cap operacid de la

mena 72) relativa a la formula

bj(k? ,bj(k)
-n

EE( bj(k) ..,bj(k)
-1

)=0 ¥ Ef( y=8{0} ,

i aixd vol dir que

F (zf(bi'“". bj“"rs(on ¥

, —_
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Perd si ara pensem en 1a valoracid F de la gual s'obté F per uona

2,r 3,r

.. a . i
operaci® de la mena 6-), veiem que aleshores hem de tenir un numeral Sy tal

que

IR A TR Ao RS R

2,r =1 - =% -
Observem gue F3 . val el mateix que F2 . en la formula anterior. Fem
r !
jl{k) j{k} jik}
Boraar = TR0y g0

Tenim, doncs:
S5i cada Gk satisfa (2} per algun j, podem trobar, per cada k, un index
jik) 1 un pumeral ¢, tals que
i, _ = 14
Gk(ﬂi ) = V per l&igp+n+l

Aixo #ltim vol dir que

1) j{2) jiwl, _ = . L.
{3) Gy, {A; Ay VA oy v V—;}a(w)) = ¥V, per cada k i cada funcid i
de il,...,\fi £n cil,...,p+n+ﬁ.

Donat que les A](k)

sbn fdrmmles atdmigues, la hipdtesi d'induccid ens
diu aleshoxes gue cada valoracié compatible amb Bi+1 val E_en les formules

{3}, i el lema 4.5.1.1 ens diu gue

1 F Ajii;‘v... Vﬁii:; per cada i:il,...,w}+il,...,p+n+1}
i, per tant,
(4) ai+l + _321; LTI §i§:; per cada i:il,...,w}é{l,...,p+n+l}

Recordem també gue {1) implica, per cada k,

X kK =z IR 3{k) -
(5 B by v v a voEg {2, @) g feal g =0

Tenim, doncs, en resum, que si cada G, satisfés (2) per algun 3, s'hau-

K

rien de satisfer (4) i {5}. Pero, usant alguns casos de E.P,I,.3, no &5 més

que un exercicl el mostrar que de {4} i (5) es dedueixen

- 30030
Ui 1 | o f(b .-,b .E*)—O
B, F - f(lzi(k’,.-..b““c 1=0

Ara b&, aixo no &s possible: en aguest cas podriem trobar una col:leccid

finita closa B! de postulats de U, de la gual es deduirien les dues
1

+1 i+l

75



fSrmules anteriors, i tindriem aleshores, per hipotesi &'induccid, alguna
valoracid {(de fet, gualsevol valoracid Bf,
i

z i (k) j{k) _
formula f{l_:v_l ""'En ,gk)—o.

l-normal} que valdria E_i E en la

En conclusid, entre les G hi ha algunes valoracions compatibles amb

k

Bi+2 que no hem de suprimir, Fet aixo no &s dificil demostrar que aguestes

e b o ) 1@, %,

sén les B, . .
i+ 142 i+2

-normals, i gue es satisfan a.
1

2 +2

Hem de veure ara que també es satisfa ci+2).

Suposem primer gque 1‘'operador h de e ,,} no és £, i suposem que

-noxrmal G, . Aixd vol dir

Gk(Eh(gi,...,gP)ns(O} = ¥ per cada valoracid B, «

que cada valoracid B, ,p-normal G que satisfa la condicid

1
Gy (BR Ry, b )=S(0)) = E

s'ha d'haver suprimit pergue satisfa (2}. Aleshores arribem, de manera sem-
blant a com hem procedit en la demostracid inmediatament anterior, a gue

Uay ¥ ER(B) 0. uiD)=510)

Aleshores podem trobar una col:leccid finita closa B;+l de postulats ge

Ui+l tal gue Bi+l | Eh{éi""’gp}=5(0)' que vol dir que

G{Eh(gi,...,gp)=s(0) = V per cada valoracid Bi+l—normal G;
i, per induccid, Mh(gi""'gp) Es Ui+

-nOmbre i, en consegu€ncia, és Ui -

1 +2

nombire .

Suposem, per acabar, que l'operador h de c. .} &s £, i suposem que

—i42

Gk(Ef(Ei""’En)=S(o)} g V per cada valoracid Bi+2—normal G, - Aquest cas es

resol en observar gue si hem de suprimir, perque satisfan (2), totes les Gk
tals cque GR(EE(El""'En}=S(O}) = g, aleshores només resten les Gk en les
que s'ha introduit la identitat basica EE(Ei,...,gn)=S(O) pexr una oOperacid
de la mena 62). La justificacid d'aquesta afirmacid no &s dificil.

amb 2ixd stacaba la descripcid de les valoraciens Bi—normals i la demos-

tracid de a.), b.}, .}, 4.} per i=0, 1,..., n.
i i i i

Feta la demostracid anterior ja tenim demostrada la consisténcia de U
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si fos possible, per alguna £ormula atdmica A, que i A i ﬁ¥'—1& , tip-
driem tambd una col-leccid finita closa B de postulats de U tal que B + A
i B+~ A. Perc aleshores, per qualsevol valoracid B-normal P tindriem
F(g}ai i P{a})=F, cosa gue no &s possible, ja que la col-leccid de valora-
cions B-normals no 85 buida (segons an)}.
També obtenim facilment el metateorema de minimalitzacid: si

U Eﬂ(gi,...,gg)=s(o) tindrem, com zbans, B 55(21""'Ep)=5(0)' Alesho-
res, per cada valoracid B-normal F tindrem F(Eﬁ(gi,...,gp):s{o)) = V i,per

e, MBtb ... b)EN; .
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