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també pertany a R' .

ARITMÉTICA I ANALISI FORMALMENT RECURSIVES

Representem per]N el conjunt dels naturals, el zero inclas . Considerem

funcions de INr en7N, per tots els naturals r, entenent que una funció de]N0

en ]N no és res més que un element de ]N . .

Si f és una funció de ]Nn+l en lN, representen per fE la funció de INn en 7N

definida de la manera següent :

les condicions següents :

les propietats
h(xl, . . .,xn,0)=f(xl, . . .,xn)

Francesc Tomás

1 . Introducció

1, si

hl

ha algun natural
fE(xl, . . . . xn)- 0, en cas contrari

definim la funció f

	

de 7Nn en ]N7 conM

Y

Si fE (x1 , . . . . xn)=1 per cada col " lecció de naturals x1 1 . . . . Xn , aleshores

fm(xl, . . . . %)=mínim natural y tal que f(x1 , . . . . xn - # y)=0

tal que f(xl, . . .,xn,y)=0

Ens interessa considerar una classe de funcions, que denotarem per R',

que és la mínima classe de funcions de ]Nr en]N, amb r no fix, que satisfá

R' .1 . Les funcions constants, la funció successor ( S(x)=x+1) i les fun-

cions projeccions ( pi(xl, . . .,xn)=xi) pertanyen a R' .

R' .2 . Si f : INna7N i g : INn+2+IN pertanyen a R' i la funció h : INn+lyIN té

h(xl, . . .,xn,S(y))=g(x1, . . .,xn'y,h(x1, .-xn. Y))

per cada (xl, . . .,xn,y) de INn+1 , aleshores h també pertany a R' .

R' .3 .

	

Si f : ]Nni ]N pertany a R'

	

i, per j=1, . . . . n, les funcions gj
: IIP ->IN

pertanyen a R', aleshores la composició h, definida con

h(yl . . . .,ym)=f(gl(Y1, . . . .ym), . . . . 9n (y l , . . . .ym)),
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R' .4 . Si f(xl, . . .,xn,y) pertany a R' i fE(xl, . . .,xn)=1 per cada

(xl1"..,xn), aleshores fm(xl, . . .,xn) també pertany a R' .

R' .S . Si f(xl, . . .,xn,y) pertanya R', aleshores fE (xl��xn) també per-

tany~ R' .

Es un sobreentés que les funcions que s'obtenen de funcions de R' per

permutacions de les variables són també funcions de R' . Convenim en que si

f :76In-* IIQ pertany a R' també hi

	

pertany la funció g definida com

g(xl." "xn'xn+l)=f(xl, . . . ,xn) .

La mfiima classe de funcions que satisfá les tres primeres condicions és

la de les recursives primitives . La mínima que satisfa les quatre primeres

és la de les recursives o diofántiques (vegi's, al respecte, 1'article [2!

de Davis, per exemple) . Es clar que totes les funcions recursives són com-

putables . Té una gran acceptació la tesi de Church, que afirma que les fun-

cions recursives són les úniques funcions computables de n-ades de naturals

en naturáls . També tenen gran importancia en la demostració del teorema d'

incompletesa de Gódel .(Vegi's 111, per exemple) .

En el present article es tracta de mostrar la importáncia que pot tenir

la classe R' en relació a 1'análisi recursiva i en'problemes de fonamenta-

ció .

Recordem que 1'anomenada aritmética recursiva apareix, a mans de Skolem,

com una manera de desenvolupar 1'aritmética sense fer ús no constructiu dels

quantificadors lógics, amb la idea que aquest ús pot generar paradoxes . El

resultat del treball de Skolem és una presentació de 1'aritmética desenrot-

llada constructivament (veure [3] o V41, per exemple) . L'análisi recursiva

consisteix en portar la mateixa idea a 1'análisi, per a obtenir-ne un desen-

volupament constructiu . Aixi, una successió,recursiva de racionals no nega-

tius será una parella, f(n), g(n), de funcions recursives tal que g(n)¢0

per cada n . La successió sera
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tal successió és de Cauchy haurem d'exhibir una funció recursiva h(n) tal

que

f (r)

	

-	f(s) I .c

	

1
Ig(r)

	

g(s)

	

n

f (0)

	

f (1)

	

f (2)
g(0)

	

g(1) ' g(2) ~ . .

Si no volem usar funcions que no siguin recursives, per a mostrar que una

sempre que r>h (n) i s>h (n)

Pero es dóna el cas (veure [61, per exemple) que hi ha successions com les

anteriors que són creixents i afitades superiorment per a les quals no hi

ha cap h(n) que sigui recursiva i satisface la condició de Cauchy . Aixó fa

que 1'análisi recursiva sigui insatisfactória des del punt de vista matemá-

tic .

Una raó per la que la classe R' pot ser important és que el fenomen an-

terior no es presenta si substitulm les funcions recursives per les de R' .

Es a dir : si f i g pertanyen a R' i la successió és monotona i afitada, po-

den trobar la h que necessitem en la classe R' . Cal recordar, peró, que la

raó de voler desenvolupar 1'análisi en base a les funcions recursives és

que un tal desenvolupament és constructiu ; i deixa de ser-ho si ens basen

en les funcions de R', ja que aquestes no són, en general, computables .

Malgrat aixó dedicaren una secció, la 3, a fer acceptable, des del punt de

vista matemátic, la idea de recolzar 1'análisi en les funcions de R' . En la

secció 4 reprendrem el punt de vista de la fonamentació i veurem els avan-

tatges que pot tener, pel que fa a consisténcia, un desenvolupament de 1'a-

nálisi en base a R', en comparació amb altres desenvolupaments no construc-

tius . El formalisme que es proposa a la secció 4 és de mena recursiva, co-

sa que justifica el títol de l'article . La secció 2 es dedica a obtenir una

caracterització de la classe R' ; les idees que s'usen a [21 per a caracte-

ritzar les funcions recursives com a diofántiques ens dónen facilmentuna

caracterització de les funcions de R' com a "ultádiofántiques" (abreujat UD)



La secció 4 és un refinament de [7] . Aquesta secció és independent de la 2

i la 3 . No s'estudia quina és la relació que potser hi ha entre el forma-

lisme que es proposa i llanálisi matemática constructiva de la que es parla

a V81 .

2 . Conjunts i funcions ultradiofántics

Com que ens referim a (21 cal dir que Davis considera el conjunt dels

enters positius, en lloc de IN, de manera que les funcions que ell anomena

recursives no són les mateixes que anomenem així a la introducció,perqué

difereixen en domini i codomini . Pero llarticle de Davis es pot repensar,

per així dir-ho, posant naturals en lloc dlenters positius . D'altra banda,

llexposició que farem sera autosuficient, llevat de punts no essencials .

2 .1 . Definició . Un subconjunt A de ]Nn és diofántic si hi ha

	

algun

f(x1 , . . .,xn .Y1 . . . .,ym)E MIx1, . . .,xn' yl " . .,ym

	

Cal que

(xl ,

	

.

	

.xn)EA

	

q

	

(3y1, . . .,yn)Cf(xl, . . . . xn,yl, . . .,ym)=07,

on slentén que y, -- .,y__ han de ser naturals .
1

	

Ill

2 .2 . Definició . Una funció f de INr en IN és diofántica si la seva gráfica

és un conjunt diofántic .

A [21 es demostra que les funcions recursives coincideixen amb les dio-

fántiques . No usarem aquest fet .

Ara volem definir una classe de conjunts que anomenarem ultradiofántics ,

abreujat UD. Per a fer-ho háurem de parlar de predicats UD . Entendrem per

predicats les afirmacions relatives a col "leccions finites de variables,

susceptibles de ser verdaderes o falses cada vegada que aquestes variables

són substituides per naturals . En el procés de definició dels predicats UD

ens referirem a "expressions polinomials en x1 , . . .,xn " en lloc de referir-

nos a "polinomis en xl, . . .,xn" . Així, direm que les expressions
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(2x-y)y+(1-y)(2x+3)+zy2-(3+2x),

zy2-y(y+3),



són expressions polinomials diferents, a desgrat de ser expressions del ma-

teix polinomi yz
2
-y2-3y . Aquest polinomi pot ser pensat com a polinomi en

y i z, o en x, y i z, o en w, x, y, z, etc ; pero en canvi podem afirmar que

en la primera expressió hi apareixen les variables x, y i z, i cap altra,

mentre que en la segona hi apareixen y i z, i només elles . Aquesta és la

mena de distinció que volem fer . Si representem una expressió polinomia1

per f(xl, . . . . xn) estarem suposant que en 1'expressió hi apareixen les va-

riables xl, . . . .
xn , i cap altra .

Donarem a continuació la definició dels predicats UD, al mateix temps

que direm en quins casos una variable apareix lliure en un tal predicat,i

en quins casos hi apareix lligada .

2 .3 . Definició .

PUD .1 . Si f(xl, . . .,xn) és una expressió polinomial amb coeficients en-

ters, la formula f(x1, . . .,xn)=0 és un predicat UD, en el que no hi apareix

cap variable lligada i en el que totes les x
i

, per 1<ibn, hi apareixen

lliures .

PUD.2 . Si P és un predicat UD, la seva negació -,P és un predicat UD .

Les variables que apareixen lliures (lligades) en -,P són les que apareixen

lliures (lligades) en P .

PUD .3 . Si P i Q són predicats UD i no hi ha cap variable que aparegui

lliure en un d'ells i lligada en 1'altre, aleshores. - PvQ, P&Q i P*Q són pre-

dicats UD . Les variables que apareixen lliures (lligades) en qualsevol d,

aquests són les que apareixen lliures (lligades) en P o en Q .

PUDA . Si P és un predicat UD i la variable x no apareix lligada en P,

aleshores (Vx)P i (3x)P són predicats UD, si entenem que el domini dels

quantificadors és IN . En cada un d'ells x hi apareix lligada; i les altres

variables que hi apareixen lligades són les que apareixen lligades en P .

Les variables que hi apareixen lliures són les variables diferents de x que



apareixen lliures en P.

PUD.5 . Un predicat és UD únicament per combinació de les raons anteriors .

Si xl , . . .,xn són totes les variables que apareixen lliures en un predicat

ultradiofántic P, és clar que P és un predicat relatiu a aquestes variables ;

pero P també és (o el podem pensar com) un predicat relatiu a xl , . . .,xn ,

xn+l'" '' mf per qualssevol variables xn+l , . . . . xm . Per indicar que pensem

en P com predicat relatiu a xl , . . .,xr , 1'escrivim P(xl, . . .,xr) . L'única con-

dició que ha de satisfer la col " lecció x1 , . . . . xr es la de contenir totes les

variables que apareixen lliures en P, encara que convé, per raons de clare-

dat, que aquesta col " lecció no contingui cap variable que aparegui lligada

en P .
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Nota . El predicat Qx)jy+l+x-z=03 v_(3v) rx+1+v-z=01 no és UD, segons la

definició que hem donat; pero és equivalent a (3u)[y+l+u-z=0' V

(3v)Ix+1+v-z=01, que si que n'és . Aixó mostra que la limitació que sembla

imposar PUD .3 només és aparent .

2 .4 . Definició :

CUD . Un subconjunt A de]Nn és UD si hi ha algun predicat ultradiofántic

P(xl, . . .,xn) tal que, per qualssevol naturals al � � an,

(al , . . .,an)EA f* P(al, . . .,an)

FUD . Una funció de 1Nn enIN és UD si la seva gráfica és UD .

La caracterització que ens interessa és la seguent :

2 .5 . Teorema . La classe R' consta precisament de les funcions UD .

La demostració será conseqüéncia d'un seguit de lemes i consideracions .

2 .6 . Lema . Le s funcions suma i producte de naturals pertanyen a R' .

Tenim a+0=a i a+S(b)=S(a+b) . Fem f(x)=x i g(x,y,z)=S(z). . Per R' .1, feR' .

Si p(x,y,z)=z, p«R', per R' .1 ; i, com, que g(x,y,z)= S(p(x,y,z)) i SER', tin-

drem que gtR', per R' .3 . De manera que la suma pertany a R', per R' .2 . De

manera semblant, donat que a " 0=0 i a S(b)=(a-b)+a, podem veure que el pro-



ducte pertany a R' .

2 .7 . Lema . La suma i el producte de dues funcions de R' (amb mateix do-

mini) pertanyen a R' .

Efectivament, perque són les composicions d'aquestes funcions amb la su-

ma i amb el producte, i pertanyen a R' per R' .3 .

Corol lar¡ . Cada polinomi amb coeficients naturals pertany a R' .

2 .8 . Lema . La funció P de IN en IN, definida com

pertany a R' .

fácilment que P R' .

P(x)=1 x-1, si x>0
0, en cas contrari

Tenim P(0)=0 i P(S(y))=y . Si, en R' .2, fem n=0, f=0 i g(y,z)=y veurem

2 .9 . Lema . La funció x=y, definida com

x-Y, si x>,y
x-y_-~ 0, en cas contrari

pertany a R' .

La demostració és tan fácil com les anteriors, si observem que x=0=x i

x=S(Y)=P(x=Y) .

Corol lar¡ . Si f i g són funcions de R' amb el mateix domini, f=gcR' .

2 .10 . Lema . Si

	

f i g són funcions de INn en IN que pertanyen a R', ales-

hores la funció
Df,4,

definida com Df,4=(f=g)+(g=f), pertany a R' i tenim,

n
per cada (xl, . . .,xn) de ]N ,

Df
.4

(xl, . . .,xn)=0

	

0

	

f(xl, . . .,xn)=g(x11 . . .,xn)

La demostració és trivial .

2 .11 . Lema . Si f(xl, . . .,xn) és un polinomi aamb coeficients enters, hi ha

nuna funció Df en R' tal que, per qualsevol (xl, . . . .xn) de7N,

Df (x11 . . .,xn)=0 cp f(xl, . . .,xn)=0

El polinomi f es pot expressar com f=g-h, on g i h són polinomis amb

coeficients naturals . Podem escollir Df com la Dg,h del lema anterior .



Direm ara que uná llista finita

' A1 -_Ar .

on cada Ai, és subconjunt de lNn(i) , per algun n(i), és una construcció de-

conjunts UD si cada A, satisfa una de les condicions següents :i
C .1 . Af(xl, . . . .xn(i))=0}, per algun fé7l txl, . . . .xn(i)~ .

C .2 .

	

Ai='(xl,- . . xn(i) ) :

	

(xl , . . . . xn(i) ) T' Aj1'

	

per algun j<i .

C.3 . A i=A3UAk , per alguns j, k menors que i .

CA - Ai4xl- � xn(i)) .

	

(3Y)

	

(xl, . . . . xn(i),Y)EA7
.1, per algun j<i .

Volem demostrar que cada conjunt UD és membre d'alguna construcció de

conjunts UD. Observem en primer lloc que tots els predicats UD es poden es-

criure sense usar els signes &, :> i Y, degut a que P&Q és equivalent a

i(-iPV %Q) , PqQ és equivalent a nPVQ i

	

(dx) P és equivalent~a -,(3x) (-,P) . Consi-

derem, doncs, els predicats UD expressats usant únicament -1, V, i 3 . Veurem

que cada conjunt ultradiofántic A és membre duna construcció de conjunts

UD per inducci6 sobre el nombre de vegades que apareixen signes lógics del

conjuntj',V ,37 en un predicat UD que defineixi A. Si en un tal predicat P

no apareix cap d'aquests signes, A=í(xl, . . .,xn) : f(xl, . . .,xn)=0}, per algun

f Eatxl, . . .,xn] , i A és el membre únic duna construcció de conjunts UD . En

cas contrari P és d'alguna de les formes

-IQ, P1VP2 , (3x)Q

En el primer cas, en Q apareixen menys signes logics que en -Q, i per hipo-

tesi qualsevol conjunt A' definit per Q és membre duna construcció de

conjunts UD . Si pensem nQ com predicat en x l , . . .,xn , pense4ambé a Q com a

predicat en aquestes variables, i el conjunt A será el complement de A' . Si

A' és membre de la construcció A1 ,

	

.-Ar , aleshores Al, . . .,Ar ,A també és

una construcció (de conjunts UD), segons C .2 . Els . altres casos es tracten

amb la mateixa facilitat .

2 .12 . Lema . Si A és un subconjunt UD de Din , hi ha en R' alguna funci6

26



f tal que

A= {(xl, . . .,xn) : f(xl, . . .,xn)=0}

Per les observacions anteriors és suficient el demostrar que cada membre

de qualsevol construcció de conjunts UD té aquesta propietat . Considerem la

construcció

Farem la demostració per inducció sobre l'index i de A . . Posarem n en lloc
1

de n(i) . Tenim, per comentar,

Ai {(X11 . . .,xn) : f(xl, . . .,xn)=0},

on fE a Ixl , . . . ,xi . Segons el lema 2 .11,

Al ~(xl, . . .,xn) : Df(xl, . . .,xn)=0} .

D f E R' . Suposem que Al, . . .,Ai-1 tenen la propietat del lema, i considerem

A . . Si Ai=I(xl, . . .,xn) : g(xl, . . .,xn)=0}, on g E T Ixl, . . .,xn~, procedim com.

per Al . Si Ai= 1 (xl , . . . .xn ) :

	

(x 1 , . . . .xn)4Aji per algun j <i tal que Aj E IINn ,

sabem per hipbtesi d'inducció que Aj= j(xl, . . . . %) : f(xl, . . .,xn)=0¡¡ per .al-

guna f de R',

	

i aleshores Ai={(xl, . . . . xn ) : 1=f (x1 , . .-xn )=0~ ; i 11-f .E R' . Si

Ai

	

~.=A .VAk ,

	

on j i k són menors que i, tindrem Aj = j(x1, . . .,xn) :

	

f(xl , . . . .xn )

=0" Ak=¡(x1 - . .,xn) : g(xl, . . . . xn)=0}, per certes f i g de R', i aleshores

Ai=J(xl, . . .,xn) : f(xt)g(xt)=0} ; i ja sabem que fg E R' . Si, finalment,

A

	

~(xl , . . . ,xn ) :

	

(3Y) [(xl " . . . ,xn . Y) E Aj 13
per algun j<i, sabrem que

(x1 , . ." xn,y)EA3 0 h(xl, . . .,xn .y)=0

per una certa h de R', i llavors

Ai=l(xl, . . . . xn ) : hE(xl, . . .,xn)=1j =j(XV . . .,xn ) :

	

1=hE(xl . . . .,xn)=01,

i ja sabem que hE pertany a R' i 1-hE també .

Ara ja podem demostrar que cada funció UD és de la classe R' . Si f és UD

tenim, segons el lema 2 .12, per alguna g de R',

y=f(xl, . . .,xn)0 (xl , . . .,xn.Y)E[gráfica de f] Og(xl . . . .,xn .y)=0



Observem que per cada (xl, . . .,xn) la última igualtat es satisfa per un y, i

només per un . Tenim, per tant, que gE(xl,
. . . .

xn)=l per cada (xl, . . .,xn),i

gM
E R', per R' .4 . I com que g(x1, . . .,xn,9M(xl, . . .,xn))=0 tenim que

gm(xl,
. . . .

xn)=f(xl . . . .,xn) per cada

	

(xl, . . .,xn) .

i, per tant, f&-R' .

Resta ara per demostrar que cada £unció de classe R' és UD .

Hi ha funcicns que serveixen per a representar successions finites de

naturals . En definirem una, adaptant el procediment de [2] . Considerem la

£unció

Donat qualsevol natural z hi ha un sol natural n tal que

T(n)£ z < T (n+1)

Definim P2(z)=z-T(N), si n té aquesta propietat. Resulta que 0 -<P2 (z)- n,

i definim P1 (z)=n-P2(z) . Fem també P(x,y)=T(x,y)+y i

	

tindrem que

P(P1(z),P2(z))=z ; P1(P(x,y))=x ; P2P«x,Y))=y "

Definim, per naturals i,j,

C1(i,j)=w si w és 1'únic natural tal que

w_Pl (j) mod 1+iP2 (j)

w<l+ip2 (j)

2 .13 . Lema . Donada qualsevol successió

	

finita de naturals, al, . . .,an,

existeix algun u tal que

C1(i,u)=ai , per i=l, . . . . r

Escollim qualsevol natural y més gran que tots els ai , i divisible entre

tots els naturals des de 1 fins a r . Els naturals l+y, 1+2y__ l+ry són

primers dos a dos, perqué

j<k&d[l+jy&dIl+ky

	

=>d[l+jy&d[k(l+jy)-j(l+ky)=k-j<r

=O> d[l+jy&d[y => d=1

n

	

n(n+1)
T(n)= y- i- 2

i=0



Per tant hi ha un natural x tal que

Fem ara u=P(x,y) . Tindrem x=P1 (u), y=P2 (u),

"

	

aly=P2(u)<l+iP2 (u), si lei<'r

Per tant ai=C1(¡,u), per i=l_ _r .

Definim ara C(i,j)=C1 (i+l,j) i tindrem

2 .14 . Lema . Donada qualsevol successió finita de naturals, a0 ,al , . . . . a. ,

existeix algun u tal que

C(i,u)=a
i

, per i=o, . . . . r

2 .15 . Lema . C(i,j) és UD .

Efectivament :

w=C(i,u) <!>W--c1 (i+l,u) ay w=P1 (u) mod 1+(i+l)P2(u) & w<l+(i+l)P2(u)

<:> C3Yl,Y2,Y3,Y4)Iw=Y1ty3(1+(i+1)y2) & u=P(y1 ,Y2) & w+y4=(i+1)Y21

0 (3Y l ,Y2,YVY4)Uw-yl)2=y3(1+(i+1)y2
) 2

& u-2(Yl+Y2)(yl+y2+1)

0 (3Y 1 ,Y2 ,Y3 ,Y4)I«w-y l) 2 -y2 (1+(i+l)y2) 2) 2

+(2u-(Y1+Y2 )(Y1+y2+1)-2y2 ) 2+(w+y4-(i+l)y2 ) 2 =01

i aixo mostra que C(i,j) és UD (de fet, és diofántica) .

Diguem ara que una successió de funcions

fl ,f2 , . . . . fr

és una construcció de funcions de classe R' si cada f,y satisfd alguna de-

les condicions següents :

F .1 . f,
i

és la funció successor, una funció constant o una projecció .

F .2 . Hi ha funcions f, i fk anteriors a fi tals que, per qualssevol xl,
J

xF-a,
i
mod l+iy, per i=l, . . . . r

ai_P1 (u) mod l+iP2 (u), si lwi6r

fi (x1 , . . . . xn,0)=f
J
.(xl, . . .,xn)

fi(x1, . . .,xn,S(y))=fk(x1, . . . . xn,Y,fi(x1, . . . . xn,Y))

& w+y4=(l+i)y2~



F .3 . Hi ha funcions fi, fs(1) , . . ., fs(m)' anteriors a fi , tals que, per

qualsevol (y1, . . .,yn)'

fi(y1 . . . .,yn)=fj(fs(1)(yl' . . . . yn), . . . . fs(m)(y1' . . . . yn))

F .4 . Hi ha alguna f j anterior a fi tal que (fj)E(xl, . . . . %)=1 per cada

(x1, . . .,xn) i
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fi(x1, . . .,xn)=(fj)M(x1, . . .,xn) per cada (x1, . . .,xn)

F .5 . Hi ha alguna f
J
.anterior a fi tal que, per cada

	

(x1, . . .,xn),

fi(x1, . . .,xn)=(fj)E(x1, . . .,xn)

F .6 . Hi ha alguna f
7
, anterior a fi , i alguna funció injectiva t de

l- .,m

	

en

	

1, . . .,n , tals que, per cada

	

(x1,. . . . . xn),

fi(x1, . . .,xn)=fj(xt(1) � -xt(m))

ts clar que cada funció de R' és membre duna construcció de funcions de

classe R' . Per a demostrar que cada funció de classe R' és UD nomás caldrá

veure que cada membre d'una tal construcció f1 , . . . ,fr és UD, cosa que farem

per inducció sobre 1'índex i . La' funció f 1 ha de satisfer F .1 . Si f i (x)=

S(x), tenim que y=f1 (x) 414 y-x-1=0, i f1 és UD ;

	

si f1(x1, . . . .xn)=c

	

(cOns-

tant), y=f1(x1, . . .,xn) 4* y-c=0, i f1 ás UD ; si f1(x1, . . .,xn)=xi,

y=f1(x1, . . .,xn) fp y-xi=0, i f1 és UD . Suposem que sabem que fl, . . .,fi-l són

UD, i considerem fi . Si .f i satisfa F .1 procedim com per f1 . Si fi satisfa

F .2 tenim certs predicats UD, P i Q, que, amb la notació de F .2 satisfan

u=f
7
.(x1, . . .,xn) d P(x1 , . . . . xn,u)

v=fk(x1, . . .,xn'Y.z) p Q(x1, . . .,xn .y.Z .v)

Tindrem aleshores, segons el lema 2 .14,

w=fi(x1, . . .,xn .y) eo (3m)CC(O,m)=fj(x1, . . .,xn)

& (Vi4j>.y v C(S(j)m =fk(x1, . . .,xn.j .C(j .m),

& C(y,m)=w3

q (3m)jP(x1, . . .,xn,C(Orm)) & (dj)j(3t)uy+t-j=0]

v Q(x1 , . . . . Xn .j'C(j'm) .C(S(j),m)),

	

& w---c(y,m)]



HH (3m)I(3p)Up=C(O,m) & P(xl, . . .,xn .p)] & (dj)C(at)cy+t-j=01

V (jq)(3r)[q=C(j,m) & r=C(S(j) .m) & Q(xl--xn.j .q.rT& w=C(y,m)]

i aquest predicat és UD, de manera que f
i

és UD.

Si f,
i satisfa F .3, tenim, per certs P i Qj que són UD,

u=fj(xl, . . . .xm) «i P(xl, . . .,xm,u)

v=fs(j)(Yl, . . .,yn) o Qj(yl . . . .,yn,v)

Aleshores

w=fi(yl . . . .,yn) q (3vl, . . .,vm)[P(vl, . . .,vm,w)

& Q1 (yl" . .,yn ,vl )

	

&

	

. . .

	

& Qm(Y1,
. . . . Yn .vm)]

i és clar que f,
i

és UD .

Si f,
i satisfa F .4 sabem, per algun P que és UD. , que

z=f
J
.(xl, . . .,xn .Y) !* P(xl, . . .,xn.Y,z)

i, per tant,

y= fi(xl, . . .,xn .y) «Y=(fJ.) M (x1 , . . .,x )
n

q fj(xl, . . .,xn,y)=0 & (dt)C(3k)ry+k-t=01 V fj (xl" . .,xn,t)#07

g fj(xl, . . .,xn,y)=0 & (dt)[(3k Y y+k-t=o] V -,P(xl, . . .,xn,t,0)1

Si f,
i satisfa F .5 tindrem, per algun P ultradiofantic,

z=fj(xl, . . .,xn .y) t* P(xl, . . .,xn .Y .z) .

w=fi(xl, . . .,xn) <a w= (f
7
.)E(xl, . . .,xn)

01-0 & (dy)[-1P(xl, . . .
.
Xn .Y .0)J1 4w-1=0 & (3Y)[P(xl, . . .,xn.Y .0J]

Finalment, si es satisfa F .6, i si

y=fj(xl, . . .,xm) Eb P(xl, . . .,xm .Y),

tindrem

y=fi(xl, . . .,xn) t> P(xt(1), . . . .xt(In)'y)

a (3yi, . . . .
ym),P(yl . . . .,ym.Y)

	

& Yl=xt(1)

	

&

	

. . .

	

& Ymxt(m) ,

Amb aixó sacaba la demostració del teorema 2 .5 .

Farem una observació sobre els conjunts UD . Es clar que podriem donar un

procediment sistemátic per anar escrivint tots els predicats UD . Aixó fa



que la col " lecció d'aquests predicats sigui numerable i que, per tant, tam-

bé ho sigui la deis conjunts UD . Pero podem fer la seguent observació, que

explicarem a continuació :

2 .16 . Observació . La col " lecció de conjunts UD no és numerable "ultra-

diofánticament" .

Per explicar i justificar la observació associem a cada conjunt A de IN

la seva funció característica

f (n)= 1, si n pertany a A
A

	

O, si no

Es fácil veure que una funció deIN en IN que només pren els valors 0 i 1

és la funció característica d'un conjunt UD si i només si la funció és UD .

Preguntem-nos ara si hi ha alguna f(i,j) ultradiofántica tal que les fun-

cions f(O,j), f(l,j), . . . siguin totes les funcions caracteristiques de sub-

conjunts UD delN . Veurem que no existeix tal f . Considerem doncs qualsevol

f(i,j) ultradiofántica que només prengui els valors 0 i 1, i definim

0, si f(i,i)=l

1, si f(i,i)=0

Es ciar que g no és cap de les funcions f(0,j), f(1,j), etc, i és fácil

veure que g és UD .

3 . Consideracions no formals sobre 1'analisi UD

3 .1 . El COSIRUD . Considerem tres funcions, f, g, h, de IN en IN, amb h(n)

sempre diferent de zero . Llavors

f(n) -g(n),S
h (n)

	

'nEIN

és una successió de racionals . Cada successió de racionals es pot pensar d'

aquesta manera . Usarem, sempre que ens convingui, la notació

3 2

(f-g/h) (n)f(n)-g (n)
h(n)

Es clar, per naturals b i c, que

(b-c1 =(b=c)+(c=b)



b<c 4* (b+1) =c=0

En les consideracions següents tots els quantificadors tenen a ]N com do-

mini .

Suposarem, per no haver de fer excepcions, que t < «

	

per tots els racio-

nals t .

Observem :

í(f-g/h) (n)] nEIN

	

és de Cauchy

(Vn) (3m) (Vr) 1 I(f-g/h) (m+r)-(f-g/h) (m)`<n
El predicat que apareix entre claudátors és equivalent a

n if (m+r) h (m) +g (m)h (m+r) - (g (m+r) h (m) +f (m) h (m+r) )1<h (m) h (m+r)

Per tant, si fem

dl(n,m,r)=(f(m+r)h(m)+g(m)h(m+r))=(g(m+r)h(m)+f(m)h(m+r))

d2(n,m,r)=(g(m+r)h(m)+f(m)h(m+r))=(f(m+r)h(m)+g(m)h(m+r))

d3(n,m,r)=[n(d1(n,m,r)+d2(n,m,r))+ =[h(m+r)h(m)l

d4 (n,m,r)=1=d3 (n,m,r)

tindrem

j(f-g^) (n» nEIN és de Cauchy <p (Vn) (3m) (Vr) Id3 (n,m,r)=0]

Fi (Vn) (3m) (Vr)rd4 (n,m,r)=1j 0 (dn) (3 m) r(d4) E (n,m)=01

0 (Vn) [((d4)E)E(n)=11 d (((d4)E)E)E=0 tac(f-g/h)=0,

si convenim en que c(f-g/h)=(((d4)E)E)E'
Si c(f-g/h)=0, en el qual cas

	

((d4) E)
E

)
E(n) és sempre 1, considerem tam-

bé la funció d(f-g/h), definida com

d (f-g/h) (n) = ((d4) E) M (n),
n

que és, per cada,el mínim m tal que (d4)E(n,m)=0, o que (Vr)rd4 (n,m)=11 ;

aixó és, el mínim m tal que

(Vr) L ~(f-g/h) (m+r)-(f-g/h) (m)j< 1n
Hem demostrat, doncs :

3 .1 .1 . Lema . a) La successió {(f-g/h)(n)j nEIN es de Cauchy si i només si



c(f-g/h)=0 . En aquest cas

(Y n) (V r) [1(f-g/h) (d(f-g/h) (n)+r)-(f-g/h) (d(f-g/h) (n)'< n
i d(f-g/h)(n) és el minim natural amb aquesta propietat .

b) Si f, g i h són UD i c(f-g/h)=0, la funció d(f-g/h) és UD .

Corol-lari . Si f, g i h són UD i la succesió (f-g/h)(n) és creixent i

afitada superiorment, aleshores la funció d(f-g/h) que la exhibeix com de

Cauchy també és UD.

Com deiem en la introducció, es dóna el cas que f, g i h siguin recursi-

ves i que i(f-g/h)(n4 sigui creixent i afitada mentre que d(f-g/h) no és

recursiva . El corol " lari mostra que el fenomen análeg no es presenta en el

cas UD .

Ens interessa ara considerar successions de limits de successions de na-

turals . Comencarem per considerar successions de successions de naturals,

que no seran res més que ternes de funcions, f(i,n), g(i,n), h(i,n), de DI2

.en]N tals que h(i,n) és5empre diferent de zero . Pensem en qualsevol d'a-

questes ternes com en la successió de successions

f(0,n)-g(0,n)

	

f(l,n)-g(l,n)
h(0,n) 'nE]N ' k h(1,n) 'ne]N

Fem fi(n)=f(i,n), gi(n)=g(i,n), hi(n)=h(i,n) .

Si cada una de les (f i -gi/hi)(n) és de Cauchy, és clar que la succes-

sió dels seus limits és de Cauchy si i només si és de Cauchy la successió

i en cas afirmatiu el limit d'aquesta successió és
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(f0-g0/h0 ) (d(f0-90/h0)(0»,

	

(f 1-g1/hl ) (d(f1-gl/h1)(i»,

	

. . .

Definim, en aquest cas,

lim lim f(i,n)-g(i,n)
1 n h(i,n)

fD (n)=fn (d(fn-gn/hn ) (n) )

9D (n)=g
n(d(fn-gn/h n) (n»

hD (n)=hn (d(fn-gn/hn)(n))



i tindrem :

3 .1.2 . Lema . Amb la notació anterior, suposem que cada

	

(fi-gi )(n) és

de Cauchy . Aleshores :

a) La successió Ilñm (fi-9i) (n)}
iEIN

es de Cauchy si i només si

c(fDgD/hD )=0, i en aquest cas

f(i,n)-g(i,n) fD(j)-gD(7)

9D (i)

	

i hD(i)

	

també ho són .

Mm lñm

	

h(i,n)

	

-
ljm

	

hD(j)

b) Si les funcions f(i,n), g(i,n) i h(i,n) són UD, les funcions fD (i),

Resta per comprovar únicament la part b) . Amb aquesta finalitat recons-

trulm les definicions de fD,
gD

i hD. Si revisem la definició de d(f-g/h),

bo i posant fi , g
j
i hj en lloc de f, g, i h, tindrem

dl(j,n,m,r)=(f(j,m+r)h(j,m)+g(j,m)h(j,m+r))=(g(j,m+r)h(j,m)+f(j,m)h(j,m+r))

d2(j,n,m,r)=(g(j,m+r)h(j,m)+f(j,m)h(j,m+r))=(f(j,m+r)h(j,m)+g(j,m)h(j,m+r))

d3(j,n,m,r)= n(d1(j,n,m,r))+d2(j,n,m,r))+1 _ h(j,m+r)h(j,m)

d4 (j,n,m,r)=1=d3 (j,n,m,r)

d(fj -g
j
/hj ) (n)=((d4)E)M(j,n)

Es clar que ((d4)E)M(j,n) és UD . Si fem p(j,n)=n tenim

d(fn-gn/hn)(n)=((d4)E)M(n,n)=((d4)E)M(p(j,n) .p(j,n))

i aquesta funció és UD perque és composició de funcions UD . Per tant fD, gD

i hD són UD .

També podem observar que c(fi-g
i
/h
i

) és UD

	

com a funció de i

	

(si f, g i

h ho són) .

Diguem ara :

3 .1 .3 . Definició . Una successió isnlnEIN de racionals és UD si existe¡-

xen funcions, f, g, h, de IN en IN que són UD i tals que sn=(f-g/h)(n) per

cada n .

3 .1 .4 . Definició . Un nombre real és UD si és límit d'alguna successió UD

de racionals .

3 5



UD si existeixen f, g i h, funcions UD de]NZ en IN, tals que
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3 .1 .5 . Definició . Una successió a0 , al , . . . de reals UD és una successió

a) IRUD es un cos

a,=1im f(i,n)-g(i,n)	percada i1 n

	

h(i,n)

Així, doncs, tots els membres duna successió UD de reals són reals UD;

pero és possible que una successió de reals UD no sigui una successió UD .

Denotarem perIRUD el conjunt de reals UD .

3 .1 .6 . Teorema .

b) Si la successió de reals a0 , al , . . . és UD i de Cauchy, aleshores

lim a . c- IRUD1

La part b) del teorema ja esta demostrada . Demostrarem a) . Suposem que

f(n)-g(n) b=1ima=1im h(n) ,
r(n)-s(n)

t (n)

i que f, g, h, r, s, t són UD . Es clar que les funcions ft+hr, gt+hs, ht,

fr+gs, fs+gr, ft+hs, gt+hr són UD, i amb aixó es mostra que IItUD es clos per

sumes, productes i diferencies . Resta per demostrar que a 6 1RUD quan aga0 i

a E]RUD . Existeix, en aquest cas, m tal que f(m+r)pég(m+r) per tots els r ; i

podem suposar sense perdre generalitat que m=0 . Tenim aleshores

h(n) If(n)-g(n)I
-1 hin)

	

f(n)-g(n)a

	

=1im f(n)-g(n) =lim

	

If(n)-g(n)i

f(n)-g(n) g(n)-f(n)
h (n) f (n ) -g (n)	- h(n) g (n ) -f (n)-hm jf(n)-g(n)u

Sabem que If(n)-g(n)I és UD . Per acabar sera suficient el demostrar en ge-

neral, i si definim c_c =0, que la £unció ~c-d és UD . Tenim, en efecte

_cid _

	

1, si c-d>0

c-d -~ 0, si c=d=0

yero és facil veure que la £unció A tal que A(0)=0 i A(S(n))=1 és UD ; i

aleshores veiem que ¿c-d es UD perque és igual a A(c=d) .



Podem veure que IRUD es numerable ; com que la col lecció de conjunts UD

és numerable també ho és la de les funcions UD, la de les successions UD de

racionals i la dels reals UD . Pero es presenta una situació análoga a la

que es dóna per els conjunts UD ;

3 .1 .7 . Observació .IRUD no es "ultradiofinticament numerable" .

Cada real es pot expresser de manera única com
n a .

1¡m (a0
+5 3 j ),
j=1 10

on els aj són enters, 0 j1 a j <1O per j > 0 i no existeix cap r tal que

(1/s) Iar+s-g1

Considerem qualsevol terna f, g, h de funcions UD de IQ2 en]N, la última

de les quals no s'anul " la mai, i suposem que, per cada j, la successió

S f(7,h(-gñj,n)
nEIN és convergent, i representem el seu limit per c, . Afir-J,

	

7
mem que la llista c0 , cl , . . . no pot contenir tots els reals UD . Efectiva-

ment, expressem cada c . en la forma
7

i .definim bo=a (0) +1,

Es pot demostrar que les funcions

r (n)

t(n)=10n

són UD, i és clar que el real

n (j)
cj=linm(a (3)+Z al )

i=1 10i

1,

	

si

	

j>0

	

i

	

a (j) YÉl

12,

	

si

	

j>0

	

i

	

a
j
j) =l

n

nbO+

	

10n-lbi , si b0 >,0
i=1

-110n-lbi , si b0< 0

	

Illi

0, si b0 ,0
s (n)=

1-10nb0 , si b0< 0



és diferent de tots els c, i és UD .
1

3 .2 . Les algebres CUD c de funcions continues . Seguint el metode de t5j,

considerem ternes de funcions de IN 3 en IN que satisfacin les condicions se-

guents :

A) h(r,s,t)~0 sempre que tyé0

f(r s t)-g(r,s,t)B)

	

' '	=h(r,s,t)

	

h(r',s',t')

	

sempre que ty£0, t'y¿0 i

r-s r'-s'
t t'

Si es satisfan aquestes condicions la terna f, g, h pot ser interpretada

com funció de 1p en Q. Usarem, en aquest cas, per t#0, les notacions
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f(rts)=f(r,s,t), g(r-s)=g(r,s,t), h(rts)=h(r,s,t)

(f-g/h)(r-ss)=(f-g/h)(r,s,t) -f(r,s,t)-g(r,s,t)
t

	

h(r,s,t)

Qualsevol funció de Q en Q es pot mirar d'aquesta manera, com no és di-

ficil comprovar . Si per una tal funció F es satisfa

escriurem F=(f-g/h), si f, g i h satisfan les condicions A) i B) .

3 .2 .1 . Definició . Direm que F : Q -9 Q és UD si existeixen f, g, i h que

són UD, satisfan A) i B) i són tals que F=f-g/h .

Considerem un interval ja,b~ amb extrems racionals . Suposem que

bl-b2 c l-c 2bJ b

	

,

	

c-

	

, bl ,

	

b2 , b, cl, c2 ,

	

c3 naturalsc

	

3
33

Tenim, per f-g/h : Q ->Q,

F(r-s)=(f-g/h) (rts)

f-g/h és uniformement continua en [b,c]nd2
b -b

	

c -c
q (`In) (3 m) (dr,s,t,r' ,s' ,t') [t=0 V t'=0 V rts < 1

b
2 V r s

	

'C

	

2

3

	

3

V r' -st < b1-b2 V r@-s' ~ c1-c2 V r-s -

	

IJ1
t' b3 t' c3 t t' m

d j(f-g/h) (rts)-(f-g/h) (r,- s , )l< n

n b,
lim (b +Y^ 1)=1im r(n)-s (n)
n

	

0 i=1 101

	

t (n)

Si procedim de manera semblant a com s'ha fet a 3 .1 arribarem a que



f-g/h és uniformement continua en [b,c] (1Q 0 (dn) (3m) [k(n,m)=01

Id> (Vn) [kE (n)=1] aU([b,c],f-g/h)=0,

on U([b,c] ,f-g/h)=(kE)E i k(n,m) és certa funció, que és UD sempre que f, g

i h ho siguin .

Si f-g/h és uniformement continua en [b,c]f1 (2, aleshores (1jn) kE(n)=1

	

i

esta definida la funció

D ((b,c] , f-g/h) (n) =km(n)

que ens dóna, per cada n, el minim m tal que

r-s

	

r'-s' 1

	

-s
j(f-g/h) (t) - (f-g/h) (

	

t,

	

)I~ ñ

	

sempre que I rt -

	

t e

	

I~ m
Tenim, doncs :

3 .2 .2 . Lema . La funció f-g/h:C -i Q és uniformement continua en [b,c]l1(Q

si i només si U([b,c],f-g/h)=0 . En aquest cas es satisfá, per rts i rt~s'

en [ b, j,

_r-s _ r'-s'

	

1

	

r-s

	

r'-s
')J9

1
I

	

t

	

t'

	

~~ D:( b,c

	

,f-g/h) (n)

	

~(f-g/h) (t)-(f-g/h) ( t ,

	

ñ

on D([b,c],f-g/h)(n) és, per cada n, el minim natural amb aquesta propietat .

La funció D( b,c ,f-g/h) és UD sempre que f, g i h ho siguin .

3 .2 .3 . Definició . Representarem per <Q
[DIc] el conjunt de les funcions de

[b,cl enIR que són extensions a [b,c], per continuitat, de funcions f-g/h

de C en Q que siguin UD i uniformement contínues en [b,c]gQ . Si k és 1'ex-

tensió duna tal f-g/h posarem

k=f-g/h

3 .2 .4 . Definició. Considerem una successió k0, kl , . . . d'elements dé

QUD

	

Direm que la successió és UD si existeixen funcions f, g, h de ]N4 en
[b, cl

N tals que :

a)

	

Per cada i, si fem f
i
(r,s,t)=f(i,r,s,t), gi

(r,s,t)=g(i,r,s,t),

h
i,(r,s,t)=h(i,r,s,t),

aleshores fi-g
i
/h

i
és funció de C en Q;

b) f, g i h són UD, cada fi-gi/hi es un¡formement continua en[b,c)A Q i

ki=fi
. -gi/h

� per cada i .
i
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La relació que hi ha entre UDq

	

Q(b
cl

i la classe de funcions contínues de

[b,cj eniR s'assembla a la que hi ha entre C? ¡IR . Així com cada real és el

límit d'una successió de racionals, aixi mateix cada funció continua de

tb,cj enIR és el limit duna successió uniformement convergent d'elements

de Q
UD
UD c1

(aquesta afirmació és consequencia del teorema de Stone-Weier-

strass, de que els polinomis amb coeficients reals són tan aproximables com

volguem per polinomis amb coeficients racionals i de que aquests últims són

elements de C`b ci) . Peró de la mateixa manera que definimIRUD diguem ara :

3 .2 .5 . Definició . Representem per CUD c1 la classe de funcions de (b,cj

enIR que són limits de successions UD, uniformement convergents en [ b,j ,

d'elements de QUD
(b, cl .

3 .2 .6 . Definició . Una successió kO , kl , . . . d'elements de CUb c] es UD

si existeixen f, g, h, funcions de IN 5 en IN tals que :

a) f, g i h són UD

b) Si fem f . .(r .s .t)=f(i .i .r .s .t), i analoaament Per cT i h, aleshores,1,] . . . .

	

. .- . . . . .

	

..

per cada (i,j), f
i
,
.j

-g
l,,j

/h
i .j

és una funció de Q en (Q, uniformement conti-

nua en Ib,c] n Q
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c) Per cada i, lfilj -gi,j/hi,j)jeIN convergeix uniformement en Cb,cja ki

3 .3 . Consideració final . Les consideracions que hem estat fent en aques-

ta secció 3 van en el sentit de mostrar que 1'análisi UD pot funcionar molt

bé . Pero : ler) no estem en condicions de fer una exposició sistematica de

1'análisi UD ; 2on) potser el context no formal en el que estem en aquesta

secció no és el millor per intentar aquesta exposició . Per aquestes raons

pensem que tard o d'hora hem de tallar en sec aquestes consideracions, i

escollim aquest moment per fer-ho . Les primeres afirmacions que pensem que

podriem demostrar, pero que ja no demostrarem, són les següents :

Si f CCUD,c

	

1
a EiD , f (a)EIRUD.

CIb , j es una ]R,



Si f o , fl , . . . és una successió UD d'elements de CUb,c3, uniformement

convergent en [b,c~, aleshores lim fie
CUD,cl'

UD x UD
Si kEC[Ic],

íb
kEC

(b, cl
.

Si k EC~b c,

	

i k' existeix i és continua, k' E C [b c]

Si a0 , al,

	

. . . és una successió UD d'elements de II2UD , la successió

n i

	

UD
aix és UD (en relació a qualsevol C Cblcl)

i el radi de convergencia es
i=0
un real UD .

En canvi, no creiem poder demostrar que qualsevol funció f continua en

[b,cl i tal que f(Vb,cin 7RUD) s]RUD hagi de pertanyer a Cíb c] .

4 . La formalització de 1'aritmetica i 1'analisi basades en R', o ul-

tradiofantiques .

4 .1 . Consideracions preliminars . Com recordavem en la introducció, 1'a-

nálisi recursiva es pot veure com un intent de desenvolupar 1'análisi mate-

mática de manera constructiva, intent que ens dóna, pero, una análisi poc

satisfactória des del punt de vista matemátic . I aixó és el que ens porta

a engrandir la classe de les funcions recursives i considerar la classe R`

de les funcions ultradiofantiques (UD) . A la secció anterior hem vist que

hi ha indicis de que 1'análisi basada en aquesta classe de funcions és sa-

tisfactória, matematicáment parlant . Pero ara ens pregunten, des del punt

de vista de la fonamentació, quin avantatge pot comportar aquesta análisi

basada en R' (o analisi UD), que ja no és constructiva, comparada amb al-

tres fonamentacions d'aquesta disciplina, tal com, per exemple, la que es

pot basar en una teoria de conjunts formal . Recordem que Hilbert, en el seu

programa de fonamentació, proposava presentar les teories matemátiques com,

a sistemes que avui anomenariem "sistemes formals" ; exigint, pero, que la

consisténcia de tals sistemes es pogués demostrar per métodes estrictament

"finitaris", val a dir constructivs . Pero es comprova, histbricament si més

no, que a mesura que un sistema formal formalitza regions més amples de la



matemática, més lluny estem de poder demostrar constructivament la seva

consisténcia . I, així, la consisténcia duna teoria de conjunts formal no

s'ha demostrat de cap manera, mentre que la consisténcia de la "aritmcltica

clássica no s'ha demostrat constructivament (vegi's [1]) . Aixó fa pensar

que per a fonamentar 1'aritmctica UD de manera "constructivament consistent"

potser cal cercar formalismes que no siguin, en el sentit técnic del terme,

sistemes formals . Aixó és el que s'ha intentat a [71, on es descriu un for-

malisme "obert" o "recursiu" per a la classe R' de les funcions UD . Aqui

presentarem aquest formalisme, amb alguna millora, i després donarem alguna

indicació de com pensem que es pot usar per desenvo.lupar 1'analis UD .

4' .2 . El formalisme . Presentarem el formalisme crin una categorice de sis-

temes formals . Aixó no vol dir de cal) manera que ens hágim de basar en la

teoria de categories ; és, tantsols, que el llenguatge categóric és escaient

al tema . Els objectes de la categoria seran, doncs, sistemes formals, que

anomenarem "segments" del formalisme . La consisténcia de cada un d'aquests

segments es demostrará constructivament (cosa que ro entra en conElicte amb

cap int(.:rpretació de cap teorema de códel, ja que cada segment només con-

tindrá o formalitzará un tros petit de 1'aritmétic ;) . Tots els segments

tindran el mateix llenguatge ; és a dir que definirem els signes del llen-

guatge, els termes i les fórmules de la mateixa manera per tots els seg-

ments . '~es regles d'irferéncia seran també les mateixes . De fet la lógica

de cada segment sera el cálcul proposicional, que presentarem, peró, sense

fer ús dels signes de conjunció i d'implicació . Hi haurá una col " lecció de

fdrmules, constituida per els "postulats inicials", que seran postulats de

tots el .3 segments, i que no seran altres que els que ens donaran les pro-

pietats de la igualtat . Pero cada segment, llevat riel "segment inicial",

tindrá, de més, altre :c postulats . Les condicions que ens definiran, recur-

sivament, tots els segments, seran els "principis" del formalisme . Demos-
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trarem, al mateix temps que la consisténcia, 1'important metateorema de

"minimalització" .

Disposarem dels enters no negatius per a comptar, indexar, o qualsevol

altre ús constructiu que ens convingui ; i usarem les primeres lletres de

1'alfabet, en minúscules, com a signes auxiliars per a representar-los .Els

signes 1, 2, 3, . . . no seran part del llenguatge del formalisme .

4 .2 .1 . : :ls signes del llenguatge . Són : 0, S, E, M, _,

	

(negació), V

(disjunció), els parentesis (9. les seves variants), la coma, les "varia-

bles" i els "operadora" ; i ara passem a din quina són aquests últims sig

nes . Podem usar com a variables els membres de qualsevol llista infinita de

signes ; pero de fet no tindrem ocasió d'usar les variables d'altra manera

que representades per signes auxiliars . Per a cada enter positiu n hem de

tenir una llista infinita de signes, que seran els operadora de grau n .

Convenim en que S és un operador de grau 1 . Cap dels altres signes que en-

cap9alen la llista de sienes del llenguatge, ni cap variable, no són opera-

dora . E`s convenient, pero no indispensable, que tinguem + i " entre els

operadors de grau 2 .

Usarem les últimes lletres de 1'alfabet, en minúscules, indexades. o no,

com a signes auxiliars per a representar variables . Q'zan en un mateix con-

text apareguin lletres diferents com a representants 3e variables, c:onvin-

drem en que representen variables diferents . Usarem las lletres minúscules

sobre-ratl.iades, indexadas o no, per a representar operadora .

4 .2 .2 . Els termes . Abans de definir--los diguem que les lletres minúscu-

les subratllades, indexades o no, representaran termes . Definim : 1) 0 és un

tenme ; 2) cada variable és un terme ; 3) si f és un operador de grau n, i si

b1_ _bn són termes qualssevol, aleshores les expressioüs f(b

Er(b1�� bn-1) i Mf(b1, . . .,bn-l) són *, =ermes (si n és 1, s'entén que hem de

posar El j. Mi en lloc dels dos últims termes anteriors) ; 4) les rao:is ante-



riors, reiterades, són totes les que fan que una expressió sigui un terme .

Segons la definició, les expressions

0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))), . . .

són termes . Aquests termes s'anomenaran numerals .

4 .2 .3 . Les fórmules . Usarem els signes auxiliars A, B, C, . . .,

etc, per a representar formules . Definim : 1) si b i c són termes, aleshores

b=c i -wb=c són fórmules , que anomenarem guasiatómiques ; i direm que b=c és

atómica ; 2) si Al , A2 , . . ., An són fórmules guasiatómiques, 1'expressió

A1V A12 V . . .V An és formula ; 3) les anteriors són totes les formules . Cal

dir

	

que no distingim entre A1 Y . . .Y An i Al , V . . .V An,

	

, si

	

(1', . . .n') és

una permutació de

	

(1, . . . n) .

Usarem el signe auxiliar s entre dues expressions per a indicar que una

d'elles representa 1'altra, o que les dues representen la mateixa . I usarem,

per a indicar el contrari,

	

.

4 .2 .4 . Substitucions . Diem que

	

són els argumenta del terme

f(bl , ._bn ) (b1 és el p imer argument, b2 el segon , etc) . També diem que

cl , . . .,cn són els argumenta de Eg(c1, . . .,c) i Mg(c l - _c)

	

(en aquest cas

g és operador de grau n+1) . Definim ara els proarguments d'un terme : 1) si

a és un terme, a es proargument de a ; 2) si b és argument d'un proargument

de a, aleshores b és proargument de a ; 3) les raons anteriors són les úni-

ques que fan que una part d'un terme sigui proargument del terme . Cada pro-

argument d'un terme és descrit per alguna expressió de la mena "el terme

mateix", "el tercer argument" ., "el segon argument del primer argument", etc .

Direm que un cert proargument de a és una presencia de b en a si i només si

aquest proargument és b . Usarem 1'expressió auxiliar

per representar el terme que resulta de substituir per d totes les presen-

cies de c en b . I usarem AI(c,d) de la manera analoga, si A és una fórmula .

44

b `(c,d)



Aixi, per exemple, si f representa un operador de grau 2 tindrem

[f(f(C,0),EF(f(0,0)))=Mf(0)] 1 (f(0,0),0)

	

=_ Z (0, El (0) )=MI (0)

També uszrem, si no hi

	

ia confusió, a

	

(xi,,b,)

	

i

	

Aj(xi,bR,) per a repre--

sentar,sentar, respectivament,

a

	

I (x2 ,12 ) . . . 1(xn,bn)

A ~(xl,bl) ((x2,12) . . . I(xn,bn)

Nota : ts clar que f(bl, . . .,bn) no és un proargument de Ef(bl, . . .,bn) .
Més encara : si Ef(bl, . . .,tn) és un terme,

	

f(bl , . . . . bn )

	

no ho és,i viceversa .

Direm que un terme és constant si en ell no hi ha cap presencia de cap

variable . Direm que una fórmula és constant si sén constants tots els ter-

mes que apareixen en ella .

4 .2 .5 . Les regles d'inferencia . En relació a un segment, el signe F an-

teposat a una fórmula indicara que aquesta fórmula és un teorema (del seg-

ment) . Algunes fórmules seran teoremes p , :rque postularem que ho siguin ;

aquests seran els (teoremes) postulats . Altres fórmules; seran teoremes mer-

ces a les regles d'inferéncia . Aquestes són, en cada segment :

R.I .1 . Per qualssevol termes constants b i c,

F b=c 1,c=b

R.I .2 . Per qualsevol formula A i qualssevol termes constants b i c, si

FA aleshores F- A v b=c

	

i

	

F A v ~b=c .

R .I .3 . Reciprocament, si F A v b=c

	

i

	

F- A Y -+b=c, aleshores FA .

4 .2 .6 . Els poostulats inicials . Es donen com esquemes o families de pos-

tulats . Són tres :

E .P .I .l . Per cada numeral b, Fb=b

E .P .I .2 . Per cada dos numerals, b i c, que no siguin el mateix, 1- ,b=c .

E .P .I .3 . Per qualssevol termes constants b, c, d, f . d', si d' s'cbté de

d per substitució duna presencia de b per c, aleshores

1- -ib=c V ,d=f v d' =f



Per exemple, si f és (representa) un operador de grau 2,

F

	

-,0=f (0,0) V ,f (f (0,0) ,Ef (0))=Mf (0) V f (f (0,0) ,Ef (f (0,0)))=Mf (0)

4 .2 .7 . Els segments . Usarem els signes R, S, T, U, . . . per a representar

segments . Abans de definir-los hem de dir, com a primera aproximació, que

un segment és un sistema formal que té el llenguatge i les regles d'infe-

réncia que hem donat, i que té, com a postulats, els postulats inicials i

alguns altres . Escriurem U F A per indicar que la formula A és un teorema

del segment U . Donats un segment U i un terme b, direm que b és un U--nombre,

i escriurem b E Nu- , si sabem com trobar un enter positiu r, i r numerals,

cl, . . ., cr , per als quals poguem demostrar que

Ú 1- b=c1V . . .v b=cr

Direm que un terme f és una U-funció de les variables x1 , . . . ,xn , i escriu-

rem f E N5(x1, . . .,xn), si per cada col lecció de numerals d1 , . . . . dn es com-

pleix que fi(xi,d) C-N5 . Admetem que N~(xl, . . .,xn) és N~ p si n és zero .

Si b és un numeral i c és un terme qualsevol, 1'expressió auxiliar

Sb(c) representa un terme, d'acord amb les convencions seguents :

SO(c)=c ' SS(0)(c)=S(c) , SS(S(0))(c)=S(S(c))

	

etc

Donat qualsevol segment D direm que un operador f és nou per Ú si f no

apareix en cap postulat de (7 que no sigui un cas de E .P .I .3 .

Definim ara els segments, d'acord amb els principis seguents :

PR.l . El sistema formal que té el llenguatge i les regles d'inferéncia

que hem descrit i que té com a únics postulats els postulats inicials és un

segment , el segment inicial .

PR.2 . Si : 1)

	

U és un segment i n un enter no negatiu;2)

	

rENu (xl , . . .,x )n

i

	

sE N~(xl- . .,xn,y,z) ; 3)

	

f és un operador de grau n+l, noú per U; ales-

hores també és un segment el sistema formal que s'obté d'afegir a U els

esquemes de, postulats seguents, per qualssevol numerals bl, . . .,bn,c,d :

(I)

	

%--ir f (xi,b1)=dVf(b1, . . .,bn,0)=d
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(II)

	

sj(xi,b
_i
)¡(y,c)1(z,f(b1, . . �bn ,c))=d V f(bl, . . . .bnS(c))=d

(111) 0

	

F

	

f(1 1 , . . . . bn,0)=0 V Mf(b1, . . . . bn
)=0

(III)'

	

F f(b1, . . .,bn,0)=0 V f(b1 , . . . . bn S(0))=0 V . . .V f(b1, . . . . bn ,c)=0

V -~ f(b1 , . . . .bn,S(c))=0 V Mf(b1 , . . . . bn )=S(c)

(IV)I- -, f (b1, . . . b,c)=0 V Ef(b1 , . . . ,bn)=S (0)

(V) I- Ef(b1 , . . . lbn )=0 V Ef(bl, . . .lbh)=S(0)

(VI) F-

	

mi(bl, . . .,bn)=c V f(b1, . . .,bn,c)=0

(VII)

	

F -1 SS(c)(d)=Mf(bl, . . .,bn) V -i f(bl , . . .,

	

,c)=0

PR.3 . Si : 1) es satisfan les condicions 1), 2) i 3) de PR.2 i V és el

segment que s'obté d'afegir a U els esquemes de postulats (I)-(VII) ; 2) h1 ,

. . .,hp,kl, . . .,kkp,9-1, . . .,9n son U-funcions de zl , . . .,zq ; 3) podem demostrar,

per qualssevol numerals d1, . . .,ddq c, que

V F

	

(hl=kl )

	

di) V. . .V -~ (hp=~) I(z i ,

	

)

V -1f(Y11(z ,

	

l(zi,d ..),c)=0;
i

aleshores també és un segment el sistema formal que s'obté d'afegir a V

1'esquema seguent de postulats, per qualssevol numerals di, . . .,dq,bl, . . . . bn :

(VIII)

	

F

	

(hlkl)~( z i ,di)

	

V. . .V , (h =k )I(zi.,d .)~

V -121(zi,d.)=b V. . .V -14(zi ,d)=b

	

V -1 Ef(b1 , . . . .b )=S(0)-n

	

-n

(en aquest principi s'admet el cas p=0)

PRA. Res no és un segment si no és per les raons anteriors .

4 .2 .8 . Nota sobre la lógica del formalisme . Hauriem pogut definirla

part lógica del formalisme d'una manera aparentment diferent, que hauria

estat la seguent : hauriem admés, com a signes lbgics, ademés de la negació

-1 la disjunció, la conjunció i la implicació, i hauriem dit, en definir les

formules : 1) si b i c són termes, b=c és fórmula ; 2) si A i B són formules,

-I(A), (A)Y(B), (A)&(B) i (A) 4(B) són fórmules . Fet aixó, hauriem dit, com

regles d' inferencia, que totes les formules 'tautológiques són teoremes i

que, si 1- (A) i Y-(A)=>(B), aleshores 1-(B) . Aquesta lógica, que és el cálcul



proposiciDnal, no és esEencialment difarent de la que usem .

4 .2 .9 . Observacions . El metateorema de minimalització . Una vegada postu-

lats (I) i (II) d'acord amb PR .2, en el nou segment '' resulta que

f(xl " . .,xn ,Y) E %(x1- � xn ,Y) i es té, per qualssevol numerals b.i
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V F f(bl, . . .,bn,0)=r1(xi,bi)

v F-

	

f(bl, . . � b	,S(c))=s1(xi , b

	

) I (Y, c) 1(z,f(bl , . . .,bn ,c))

Aixo mostra que PR .2 ens permet d'introduir noves funcions segors 1'es-

quema de recursió primitiva (R' .2 de la introducció) .

Suposem ara que tenim 9 E N
u
(xl, . . .,xm) . Prenem, e.i PR.2, n=-m-1, y=xm ,

r=2-I(xm,0), s=gl(xm,S(xm)), escollim un operador f niu per U i postulem

(I)-(VII) . En el nou segment V tindrem, per qualssevol numerals b ,

V F f (-1b

	

, . . .,bm-1 ,0) =g1 (x1,b-1) . . .1(xm-1 ,bm-1 ) I (xm,0)-

	

-

v 1- f(bl , . . . . bm-,1S(bn))=

	

1(xl ,b_,> . . .I(xm-l,bm_1)j(xm,S(bn))

i aixo no és altra cosa que

per qualssevol numerals b, .

Aixó mostra que podem canviar la notació de g mitjangant la int).oducció

de f(xl, . . .,xn), en notació funcional .

Si h E NU (y l

	

. . . ,yn )

	

i k . E NU(xl� . .,xm), per j=i, . . . . n, es fácil veure

que hl(yi ,ki ) E Nu(xl, . . .,xm) .

Es ciar que b E N~(xl, . . .,xn) per cada numeral b, cada segment U i cada

n. També és ciar que xJ.E Nu
(xl, . . . . xn),

	

si 1'jIn,

	

i que S (x) E Nu(x), per

cada segment U .

Obse n~em també que els esquemes (I)-(VIII) tendeixen a donar a

Ef(xl, . . .,xn)

	

i Mf(xl, . . . .
xn ) els significats de les funcions fE(x :~, . . .,xn)

i fm(xl, .. ."xn) de la introducció . En el mateix sentit tenim la seqüent

afirmaci<i important :

Metateorema de minirralització . Si '=enim U F Ef(bI, . . .,bn)=S(O), alesho-

res Mf (b . 1 , . . .

	

bn

	

E Nú .



Corol " lari . Si U F Ef(b1 ._bn)=5(0) per cada n-ada de numerals bl , . . .,

bn , aleshores Mf(xl, . . .,xn)e N5(xl , . . . . xn ) .

La demostració d'aquest metateorema no és senzilla, i es fará més enda-

vant, junt amb la demostració de la consisténcia .

(Potser convé remarcar que el metateorema no afirma que, donada qualse-

vol f(xl, . . .,xn)C- N5(xl, . . . . Xn )

	

i qualssevol

V f(bl, . . .,b)=cl Y . . .V f(bl, ._bn)=c sigui un teorema) .

numerals b
Ii

, es puguin trobar

numerals c l , . . .,cr per als quals la formula -iEf(bl, . . .,bn)=S(0)

Les observacions anteriors i una lectura atenta dels esquemes

ens mostren que el formalisme ens permet d'introduir qualsevol funció de la

classe R' com a U-fuunció, per algun segment U . Una afirmació que no és ex-

plícita en els esquemes, pero que és fácil de demostrar, és la seguent : per

qualssevol numerals .bl , . . .-bn , si Mf(bl, . . .,b)Cc N~ , aleshores

U H f(b1 . . . .,bn,Mf(bl . . . .,bn» =0

Un altre resultat útil és el seguent :

Metateorema d'inducció . Per qualsevol formula A i qualsevol segment U,

si U§- A1(x .,b .) per qualssevol numerals b,, aleshores U F Aj(x,,b,) sempre

que bi E Nú per cada i .

La demostració d'aquest teorema és fácil i no cal reproduir-la aqui .

4 .2 .10 . Els morfismes . Abans de definir els morfismes donem alguns exem-

ples d'obtenció de segments . A partir del segment inicial, que denotarem I,

recordem que x EN1(x) i que S(z)E N1(x,y,z) . Si hem inclós el signe + entre

els operadors de grau 2, i si fem r=x i saS(z), podem postular, d'acord amb

PR .2,

F

	

b=d v +(b,0)=d

i-

	

S(+(b,c))=d 4 +(b,S(c))=d

etc

per numerals b, c, d qualssevol . Llavors tenim un segment 5 en el que s'ha



introduit la suma en notació funcional . Segons les observacions de 4 .2 .9,

+(x,y) E U(x,y) i té la propietat

U F +(b,0)=b

	

1
sempre que b, c E N-uU F +(b,S(c)=S(+(b,c))

Novament, com que 0 E NU (x)

	

i +(z,x) E Nu (x,y,z), si " és operador de

grau 2 podem postular

F -~ 0=d V " (b,0)=0

F - +( .(b,c),b)=d V " (b, S(c))=d

etc

i així obtenim un segment V en el qual ja tenim la suma i el producte .

Podem anar engrandi.nt aquest segment . Si p representa un operador de

grau 1 diferent de S és facil veure que PR.2 ens permet d'afegir els postu-

lats

i obtenir un segment ú en el qual tindrem també la funció predecessor p,

que satisfa

5 0

W 1- p(0)=0

W t- p(S(b))=b

V -i 0=d v p(0)=d

F -ib=d V p(S(b))=d

etc

sempre que b(- NW

(També tenim, és clar, que els te:oremes de U són teoremes de V, i que

aquests ho són de W) .

Pero en lloc de fer aquesta última postulació hauriem pogut postular,

per exemple, si h és un operador de grau 1 diferent de S,

1- -~ 0=d V h (0) =d

F -i S(0)=d V h(b)_=d

etc

i hauriem obtingut, en lloc de W, un segment W' .



També, al comengar a partir de I, hauriem pogut escollir - en lloc de +

i postular

F

	

b=d V -(b,0)=d

F-

	

S(-(b,c))=d v -(b,S(c))=d

etc

i hauriem obtingut un segment V' en el qual la funció suma es denotaria

per " .

Aquests exemples senzills ja suggereixen prou bé una definició de "mor-

fisme" . Considerem un segment U que hagi estat obtingut mitjangant un se-

guit de postulacions
U U U U

	

U UPl , Ql , P2 . Q2 i . . . r Pt , Qt
Suposem que cada postulació Pi s'ha fet d'acord amb PR.2, i que la corres-

ponent QU ha estat feta d'acord amb PR .2 ; peró admetem la possibilitat quei
aquesta Qi sigui inexistent . En cada parella de postulacions Pi , Qi hi in-

tervenen 1'enter n, 1'operador f, els termes r i s, els entera p i q i els

termes h., kj i

	

de PR .2 i PR .3, que aqui representarem per ni ,

	

ifU , rU,-2.
Su , pU

	

qU , hU

	

kU

	

i

	

(pero aquests última, a partir de pu ,
i

	

i

	

�J. .j

	

-1

	

j

	

i .j

	

i
poden no estar definits, si la postulació QU és inexistent) .

Considerem un altre segment V, donat per les postulacions

Pl r Ql r . . . . , Pu , Qu i

i usem la notació analoga .

Considerem una aplicació my de la unió de la col lecció de termes i la

de fórmules, que apliqui termes en termes i fórmules en fórmules . Direm que

mÚ és un riorfisme de U en V si es satisfan les condiciona següents :

M .1 . Per qualssevol termes b i c,

in~(b=c) = mú(b)=mV-(c)

mÚ(-,b=c) _ -IRÚ(b)=cn-(c)



teix, que deixa fix S i aplica operadors de grau n en operadors de grau n,

i tal que, per cada terme b, mv(b) és el resultat de substituir cada opera-

dor que apareix a b per 1'operador que aquesta aplicació li associa .

M .4 . Existeixen j(1)< j(2) < . . .< j (t) < u tals que
Q7 (i) és existent sem-

pre que Qi ho és i que, excepte per un possible canvi de variables, es sa-

tisfan les condicions

prenem com aplicació m de M .3 la que porta " en +, + en " i deixa tots els

altres operadors fixos .

junt de termes i fórmules en ell mateix és un morfisme de Y en X . En aquest

cas posarem Y< X .

no, un morfisme de U en V .

Si mÚ és un morfisme i U F A, aleshores V F mv(A) .

	

_

Donats U i V podem construir W per al qual hi hagi morfismes mÚ i mV . De

fet, podem construir W posterior a ü .

4 .3 . El punt feble del formalisme . Pensem en un formalisme, que anomena-

rem formalisme-*, en el que, a més dels principis PR .1,2 i 3 anteriors,

tinguéssim el principi

5 2

M .2 . Per qualssevol fórmules quasiatómiques A1 , . . .,An ,

m5(A1V . . .V An ) = MV5(A1 ) V . . .V M-(An )

M.3 . Hi ha una aplicació injectiva m del conjunt d'operadors en ell ma-

n~ a nV

	

, m(fu) a fV

	

, m-(r.) = r~

	

, mv(S .) = s.
i j(i) i 3 (i)

	

U a

	

-3 (i)

	

U �1

	

--J (i)

	

,

Pi _- pj(i) ' qi =_ qj(i)

	

mp(~ .j)

	

hj

ml (-1 .j ) - ~ (i) 1j . mv (9,l .j ) - Ii (i) 'j

Referint-nos als exemples anteriors, tindrem un morfisme de V" en V si

Direm que un segment X és posterior a Y si 1'aplicació idéntica del con-

Observacions . Es comproven fácilment les següents :

Donats Ú i V, es pot comprover en un nombre finit de passos si hi ha, o



PR* . Si U és un segment, i si f i g són operadors de grau n+1 tals que

per cada col , lecció de numerals bl _ _bn ,c, es compleix

U l- f(1?1�� bn,c)=g(bl� . .,bn,c) ;

aleshores també és un segment el sistema formal que s'obté d'afegir a U

1'esquema selüent de postulats, per qualssevol numerals bl , . . .,bn :

F Ef(bl __bn)=Eg(bl, . . .,bn)

És clar que aquest formalismo-* seria més satisfactori, si no fos porque

no hem estat capagos de demostrar constructivament la seva consisténcia .

Potser aquest fracás no és atribuible exclussivament a manca d'habilitat .

Aquesta possibilitat es suggereix en observar que el formalismo-* funciona,

per aixi dir-ho, massa bé, en el sentit que dóna la impressió de permetre

construir un model de 1'aritmetica clássica (segons [13, per exemple) ; i si

aquesta impressió fos just_ficada i es pogués demostrar constructivament la

consisténcia del formalismo-* es tindria, de retop, una demostració cons-
de la consisténcia,tructivaAde 1'aritmetica clássica . No intentarem ara d'aprofondir en aques-

ta questió . Només n'hem paralat per explicar la renúncia a 1'intent d'in-

cloure PR* en el formalisme . El no disposar de PR* en el formalisme impli-

ca clarament una debilitat del mateix que, segons veurem a continuació,ens

obliga a troncar un costum arrelat pero que potser no ha d'impedir un bon

desenvolupament de 1'analisi .

4 .4 . Sobre el desenvolupament de 1'analisi mitjangant el formalisme . No-

més tractarem d'algun punt delicat, per a il " lustrarles dificultats que es

troben . El que hem de fer és utilitzar el formalisme de manera constructi-

va . Aixo és el que es fa quan es vol desenvolupar una teoria matemática en

base a un sistema formal . En el nostre cas tenim, en lloc d'un sistema for-

mal, una categoria de sistemes formals . No hem trobat una manera de trac-

tar amb diferents segments simultániament . Si ens interessen els segments

9 ¡V, no tenim altra manera de tractar-los alhora que mitjangant morfis-



mes mi i mV que ens els englobin en un altre segment W. Ja hem observat

que podem considerar W posterior a U o a V . No cal dir que aquest procedi-

ment és molt comú en matemátiques ; és el que es segueix quan es .fan canvis

de context o de notació . Així, doncs, treballarem sempre en un segment que

podem anar engrandint d'acord amb PR.2 i PR.3 . Ens convindrá, pero, que

qualsevol segment en el que treballem sigui posterior a un cert segment,

que anomenarem "básic", i que ara -definirem . A partir del segment inicial

I introduim, successivament, tal com ho hem fet a 4 .2 .10, els postulats in-

dispensables per a introduir les funcions +(x,y), .(x,y) i p(x), aquesta

última, recordem-ho, amb la propietat

F- p(0)=0

t- p(S(b))=b per cada numeral b

Prenem ara, en PR .2, rex, s=p(z), f== i afegim al segment els postulats

(I)-(VII), que fan que

2 (a,0)=a 1
per numerals a, b

4(a,S(b))=P(=(a,b))

De manera semblant afegim encara els postulats que introdueixen a(x) i

b(x) amb les propietats

r a (0)=0
~( per qualsevol numeral _b

f (a(S(b))=S (0) J

f b(0)=S(0)
per qualsevol numeral _b

F £(S(b))=0 ~

El segment que tenim ara és el segment básic . Qualsevol segment que con-

siderem sera posterior a ell .

Usarem les expressiona auxiliars b+c, b .c, etc per a representar termes

o formules segons les convencions seguents :

b+c a +(b,c)

bc = b " c a " (b,c)
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b=c =(b,c)

b-c~ = (b=c)+(c=b)

b£c = b=c=0

b<c = S(b)6c

Suprimirem paréntesis de la manera habitual .

Aquest segment básic conté una petita part de 1'aritmética recursiva . A

o 141 es poden trobar les demostracions de les propietats de les fun-

cions i relacions anteriors, que són fácilment adaptables al formalisme .

Fem una convenció sobre la notació . Suposem que estem considerant un

segment U . Com que només hem de considerar segments U',U", . . . tals que

i com que, en aquest cas,

U-<.U'-CU-L . . .,

U 1-- A implica U' 1- A, U' F A implica U" 1- A, etc

b EN

	

implica bEN~,

	

,

	

bEN~,

	

implica b EN~ .,

	

, etc

b EN~(xl, . . .,xn)

	

implica bEN5,(xl, . . .,xn), etc

podem suprimir la notació del segment davant del signe H , i també com a

índex, i escriure simplement

1- A , bEN , bEN(xl, . . .,xn)

per a indicar que, per el segment V que estiguem considerant en un moment

donat es compleix V b A , bE NV

	

o b&%(x1 , . . . .xn) .

Direm que una terna de termes, denotada b-c/d, és un racional si bEN,

c E N, d EN i b -l d=0 . En aquest cas escriurem b-c/dEQ.

Direm que una terna b-c/d és una funció fraccionária de xl , . . .,xn si

bEN(xl, . . .,xn), c EN(xl, . . .,xn)

	

i d6N(xl, . . . .xn) . En aquest cas escriurem

b-c/d EQ'(x1, . . . .xn) . Admetem el cas n=0 ; de manera que b-c/dEQ' vol dir

que bEN, CEN i dEN.

A continuació introduirem certes expressions auxiliars per a representar

termes i fórmules .



Si b-c/d E Q'(xl, . . . .
xn )

	

i f-2/h C- Q'(x1, . . . .xn) :

(b-c/d)=(f-S/h) e (bh+fd)-(ch+gdd)/(dh)

(b-c/d) (f-g/h) _ (b-c/d) (f-g/h) = (bf+cLc)-(bbl+ ,-f)/(dh)

- (b-c/d) = c-b/d

(b-c/d) -l = (d(á(b-c)))-(d(á(c=b)))/Ib-cI

(b-c/d)- (f-q/h) _ (b-c/d)+(-(f-r~/h))

Si b-c/d E Q i f-g/h E Q

(b-c/d)== bh+cd=ch+df

(b-c/d)G(f-g/h) _ (bh+gdd)E(ch+fd)

(b-c/d)«f-g/h) z (bh+gd)<(ch+fd)

Donem per demostrades les propietats de les operacions i relaciona ante-

riors, i la de 1'invers multiplicatiu d'un racional no nul .

Considerem ara una terna de funciona de x, b, c i d . Introduim 1'expres-

sió auxiliar F(x) i convenim, per cada tenme t, en que

F(t) _ (bl(x,t))-(c l (x,t))/(dl(x,t))

Suposem ara que F és una successió de racionals , és a din que

1- , d `(x,a)=0, per cada numeral a

Admetem la següent definició :

Definició . Si F(x) és una successió de racionals i tenim un terme

m E N(x)

	

tal que

(1)

	

1- IF(mi(x,n))-F'((m~(x,n))+r)I-C(S(0)-0/S(n))

per cada numeral n i cada numeral r, aleshores direm que F(x) és un succes-

sió de Cauchy .

Suposem que F(x) és (le Cauchy . D'acord amb les de'-inicions obtindrem un

terme f, funció de x, y, z, tal que la formula (1) és

(2)

	

'I- f I(x,n)I(y,ml(x,n))UZ,r)=0, per qualssevol numerals n, r .

Considerem la funció S(0)=f .'Introduim postulats nous que facin, per un

cert operador g i qualssevol numerals kl , k 2 , k 3 , que
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F g(kl ,k2 ,k3 )=S (0)=fI(x,k1)'(Y .k2)'(z,k3)

Aleshores (1) será equivalent a

(4)

	

F g(n,mi(x,n),r)=0, per qualssevol numerals n, r .

Postulem, d'acord amb PR .3,

(5)

	

j- -~ n=b1 y

	

mI(x,n)=b2 V Eg(b1 ,b2)=0, per qualssevol numerals bl1

112 i n .

Com que per cada n podem trobar numerals c, tals que

(5')

	

H m 1(x,n)=cl V . . .V m 1(x,n)=c t ,

podem deduir, per cada numeral n,

(6)

	

b Eg(n,ml(x,n))=0

Introduint postulats nous d'acord amb PR.2 tindrem, per un cert opera-

dor h,

(7)

	

F- h(k 1 ,k2 )=Eg(k1 ,k2 ), per qualssevol numerals kl , k2 .

Per tant, usant (6), podem inferir

(8)

	

F h(n,ml(x,n))=0 per cada numeral n

Utilitzant (5') i el postulat (IV) (per h) tindrem

(9)

	

H EE(n)=S(0) per cada numeral n

Finalment, si, per noves postulacions, tenim

(10)

	

F k(k)=Eh(k) per cada numeral k

també tindrem

(11)

	

F- -i k(n)=0 per cada numeral n,

i podem aleshores, segons PR .3, introduir postulats que facin que

(12)

	

H Ek=O

AiXI, doncs, si F(x) és de Cauchy es satisfá (12) .

Procedim ara a la inversa . Suposem donada una successió de racionals

F(x) i anem introduint, successivament, postulats que facin que es complei-

xin (3), (7) i (10), per certs operadors g, Suposem que aleshores po-

den demostrar (12) . Per l'esquema (IV) (per k) es satisfa llavors (11) ; i,
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segons (10), es satisfa (9) . Pero aleshores tindrem

(8')

	

F- h{n,Mh(n))=0, per cada numeral

i aixo vol dir, per (7), que

(6')

	

!- Eg(n,MF(n))=0 per cada numeral

que significa, per (IV), que

(4')

	

H -i g(n,Mh(n),r)=0 per qualssevol numerals n i r .

Finalment, segons (3),

(2')

	

F- f I(x,n)1(y,bíh(n))1(z,r)=0 per qualssevol numerals

nera que F(x) és de Cauchy .

n,

n,

Així, doncs, en resum : si, a partir d'una succeisió de racionals F(x),

introdu m funcions g(>:,y,z), h(x,y) i k(x) que satisfan (3), (7) i (10),

aleshores F(x) is de Cauchy si i nomás si li- Ek=O .

Ara bé, les introduccions d'aquestes funcions es : poden fer de moltes ma-

neres . Si en lloc d'el.les introduim g'(x,y,z), h'(r,y) i !'(x) no podem

afirmar (perque no diFposem de PR*) que les fórmules -1Ek=0 -4 E!'=0 i

-1 Ek'=0 v Ek=0 siguin teoremes . Aixo ás, les fórmu : .es Ek=0 i E!'=0 no s6n

equivalente, malgrat el fet que H Ek=0 si i nomás : ;i F- Ek'=0 .

n i r, de ma-

Dit duna altra matrera, si pensem en la frase "F(x) és de Cauchy" com a

afirmac.i.ó susceptible de ser verdadera o falsa, aquesta frase no té una

traducc .ió canónica en una fórmula (o en una classe d'equivalencia de fórmu-

les)del llenguatge . Una situació semblant es presenta quan s'ha c.e parlar

de successions de Cauchy que tendeixen a zero, de la noció d'ordre entre

successions de Cauchy, etc .

4 .5 . Demostració constructiva de la consistencia i del metateorema de

minimalització .

4 .5 .1 . Preliminars . Suposem que A és una col-lecció de formules cons-

tanto . Direm que una llista finita de formules,

Al , A2 , . .
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is una deducció a partir de A si cada membre A,2 de la llista satisfá una de-
les condiciona seguents :

A-Ded .l . A, és un element de A ..s

A-Ded.2 . A . és de la forma -i b=c v c=b, on b i c eón termes constante .

A-Ded .3 . Hi ha algun membre A . de la llista, anterior a A,, i alguna

formula quasiatómica constant B, tals que A,iA . V B .

A-Ded .4 . Hi ha membres Aj i Ak de la llista, anteriors a A~i , i alguna

formula atomica constant b=c, tals que A . = A . V b=c i Ak _. A . V --ib=c .

Altrament dit, una tal llista és una deducció a partir de A si cada mem-

ore de la Mista pertany a A o es pot deduir de membres anteriors de la

llista segons les regles R.I .l, 2 i 3 ' (en el cae de R .I .3, A, s'infereix de

dos membres anteriors ; en el cae de R .I .2 s'infereix d'un memore anterior ;

en el cae de R .I .1 podriem dir que A, s'infereix de zero membres anteriors) .R
Si una formula C és memore d'alguna deducció a partir de A direm que C

es dedueix de A, i escriurem

A b C

Si A consta de tots ele postulats d'un segment U 1'afirmació anterior

coincideix amo 1'afirmac ó "C és un teorema de U", que, com ja s'ha dit,

també s'escriu U 1- C .

Per qualsevol funció 1P del conjunt de fórmules constante en el conjunt

escriurem F(A)=V o F(A)=F per indicar, respectivament, que el valor

de F en la formula A és V o F . Una tal fdnció F és una valoració si satisfá

les condiciona següents :

V .1 . F(b=c) = F(c=b), per qualssevol termes constante b i c .

V .2 .

V, si F(~ b=c) = F
F(b=c)

	

_

	

_

	

per qualssevol _b i _c constante
F, si F(~ b--c) = V ~

V . 3 . Per qualssevol A1 , . . .,An quasiatómiques,
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V_, si F(~) _ _V per algun i
F(Al V . . .V ~)_

-~ F, en cas contrari

Direm que una valoració F és compatible amb una fórmula constant A si

F(A) = V . Direm que F és compatible amb una col " lecci6 de formules cons-

tants si és compatible amb cada membre de la col " lecci6 .

4 .5 .1 .1 . Lema . Si A és un conjunt finit de fórmules constants i C és una

fórmula constant, aleshores A %- C si i només si totes les valoracions com-

patibles amb A són compatibles amb C .

És fácil veure que cada membre de cada deducció a partir de A és compa-

tible amb, totes les valoracions compatibles amb A. Reproduirem la demostra-

ció de la recíproca, per autosuficiéncia i per que es vegi el seu carácter

constructiu . Suposarem, doncs, que cada valoració compatible amb A és com-

patible amb C, i donarem la manera de construir una deducció de C a partir

de A . Si la col " lecci6 A és buida vol dir que totes les valoracions són

compatibles amb C, i aixó implica que hi ha alguna fórmula constant b=c tal

C a b=c

	

V -i b=c V . . . .

	

o bé

	

C = b=c

	

V -1 c=b V . . .

Pero aleshores és fácil construir una deducció de C a partir de A, que co-

menea amb la formula

b=c V -i c=b

en el segon cas, o amb les formules

b=c V -, c=b , c=b V -, b=c

	

, b=c V -, c=b V -i b=c

	

,

c=b V -i b=c V b=c , b=c V -+b=c

en el primer cas, i tots ele altres membres de la qual es van obtenint d'a-

cord amb R.I .2 .

Suposem doncs que A no és buida .

Fem una altra simplificaci6 . Observaem que cada una de les formules

X V b=c

	

i

	

X V c=b

	

és deduible de 1'altra i que cada valoració té el ma-

teix valor en ellesy i observem que la situaci6 análoga es presenta si b=c



i c=b estan precedides de -i . De manera que, sense perdre generalitat, sem-

pre que b=c o c=b aparegui en una formula de A podem escollir una d'aques-

tes dues formules i substituir cada aparició de 1'altra per la que hem es-

collit . Aixi, doncs, suposem també que sempre que b=c aparegui en un ele-

ment de A, aleshores c=b no apareix en cap element de A, a menys que b~c .

I també, per les mateixes raons anteriors, podem suposar que, en aquest

cas, c=b no apareix tampoc a C, amó la mateixa excepció trivial .

Escrivim ara la llista, sense repeticions, de totes les fórmules atámi-

ques que apareixen en membres de A, precedides o no de

b1=c l , b2=c2 ,

	

. . .

	

, -n--n
Fem ara

de manera que a C1 no hi apareix cap fórmula atómica que no estigui en la

llista anterior, i que a C2 no hi apareix cap que hi estigui . Donada qual-

sevol F compatible amó A podem construir aleshores una valoració F' tal que

F'(b .=c,)

	

= F(b,=c,)

	

per iel, . . . . n

F- (£2) a¡ F

Aquesta F' també sera compatible amó A i, per tant, amó C ; pero com que

FI(C2)=F, necessáriament F'(C1 )=V, cosa que vol dir que F(C1 )=V . Aixi que

cada valoració compatible amó A és compatible amó C1 . Demostrarem que podem

deduir C1 a partir de A i aleshores, mitjangant R .I .2, ja tindrem una de-

ducció de C a partir de A .

Si Cl és, per algun i, de la forma b =c V -i bi=ci V . . . ja hem vist que

21 és deduible de qualsevol col " lecció de fórmules . Suposarem també que

aquest cas no es dóna .

Farem encara una altra reducció . Si bi=cIi
no apareix a C1 , precedida o

no de -n, considerem les formules

-1 11

	

-1 -1



Es clar que cada valoráció compatible amb A és també compatible amb C' i

C" (perque ho és

Vi d'indexs :
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Cl ) ; i és clar que si tenim deduccions de C' i C" a

partir de A també tindrem una deducció de £1 a partir de A, per R .I .3 .

Així, doncs, per repetició de 1'argument anterior, podem suposar que a

C1 hi apareixen totes le bi=c1 , precedides de -i per alguns i, i no precedi-

des de -, per

	

els altres . Si usem la notaci6

n(b=c) = b=c V. . .V b=c

	

(n vegades),

n(n b=c) a -, b=c V . . .V ~ b=c

	

(n vegades),

tindrem doncs, per certs enters positius mi , i mitjancant, potser, un can-

Cl = ml (bl=c 1 ) Y . . .V mt (bt=ct ) V mt+l ( ~-bt+1~t+1) Y . . .V mn (, bñ°-n)

Considerem la valoració G determinada per

G(b,=C,) = F, si l-<i,<t

G(b,=c " ) = V, si t<ifn

G(b=c) = F, sempre que

	

i b=c 1 c,=b, per l:i<n

Com que cada F compatible amb A és compatible amb C1 , i G no ho és, po-

dem trobar algun element B de A tal que G(B)=F . Pero aixb implica que per

certs enters no negatius m'" es té
1

B . mi(b1cl ) Y . . .V mt(bt~) v mt+1 ( ~-bt+1-.+1) V . . . Y mñ(-, -=-)

És possible que m',> m .

	

per alguns i, pero aixo no és obstacle per cons-
1 1

truir una deducció de C1 a partir de B . Per fer aquest procés hem d'obser-

var que, en general, si A1, . . . . Ar són formules quasiatomiques constants i

b=c és constant, aleshores la seguent llista és una deducció de

b=c V A1V . . .VAr	apartir de

	

b=c V b=c V A1 V . . . V Ar

-~ b=c V c=b ,

	

-, c=b v b=c

	

, -~ b=c V c=b V b=c

	

, -, c=b v b=c V - b=c

	

,

-9 b=c y b=c

	

,

	

b=c v b=c v

	

b=c v b=c

	

V A1 V . . . V A

	

,

b=c V

	

b=c V A1 V . . .V A

	

. b=c V A1 V . . . V Ar

Hem de fer també la observació analoga per " b=c v A1 V " " " V Ar , i



aixo sacaba la demostració del lema 4 .5 .1 .1 .

Direm que la valoració G és posterior a la F, i escriurem F4.G, si

G(dld2 ) = V

	

sempre que

	

F(dld2 ) a V

Anomenarem termes primitius ele que són de les formes f(bl, . . .,bn),

Eg(bl, . . .,bn) i Mg(bl, . . .,bn), on ele b són numerals,f és operador de grau

n, g operador de grau n+l i tant f com g són diferente de S .

Direm que la valoració F és distingida si es satisfan les tres condi-

cions seguents :

V.D .1 . F(c=c)9V per tots ele numerals c duna certa col " lecció IF finita .

V.D .2 . Per certs termes primitius bl , . . .,b , diferente entre ells, i per

certs numerals cl, . .
.,cr de IF , tenim que F(b.=c)=V . Les formules b1=cl ,

. . , br-cr seran anomenades les identitats básiques de F . La col " lecció

d'identitats basiques de F pot ser buida .

Abans de donar la tercera condició considerem qualsevol terme constant d

i fem, reiteradament, mentre sigui possible, la operació de substituir al-

guna presencia d'algun b, de la col" lecció de V.D .2 per el c . corresponent .
R

Quan ja no es pugui fer aquesta operació haurem obtingut un terme d' , que

no depén de 1'ordre en que s'hagin fet les operacions . Si d'E IF escriurem

d C-NF

	

i

	

#d=d' . La tercera condició és :

V .D .3 . Per qualssevol termes constants dl i d2 ,

V, si d1E NF i #d 1=#d2
F(dl=d2) _

F, en cae contrari

Es clar que una valoració distingida F queda determinada per IF i les

YVes identitats básiques .

4 .5 .1 .2 . Lema . Cada valoració distingida F és compatible amb tots ele

casos de E .P .I .2 i E .P .I .3 .

Per E .P .I .2 és obvi . Considerem qualsevol cae de E .P .I .3 :

-. b=c ~/

	

d=f V dlf

	

,



on dl s'obté de d en substituir una presencia de b per c . Si F(b=c)=_F(d=f)

aV vol dir que #b=#c i #dz#f . Considerem la presencia de b en d que, en ser

substituida per c, ens dóna dl . En aquesta presencia de b fem substitucions

de presencies de termes primitius b,i per els corresponents c,, que faran

que aquesta presencia de b quedi substituida per #b . De la mateixa manera,

en la presencia de c en d l que substitueix a la presencia de b en d . que hem

considerat abans, fem substitucions de presencies de bi per c, que ens

portaran a que aquesta presencia de c quedi substituida per #c . D'aquesta

manera, com que #b=#c, haurem substituit la presencies de b en d i la pre-

sencia de c en dl per el mateix numeral, obtenint aixi, a partir de d i dl ,

el mateix terme ; i aixo implica que #da#dl ; i, com que #d=#f, tindrem

#dl=#f i'F(dlf)eV .

Si entenem que b i c són els membres de b=c, direm que un terme d está

present en una fórmula A si hi ha alguna presencia de d en un dels membres

d'alguna de les fórmules atómiques que apareixen a A (precedides o no del

signe -y) . Direm que un terme está present en una col " lecció de fórmules si

está present en alguna de les fórmules de la col-lecció .

Considerem una col "lecció finita .A de fórmules constants . Direm que A és

Glosa si es satisfan les condicions segdents :

CL.1 . Si d, f i b són termes preseüts en A, dels quals b és primitiu, si

c és un numeral tal que la fórmula c=c pertany a A, i si dl s'obté de d en

substituir alguna presencia de b per c, aleshores les fórmules

-~ b=c y -~ d=f V dl=f ,

c=b V -, dlf v d=f

	

,

també pertanyen a A.

CL.2 . Si cl i c2 són numerals diferents i tals que les fórmules cl=c 1 . i

c 2=c2 pertanyen a A, aleshores la formula -n clc2 també pertany a A .

CL .3 . Les formules 0=0 i S(0)=S(0) pertanyen a A .
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Observació . Si A és una col" lecció finita de fórmules constants podem

construir una col" lecció finita B que és la unió de A amb una col " lecció de

casos de E .P .I :2 i E .P .I .3, i que és closa .

Suposem que A és finita closa . Direm que una valoració G és A-distingida

si hi ha alguna valoració distingida F amb les propietats segúents :

V.A-D .1 . IF és el conjunt de numerals c tals que c=c pertany a A.

V .A-D .2 . Per cada identitat básica b=c de F, el,terme primitiu b esta

present en A .

V .A-D .3 . Per qualssevol termes constants d i f,

F(_d=f), si _d i _f estan presents en A
G(d=f)

_~ F, en cas contrari

Si F és una valoració distingida que té les propietats V .A-D .1 i

V.A-D .2, la valoració G determinada per V.A-D .3 és distingida . Les identi-

tats básiques de G són, per definició, les de F .

Si A és una col" lecció finita closa de fórmules constants, cada valora-

ció A-distingida queda perfectament determinada per les seves identitats

básiques .

Cada valoració A-distingida és compatible amb totes les seves identitats

básiques i amb tots els casos de E .P .I .1, 2 i 3 que pertanyen a A .

Si F i G són A-distingides, aleshores F{G si i nomás si totes les iden-

titats básiques de F ho són de G.

4 .5 .1 .3 . Lema . Suposem que A és finita i closa i que G és A-distingida .

Qualsevol valoració H compatible amb totes les identitats básiques de G i

amb tots els casos de E.P .I .1,2 i 3 que pertanyen a A és posterior a G .

Suposem que F és la valoració distingida que determina G, amb identitats

básiques blcl, . . .,br=cr, . Hem de mostrar que H(d=f)-V sempre que d i f es-
=

tiguin presents en A i que #d=-#f . Suposem que #d=c . Aixo vol dir que tenim

una llista de termes



d=á1 , á2 , . . . , át=c-

tal que cada di,, s'obté de t en substituir per c .

	

una presencia de
-q (i)

bper algun j(i) (de 1 a r) . Com que A és Glosa les seguents formules

pertanyen a A :

Com que H és compatible amo aquestes formules i amo les identitats bási-

ques també haurá de ser compatible arrib
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3 (1) ~ (1) V

~ Cj (2) -
b7 (2) V

_b

	

v , dt=a V d

	

=c
-3 (t-1) -~ (t-1)

	

-

	

--t-1 -

dt=c V dt_1=c- - -

, dt_1=c V át-2=c

-1 d3=c V d2=c

á2=c V á1=~

Peró t=c i c ElF , de manera que c=c pertany a A.¡ H(c=c) sV . Per tant

H(t_1c)_V . Usant ara les fórmules següents anem obtenint H(t-2=c)5V ,

. . ., H(dl=c)=V, aixo és H(d=c)=V .

, 12 =c v ál=c

_'!13=c V á2=_c

De manera semblant mostrem que H(f=c)=V=H(c=f)

Considerem ara les seguents fórmules de A :

-C .
=b . V -~ d2

	

-=f v d1=f-

	

(1)~ (1) -

	

-

Cj (t-1) bj (t-1) V

	

tf V t-1=f

Procedint com abans obtindrem H(d=f)=V .

Direm que una valoraci6 és A-normal , per una A finita Glosa, si és A-

distingida, compatible amo A i mínima amo aquestes propietats (segons 1 , or-

dre parcial9 ) . Una valoració A-distingida i compatible amo A será A-normal

si i només si no podem suprimir cap identitat básicasense que deixi de ser



compatible amb A (o bé si no hi ha cap identitat básica) .

A continuació procedirem recursivament per a fer el segment : donada

qualsevol col " lecció finita A de postulats d'un segment . considerarem una

col " lecció finita B de postulats del mateix segment que será closa i con-

tindrá A ; construirem aleshores totes les valoracions B-normals, que cons-

tituiran una col " lecció finita no buida, i veurem que cada valoració com-

patible amh B és compatible amb totes les identitats básiques d'alguna d'a-

questes valoracions B-normals i és, per tant, posterior a ella ; i al mateix

temps demostrarem alguns altres fets interessants . Tot aixó ens permetrá de

demostrar la consisténcia de cada segment i el metateorema de minimalitza-

ció .

4 .5 .2 . Les demostracions . Considerem qualsevol segment U . Aquest seg-

ment, o bé és el segment inicial o s'ha d'haver obtingut, a partir del seg-

ment inicial, per un seguit d'adjuncions de postulats, d'acord amb PR .2 i

PR.3 . Cada adjunció ha determinat un segment, de manera que tenim una suc-

cessió de segments

UO , Ul , . . . , Un

tal que U0 és el segment inicial, Un és U i, per cada i<n, Ui+l s'obté de

Ui per adjunció d'uns esquemes de postulats (I)-(VII), d'acord amb PR .2, o

per adjunció d'un esquema (VIII), d'acord amb PR .3 .

Considerem qualsevol conjunt finit A de postulats de U . Afegim a A casos

de E .P.I .l, 2 i 3 fins a obtenir una col "lecció finita closa B que conté A .

Representem la col , lecció de membres de B que són postulats de Ui per Bi .

Es ciar que cada B,i és closa . Descriurem per cada Bi , recursivament, la

col " lecció de valoracions Bi.-normals, al mateix temps que anirem demostrant

les afirmacions segments :

a .) La col-lecció de valoracions Bi-normals és finita i no buida .i

bi ) Cada valoració compatible amb Bi és posterior á una de les valora-



cions B,-normals .
1

c.) Per qualsevol operador h de grau p+1 i qualssevol numerals bl , . . .,
i

bb , si F(Eh(bl, . . .,bb)=S(0)) = V per cada valoraci6 B1.-normal
F, aleshores

Mh(bl, . . .,bn) és un U1.-nombre .

di ) En cap de les identitats básiques de cada valoraci6 Bi-normal no hi

apareix cap operador nou per Ui .

La nostra i-éssima hipótesi d'inducci8 o recursi6 sera que es satisfan

a.), bc .) i di ) per qualsevol col " lecció finita closa B de postulats

de [l .

Considerem el cas i=0 . El conjunt BO és unió duna col " lecció finita B0

de casos de E .P.I .1 i una col " leccié finita de casos de E .P .I .2 i E .P .I .3 .

La única valoraci6 BO-normal és la valoraci6 BO-distingida que no té cap

identitat básica, valoraci6 que val V en totes les formules c=c que perta-

nyen a B¿ i val F en totes les altres formules atómiques . Es veu fácilment

que es satisfan a_), b_), c_), d_) .
U

	

U - V

	

V

Suposem ara que tenim construida la col-lecci6 de valoracions B
i.-nor-

mals, i que es satisfan a
i
), b

i
), c

i
), d

i
,) . Hem de descriure les valora-

cions B,+, normals i mostrar que es satisfan les condicions análogues .

Hi ha dos casos .

Primer cas . Si Ui+1 s' obté de Ui per PR .2 . En aquest cas Ui+1 s'obté

d'afegir als postulats de Ui els esquemes (I)-(VII), per uns certs termes

r,s i algun operador f, que satisfan les condicions de PR .2 (per U=U,) .

Pensem, per comencar, en les operacions de les dues menes següents, a par-

tir duna valoraci6 Bi+l-distingida G :

d, definint així una nova valoraci6 Bi+l-distingida G' .
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11 ) Si , rj(xi ,b)=d v f(b1, . . .,bn,0)=d és un cas de (I) que pertany a

Bi+1' Si
G(rj(xi ,bi)=d)= V, i si f(bl, . . .,btl,0) no está present en cap de

les identitats básiques de G, afegir a aquestes la identitat f(bl , . . .,bz_ )_



2á) Si la formula

-, 2-1 (x i ,bi) 1 (Y . c) I (z, f (bl , . . .bn,c))=d v f (bl , . . . ,bn ,S (c))=d

és un cas de (II) que pertany a Bi+l, si

G(sI(xi ,bi)I(y,c)I(z,f(b l � � bn,c))=d) = V ,

i si f(bl , . . . . b n ,S(c)) no está present en cap de les identitats básiques de

G, afegir f(b1� �n ,S(c))=d a aquestes identitats, obtenint així una nova

valoració Bi+l-distingida G' .

Considerem ara qualsevol valoració B,-normal F . Prenem GeF en les des-i
cripcions de les operacions anteriors i efectuem, si podem, una operació

de qualsevol d'aquestes dues menes, obtenint així una nova valoració Bi+l
distingida F' . Prenem ara, en les descripcions anteriors, G=F' i tornem a

efectuar, si podem, una operació duna d'aquestes menes, etc . Obtindrem ai-

xí, finalment, quan ja no poguem efectuar cap d'aquestes operacions, una

valoració Bi+l-distingida F1 , que té les propietats sequents : F1 és poste-

rior a F i és compatible wnb tots els casos de (I) i (II) que pertanyen a

Bi+l' i cada valoració posterior a F que és compatible amb tots aquests ca-

sos és posterior a F1 . Aquestes observacions es comproven fácilment (podri-

em tenir dificultats si oblidéssim alguns detalls tals com, per exemple,

que per cap valoració distingida H no és possible que H(b=c)-_H(b=,c' )=V si

c i c' són numerals diferents)

Pensem ara en les operacions de les tres menes seguents, a partir duna

valoració Bi+l distingida G :

31 )

	

Si ~ f(1 1 , . . . . bn,0)=0 V Mf(bl , . . . .bn)=0 és un cas de

	

(III) 0 que per-

tany a Bi+l, si G(f(b1, . . .,bn,0)=V, i si Mf(bl�� bn ) no est .T present en

cap de les identitats básiques de G, afegir Mf(bl, . . .,bn)=0 a aquestes

identitats, obtenint així una nova valoració Bi+l-distingida G' .

4á)

	

Si la fórmula



f (111 , . . . . bn O)=0 .v

	

fQ11, . . . .bn O)=0 v. . .V f (bl , . . . . bn,c)=0

V

	

-nf(b1, . . . . bn ,S(c))=0 v Mf(1 1 , . . . . bn)=S(c)

és un cas de

	

(III)' que pertany a B i+1' si

G(f(b1, . . . . bn,S(c))=0) _ v ,

G(f(b1, . . .,bn .0)=0) a . . . = G(f(bl, . . .,bn,c)=0)

i si Mf(b1, . . .,bn) no está .present en cap de les identitats básiques de G,

afegir Mf(bl , . . . . bn)=S(c) a aquestes identitats, obtenint aixi una nova va-

loració Bi+l distingida G' .

5 1 ) Si la fórmula
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F

v -, f(b1, . . �bn,S(c))=0 .v Mf(bl , . . . . bn)=S(c)

és un cas de (III)' que pertany a Bi+l, si

G(f(b1, . . . . bn S(c))=0)

	

r. v

G(f(b1, . . .,bn,0)=0) a . . . a G(f(bl, . . .,bn,c)=0)

f(11 . . . .,bn,0)=0 v f(21, . . .,bn,S(0))=0 y . . .y f(1 1 , . . . .bn,c)=0

G(Mf(b,, . . . . b_)=S(c))

	

a F

	

,-1 -1l

i si d és un numeral de la llista 0, S(0), . . ., c tal que f(bl, . . .,bn,d) no

está present en cap de les identitats básiques de G, afegir f(bl , . . . .bn d)

a aquestes identitats, obtenint així una nova valoració Bi+l distingida G' .

Tornem ara a considerar qualsevol valoració Bi-normal F, i considerem la

valoració F1 que hem obtingut abans per operacions de les menes 11) i 2á) .

Efectuem, si podem, prenent G=F1 , una operació de les menes 3á), 4á), 5á),

obtenint així una nova valoració Bi+l distingida Fi ; prenem ara G=Fi i tor-

nem, si podem, a efectuar una d'aquestes operacions, obtenint una altra va-

loració Bi+l-distingida F1, etc ; fins a arribar a una valoració F2 per a la

qual ja no és possible (per G:-:I 2 ) efectuar cap operació de les dites menes .

La operació composta que ens porta a F2 es pot fer, en general, de moltes

aneres diferents . Considerem totes les valoracions que es poden obtenir a

partir de F de la manera indicada, que denotarem F2 .1' F2 .2'

	

. . ., F2 .t'



Tindrem aleshores que cada F2,j és una valoració B
i+l-distingida posterior

a F compatible amb tots els casos de (I), (11), (111) 0 , (111)', (VI) i

(VII) que pertanyen a Bi+l , i que cada valoració posterior a F compatible

amb els dits casos és posterior a alguna de les F
2,j'

Pensem ara en les operacions de la mena següent, a partir duna valora-

ció Bi+l-distingida G :

6á) Si -n f(bl, . . .,bn,c)=0 V Ef(bl, . . .,b)=S(0) és un cas de (IV) que

pertany a Bitl' si G(f(bl, . . .,bn,c)=0)=V, i si Ef(bl, . . .,bn) no está pre-

sent en cap de les identitats básiques de G, afegir a aquestes identitats

la fórmula Ef(bl" . .,bn)=S(0), obtenint així una nova valoració
Bi+l-dis-

tingida G' .

Escollim una F2,j
i fem, per G=F

2,j,
una operació de la mena 6á), si és

possible ; amb la nova
F',j

així obtinguda tornem a fer una operació d'a-
2

questa mena, etc, fins a arribar a una F
3,j

per a la qual ja no es pot fer

cap operació d'aquesta mena . A partir de cada F
2 .J

obtenim aixi una sola

F3,j . Tindrem aleshores una col-lecció de valoracions, F 3,l, F3,2'

F3,t , que tenen les propietats seguents : Cada F3,j és una valoració
Bi+l

distingida posterior a F compatible amb tots els casos de (I), (II), (III) 0 ,

(III)', (IV), (VI) i (VII) que pertanyen a Bi+l ; i cada valoració posterior

a F i compatible amb aquests casos és posterior a alguna de les F
3,j -

Considerem, per acabar, les operacions de la mena següent, a partir d'u-

na G que sigui Bi+l-distingida :

71)

	

Si Ef(bl , . . . . bn)=0 V Ef(bl, . . . .bn)=S(0) és un cas de

	

(V) que per-

tany a B
i+1' i si Ef(bl, . . .,bn) no está present en cap de les identitats

básiques de G, afegir a aquestes la identitat,Ef(b l , . . .,bn)=0 o la identi-

tat Ef(bl, . . .,b)=S(0), obtenint així una nova valoració Bi+l-distingida G' .

Escollim alguna F
3 , j

, fem GZF3,j i fem, si podem, una operació de la me-

na 7á) ; amb la valoració així obtinguda tornem a fer, si podem, una opera-



ció d'aquesta mena, i aixi successivament fins arribar a una valoració amb

la qual ja no poguem fer cap operació de la mena 7á) . Com que aquest seguit

d'operacions es pot fer de moltes maneres diferents ubtindrem, a partir de

cada F3,j, una col " lecció de valoracions,

	

F3,j,1'

	

. . . .

	

F3,j,n(j)- Canviem

de notació,

	

designant les valoracions F3 1 1

	

,

	

. .

	

1

	

F3,t,n(t)

	

per El4,1 '

. . . ' F4,v(F)' Tindrem aleshores : cada F4 j és una valoració Bi+l-djstingi -

da posterior a F compatible amb Bi+l ; cada valoració posterior a F compati-

ble amb Bi+l es posterior a alguna de les F4,j'

Canviem novament la notació, i designem per

G1 , G 2 , . . ., GW

els elements de la unió de les col-leccions {F4 1' . . . .F4,v(F)1, per totes

les valoracions Bi+l-normals F . Es comprova sense massa dificultat que les

Gi són les valoracions Bi+l-normals, i. que es satisfan al+l )' bi+l )

	

i

di+l)' Comprovarem ara que també es satisfa ci+l ) . Si h és f, les condi-

cions G (Ef(b_ _b )=S(0)) s V (per cada j) signifiquen que no hem tingut
_:_11 u

	

-

ocasió de fer cap operació de la mena 7a ) (ja que en cas contrari tindriem,

per algun j, que G .(Ef(b1, . . .,b)=0) a V) ; pero també vol dir, aleshores,
J -

	

-
Ze hem estat obligats a fer G

J
.(Ef(b1, . . .,bn)=S(0)) a V per una operació de

-

	

-
la mena 6á), per cada j, cosa que implica que hi ha algun numeral c, tal

que Gj(f(b1, . . . . bn ,cj)=0) = V . Aixo implica, segons bi+l ), que

G(f(b1, . . .,bn,c1)=0 V . . .V f(b1, . . .,bn,cw)=0) a V

per cada G compatible amb Bi+l i, segons el lema 4 .5 .1 .1, que Mf(b1 , . . . lbn )

is un U,,,-nombre . Suposem ara que h no és f, i que Gj(Eh(b1, . . . . bn)=S(0))

V per cada G
J

. . Considerem, per cada j, la valoració B
i
-normal F a la qual

-
Gj és posterior . Afirmem que F(Eh(b1 � � bp)=S(0)) a V . Efectivament, en

anar definint, a partir de F, mitjanQant operacions de les menes la ) -7a),

les valoracions que ens porten finalment a G
J
., no canviem el valor

F(Eh(b1, . . .lbn)=S(0)) ; de manera que, com que per cada F que és Bi-normal
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hi ha una G . posterior a ella, tindrem F(Eh(bl, . . .,b)=S(0)) a V per cada
7

	

-
valoració B1.-normal i, per hipotesi recursiva, Mh(bl, . . .,bn) és un Ui-nom-

bre . Pero cada Ui-nombre és U,+,-nombre . Així s'acaba la demostració en

aquest primer cas .

Segon cas . Si Ui+l s'obté de Ui per PR .3 . Sense perdre generalitat, po-

sem i+l en lloc de i . D'aquesta manera podem aprofitar la discussió del

primer cas sense canviar de notació, si suposem que els segments U i V de

PR.3 són Ui i Ui+1' respectivament . El segment Ui+2 és el que s'obté d'afe-

gir a Ui+l 1'esquema (VIII) :

H -~ (hlkl ) ~(z i ,~)

	

V. . .V

	

(hpkp) j(z i ,-)

~glj (zi' d )-b1 V. . .V -~

	

I(zi ,d )=bn V -~El (b1__bn)=S(0)

amb el supost que hl, . . .,hp,kl, . . .,kp,~l, . . .,~n són U1.-funcions-de z l , . . .,

zq i que, per qualssevol numerals dl , . . .,dd c,

(1)

	

Ui+l 1- -1 (h 1=k1 )I(z i ,di ) V . . .v

	

(hpkp) j(z i ,di )

V ' f(911bi,dd) . . . . .an1(zi,d
Ii
),c)=o

la nostra tasca, en aquest segon cas, será la de suprimir les G . no com-
7

patibles amb Bi+2 . Haurem de veure que les romanents seran les Bi+2-nor-

mals, i que satisfaran ai+2 ), bi+2 ) ' ci+2) i di+2 ) .

Suposem que els casos de (VIII) que pertanyen a Bi+2 són

(hlkl ) I (zi ,

	

) V . . .V -, (-p -p ((zi,di)

,1ll(zi,dz)=bi 1/ . . .V .~gnl(zi,di)=

	

V -,Ef(bi, . . .,b )=S(0)

per jal, . . . . t, on els d,

	

i b,

	

són numerals .

Les valoracions no compatibles amb Bi+2' que hem d'eliminar, són les Gk

que satisfan, per algun j :

(2)

	

Gk ( (hlkl)

	

(zi ,d1) .) a . . . a Gk ((-pk~) I (zi ,R)) a Gk (g1 I (zi ,

	

)=bi)

. . . a Gk (gn1(zi ,~)=b) = Gk(Ef(bi, . . . . b3)=S(0) = V

La primera cosa que hem. de veure és que no suprimim d'aquesta manera to-

tes les Gk .



Usem, per simplificar, la notació

Suposem, en contra del que volem demostrar, que cada Gk satisfa (2) per

algun j .

Suposem aleshores, amb la notació del primer cas, que Gk és posterior a

F3,r . Observem que

Pensem en tots els indexs j tals que

Si, en el procés d'obtenir Gk a partir de F3 r, haguéssim tingut oportuni-

tat de fer alguna operació de la mena 71) en relació a la formula

per cada un d'aquests j, hauriem pogut construir una valoració Gk, tal que,

per cada un d'aquests j,

i, per tant,

i tindriem aleshores una valoració Bi+l-normal Gk, que no satisfaria (2),

contra el que estem suposant .

Alxl, doncs, si cada Gk satisfa (2) hi ha d'haver, per cada k, un índex

j(k) que satisfa (2) tal que

i per al qual no tenim, a partir de F3 r, ocasió de fer cap operació de la

mena 71 ) relativa a la formula

j (k)

	

j (k)

	

j (k)

	

j (k)El(b1, . . .,b

	

)=0 V Ef(bl	, . . .,bn

	

)=S(0) ,

i aixo vol dir que
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A3 a (h =k )i(z .,d3), per lí<s,<p
S

	

-S -s

	

i i

-AP+t

	

gt' (Zi'-dy,)-bt' Per l~t6n

Gk (~) = F3 rW ) per 1-i<p+n

F3,rW ) = V per 1L--i :lp+n

Ef(bi, . . .,~)=0 V Ef(bi, . .- lb )=S(0)

Gk,(Ef(bi, . . .,b3)=0) z_ V

Gk,(Ef(bi, . . .,b1)=S(0)) a F

F

	

(A~ (k) ) = V per l*i<.p+n3,r -2

	

-

F3,r(Ef(bi(k), . . .,b(k))=S(0)) s V



Peró si ara pensem en la valoració F2 r de la qual s'obté F3,r per una

operació de la mena 6á), veiem que aleshores hem de tenir un numeral ck tal

que

F2,r(f(bi(k) . . . bn (	i k)=0) s: V

Observem que
F3,r val el mateix que F2 r en la formula anterior . Fem

Tenim, doncs :

Si cada Gk satisfá (2) per algun j, podem trobar, per cada k, un índex

j(k) i un numeral ck tals que

Aixo últim vol dir que

(3)

	

Gk (Ai(
1
1) V A.

	

V . . .V ~(w)) - V , per cada k i cada funció i

de l1, . . . . wi en Si, . . . .p+n+11 .

Gk ( 1A
~(k))

	

s: V per l*ií5p+n+l

Donat que les Aj (k) són fórmules atomiques, la hipótesi d'inducció ensR
diu aleshores que cada valoració compatible amb Bi+1 val V en les formules

(3), i el lema 4 .5 .1 .1 ens diu que

Bi+l F A.(1) V . . . VAi(w)

	

Per cada i :il, . . .,w}itl, . . .,p+n+1}

i, per tant,

(4)

	

u

	

F

	

A](l) V . . .V A7
y.

(w)

	

per cada

	

. . . .p+n+l1i+l i(1) -(w)
Recordem també que (1) implica, per cada k,

(5)

	

Ui+1 F -, A1 V
. . .V ~

	

V

	

f(911 (zi,d

	

(k))

	

(z,,--l (k) ) ,

	

)=0
-1

	

Ek
Tenim, doncs, en resum, que si cada Gk satisfés (2) per algun j, s hau-

rien de satisfer (4) i (5) . Pero, usant alguns casos de E .P .I .3, no és més

que un exercici el mostrar que de (4) i (5) es dedueixen

Ui+1} f(bi(k) . . . .b;(k)Ek)=0

Ara bé, aixo no és possible : en aquest cas podriem trobar una col " lecció

finita closa Bi+1 de postulats de 5i+l de la qual es deduirien les dues



fórmules anteriors, i tindriem aleshores, per hipotesi d'inducció, alguna

valoració (de fet, qualsevol valoració Bi+l-normal) que valdria V i F en la

formula f(bi(k1 . . .,~(k)Ek)=O .

En conclusió, entre les Gk hi ha algunes valoracions compatibles amb

Bi+2 que no hem de suprimir . Fet aixo no és dificil demostrar que aquestes

són les Bi+2-normals, i que es satisfan al+2), bi+2 ) i di+2 ) .
Hem de veure ara que també es satisfa ci+2) .
Suposem primer que 1'operador h de ci+2) no és f, i suposem que

Gk(Eh(bl, . . .,b )=S(0) = V per cada valoració Bi+2-normal Gk . Aixó vol dir-p -

que cada valoració Bi+l normal Gk que satisfá la condició

Gk(Eh(bl, . . .,bp)=S(0)) s F

s'ha d'haver suprimit perque satisfa (2) . Aleshores arribem, de manera sem-

blant a com hem procedit en la demostració inmediatament anterior, a que

Ui+1 F Eh(bl, . . .,bb)=S(0)

Aleshores nodem trobar una col " lecció finita closa B',' ., de postulats deitl

Ui+1 tal que B +11- Eh (bl, . . .,bb)=S(0), que vol dir quez

	

-P

nombre .

G(Eh(bl, . . . .bp)=S(O) = V per cada valoració B +1 normal G;

i, per inducció, MF(bl , . . . l b ) és U,+ ,-nombre i, en consequéncia, és Ui+2

Suposem, per acabar, que 1'operador h de c-í+2) és f, i suposem que

Gk(Ef(bl, . . . . bn)=S(0)) = V per cada valoració Bi+2-normal Gk . Aquest cas es

resol en observar que si hem de suprimir, perque satisfan (2), totes les Gk

tals que Gk(Ef(bl, . . .,bn)=S(O)) = F, aleshores només resten les Gk en les

que s'ha introduit la identitat basica Ef(bl, . . .,bn)=S(O) per una operació

de la mena 6á) . La justificació d'aquesta afirmació no és dificil .

Amb aixó sacaba la descripció de les valoracions Bi-normals i la demos-

tració de

	

a .),

	

bi),

	

ci ),

	

di)

	

per i=0,

	

1, . . .,

	

n .i

Feta la demostració anterior ja tenim demostrada la consisténcia de U :
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si fos possible, per alguna fórmula atómica A, que U§- A i UF- -,A , tin-

driem també una col " lecció finita closa B de postulats de U tal que B F A

i B%--IA . Pero aleshores, per qualsevol valoració B-normal F tindriem

F(A)=V i F(A)=-F, cosa que no és possible, ja que la col " lecció de valora-

cions B-normals no és buida (segons an» .

També obtenim fácilment el metateorema de minimalització : si

U F Eh- (bl, . . .,bbp)=S(0) tindrem, com abans, B i- Eh(bl, . . .,bbp)=S(0) . Alesho-

res, per cada valoració B-normal F tindrem F(Eh(bl, . . .,bb)=S(0)) = V i,per

cn),

	

Mh(bl, . . .,b )E N-n

	

.
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