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BLGEBRA DE LAS FUNCIONES HOLOMORFAS SCBRE EL DISCO PROLONGABLES POR CONTI-
NUIDAD JUNTC CON SUS DERIVADAS EN UN PUNTO SEGUN COMPACTOS NO TANGENCIALES

Joaguin M Ortega Aramburu

Abstract: We characterize the closed ideals of the locally convex algebra
of analytic functions in the unit disc whose derivatives have a nontangen-
tial limit in a point of the boundary. A theorem ahout spectral synthesis

in this algebra is also proved. This paper completes the previous work (4)

of the author.

Introduccidn: Sea D el disco unidad |z| <1 . Consideremos Kr el compac
to limitade por las dos tangentes trazadas desde z=-1 a la circunferen-
cia |z|=r<1 junto con el arco en |z|=r limitade por las mismas y a
distancia mayor de z=-l1 . Sea por ofra parte P 0O<a<l la imagen de

I por la aplicacidn w= (z+—1}a— 1 ({dererminacidn principal de la misma,
es decir, con la imagen ¥, contenida em D).

Consideremos el Zlgebra A de las funciones holomorfas en D y que se ex-
tienden por continuidad asi como todas sus derivadas a z=-1 segin los
compactos K _ . Coincide con la obtenida sustituyendo los’ K por los com-
pactos ¥, . Tambi&n coincide con el dlgebra de las funciomes que admiten
desarrollo asintdtice en z= -1 segin los compactos Kr (2).

El Adlgebra A se puede identificar con liE Xn(Kr) donde Am(Kr) es el
Algebra de las funciones holomorfas en Kr y prolongables por continuidad
junto con sus derivadas a Kr {anilogamente con Du) . A tiene entonces
estructura de dlgebra m.l.c, de Fré&chet y su topologia es la de la conver-
gencia uniforme de las funciones y sus derivadas sobre las Kr (o ﬁu) .
El espectro del Algebra puede identificarse con D U {p}' con su topologia

natural,



Es conocida (1) la descripecidn en términos de funciones holomorfas, o mejor
en términos de gérmenes de funciones holomorfas en el ® , del dual topold-
gico de A . Asi si TeA' y es prolongable a un elemento Tei:Am(Kr)' se
define la funcién indic;triz iT(w) = Te{a%z} , definida en CKr . Puede re
cuperars? T a parFir de iT por medio de la igualdad

T(p) = VIEd Iﬂ

ciable a krozos, contenida en CKr y que rodea a K. ip pelinomio (que

iT(w) p(w} dw ; donde £ es una curva simple cerrada, diferen

son densos en A).

El propbsito de este trabajo es dar un teorema de estructura de todos los
ideales de A y como consecuencia probar un tecrema de sintesis espectral
para los mismos. Se observa gue, a diferencia de lo que ocurre con el dlge-
bra de las funciones holomorfas en D que se prolongan por continuidad jun
to con sus derivadas segiin disceos tangentes a D (4) , en el presente teore

ma de estructura no aparecen los factores singulares interiores.

Veamos en primer lugar como la factorizacidn de las restricciones de los ele

mentos de A a cada 0, da una factorizacidn canbnica en que no aparecen

factores singulares.



Teorema l: Sea ¢ wuna representacidn conforme de D en un dominio P <D
que es el dominio interior limitade por una curva de Jeordan rectificable.
Sea ¢ extendidc por continuidad a D y si I=1{z; |z2[ =1} supengamos que
fnr v q;"(i) 1 T) rienen medida cero en [ . Entonces si £ es del dlge
bra del disco y funcidn exterior, se verifica que f° ¢ es tambiBn exterior
en D,

En efecto, es suficiente probar gue:

Ll -
log| (601 - 5= f log|£(¢(e™™)) |du
=T

Ahora bien, para casi todo uwel se verifica cb(elu}eD y por ser f exte-

rior se tiene:

. T it iu .
log|£(Ce)} = % Re I e—lé-i‘l(ﬁ—)— log| f(e*t)]ar
1u
e - ¢le )
Tenemos entonces que calcular:
T T it iu .
&Lz I du J Re eTti-dL(Eﬁl loglf(elt)ldt
LR 7 e -¢le )
RN (eiu)
puesto gue para todo ¢t c.p.t u Re 4——-—— 2 0 , podemos aplicar el
y e-p T yeelY
e -d{e

teorema de Fubini ya que
1 e’ C 4+ 9(e™™) e*F+ 4(0)
Wt L, qw TR
e~ ¢le ) e —-${(0)

para todo t con e gPNT » es decir, c.p.t. [ ; pues es suficiente

aplicar el teorema de la media a las funciones:

ety ${rz)
et - $(rz)

y verificar que, puesto que

eit + ¢ {rz)

3 £ K para |z[g1 rg1l
e —¢(rz)

podemos pasar al limite bajo el signo integral.



Calculando entonces:

[ it
L I e &1 0(0)
2m it

_'ﬁ e -

log{f(eit) |de = leg|£(¢0))|

pues f es exterior en D , hemos terminado.
ObsErvese que la condicifn del teorema depende del dominio ¥ y no de la par

ticular representacidn conforme.

-Corolario 1: Sean U, € P, dominios acotades limitados por curvas de Jerdan
rectificables T, , I, . Sean ¢, , §, representaciones conformes de D en
P, yen U, respectivamente. Sea f:f)z—rc continua con f° ¢, exterior
¥ supongamos que ﬁl nr, vy (b-l(pl i T,}) sean de medida cero en T, 7y en
T' respectivameute; entonces f°¢, es exterior.

En efecto, basta considerar el terema 1 aplicado a fe¢ ¢, y al dominio
D=¢;! °¢,(D) = ¢;l(91) que verifica que D AT = ¢;i(f31 N T, esde medi-
da 0 enelbordede T y ¢, °¢,(DNT) =¢;, (D, NF,) loesen T .

De hecho hemos identificado mediante ¢, D con D,

Corolario 2: Sea f = (fa)aA = 1im Aw(DG) . 81 £y es exterior para un
—_ — 1
Da_i . lo es fu2 para cada %,_ZC Dal' Andlogo enunciado para los K,

Tampblen puede pasarse de un Kr a un VG 51 l\rl ) UO'. ¥ ia 1nrersac-

1
¢idn de sus fronteras es {-1} .

Teorema 2: Sea 0<B<a<l vy consideremos una funrciln singular en ¥ co

—i+z ¢
rrespondiente a € Itz , A20 en D respecto a la representacidn confor
A—2+(w+1}” @
(wr1) Vo

me W= (z+ l)a— 1 ; es decir f(w) = e Entonces la funcidn
fe ¢B es exterior.

En efecto, hemos de verificar que la funcidn en D :

J\-2~1-(z+1)"3’{°“ 2
B/ Bla
glz) = £((z+DPo1) = o (D) - etee (D) -
i
_;\_Y
= eA - e (241) , B<y<l , es exterior.
©) t " -2
Se tiene que log 3% o _ax . Calculemos ahora —— Re ————— dt .
; ah 20 3 (elt-!- I)Y



1 -y cos Y
Observemos que -2 Re ———— = -2 A

(elt-l- I)Y ccusY

Llam=mos FE al arco obtenido suprimiendo de [ el arco contenido en el

que es integrable.

rafer (o]

disco de centro z=-1 y radic € y por Ye el arco del circule centrado
en -1 y radio £ que esti contenido en D . Podemes calcular por resi-
duos:

=23

J — gz = 2Ti{-2X)
PLUY, (z+1) ¥z

Por otra parte la integral sobre 7Y, cuande &—+0 tiende hacia cero ya

-2 +1 - - .
que Z2A(zt1) ~——{ uniformemente en Y_ ., De aqui que nuestra integral
(z+1)¥z 20 £
queda
m -2X
[ Re o dt = 2n{-2X) como queriamos probar.
T {a” + ].}Y

Teorema 3: Sea ¢:D — ¥, D la representaciBn w=¢{z)= (z#1}%- 1y sea
f(2) un producto de Blaske correspondiente a un conjunto Q, de ceros
{an} pertenecientes a D . Entonces fo¢ da una factorizacién em D en
un producto de Blaske por una funcidn exterior.

a-z o]

En efecto, sea f{z} = 10l —
[ -::cﬂgﬂql l-(lnz o

o -p(z) o_|

£o 92y = M ——— 2
n® 16 ¢2) %
*Q,=Q NPy y consideremos el correspondiente producto de Blaske:

It

y sean 0O = ¢{Bn) , para otnef?a . Llamemos

Sn"z 18nI

Hemos de probar que fe° ¢(z)/g(z) es exterior, Se trata de verificar que

f{9<o>>§ _d ]“ log\ f(¢<eft>>| i@

log = ==
g{0} Zn - g(elt}
Calculémos, entonces, esta dltima integral:

a_ -¢(e")

o l—&nab(elt) o - pee’t)

o5 J E log B _ it + E log Tt dt
| e eQ, L o €Q,7Q, 1-a 9(e"")
I—Bnelt ’



o ~9e™®)

ObsErvese que <l e.p.t. t asi como que:

1-5_¢(e* %)
o,-9(e*t) | 1B - e’
= ; <1.
1-5,06e™ 0 |/ [1- ™

Ahora bien:

o, - 9(e’t)

L (" 1-3_¢(e*") n | @ - ¢lre ) fB -re
n Lol n n
7n [ og| T 3T |4 = hm.ﬂ[ log| o ik T
=] B -e T+l 1 l—and){re 3} 1- Bnre |

a - 40} /sn— Q
l-a.60) / 1-B.0

donde esta Ultima igualdad se deduce del teorema de la media.

= lim log

r+r

Para los sumandos en que unaQ1~Qz y ané ﬁa los argumentos se repiten y la
& - $(0)
1—un¢(0)

Para el caso en que @ perteneaca 2 la frontera de P, como en los cases
n

integral queda log

. | - it - :
énterlores b Lm' log|l - o ¢{e ¥|de = log|l-—an¢(0)| .

Es suficiente comprobar que:;

T .
1 it it
5 Iw loglan-¢(el Hde = log|an— ¢{0)| para o = pte’ ")

Se tiene

w . .
51; [ log [#(e" ") - 9(e* ) |dt = Log|a_~ ¢(0)| +
-
$(e*%) - 6(0)
1 - ——;E——'"——""—' gt
ole’" )-4(0)

1 L
+ 3;-[‘ log
=il

Veamos que esta altima integral es nula. Sea Fe el arco de T exterior al
disco de centro e*t? ¥ radio £ . Completemos T con un arco Y, del ¢ir

- £
. 1 - .
culo de centro e °° ¥ radio € y contenido en D .

o
! log{1l - iE%g)_;Li) %?—ﬁ 0
11
I'QU Ye



Por otra parte el limite de la integral sobre YS cuando £— 0 es cerc ya
que

i i o
{ ett4ettoyyo g

[+
n

{Eelt + eltﬂ_eltolk log 1 -

< gk(logl (eit°+ 1% - (eita-t- 1+ E‘.eit)a|(+ iloglan”) £

< €5 log Ke+ €° lim lo_|~—0
T Dgwg
Gbsérvese que este argumento puede repetirse para ¢ cualquiera que sea pro-
longable a una funcifn holomorfa en un entorno de cada Bn con til’(Bn)i‘ 0.
El teorema 3 puede entonces darse sustituyendo Do: por un U tal gque
ir
a -¢le” )

¢ (DA D) sea de medida cero en ¥ para que I =
}

[ 1-a o(e

¢.p.t. €t ¥ que la funcifn ¢ se prolongue a una funcidn holomorfa en un

sea menorque |

entorne de cada Bn como antes hemos considerado.

Teoremz 4: Sea f= ([ )eA = lim Am(Da} . La factorizaciin de cada f_<~¢_ es
2eorems 4 _ a a

de la forma producto de Blaske por upa funcidn exterior.
En efecto sea fEA y o tal que £, °¢ra tenga como Onico posible cero en
|z| =1 el z=-i1 . Es conocido {lema 6 de {3)) que en la factorizacidm r.'ané

nica de fa" ¢0‘. la parte singular tiene una medida ascciada c¢on soporte con
A—H—z

- - . + .
tenide en les ceros de fuoq)a , es decir, es del tipo e itz , Azl . Apli

cande zhora el corsclario 2, teorems 2 y teorema 3 se tendrd qlue fB° ¢8 para
B<@¢ tiene una factorizacidn cambnica en que no aparece ningin factor singu-
lar, Este razonamiento puede aplicarse para cada B con 0<8<l .

Estamos va en condiciones de establecer el tecrema de estructura de los idea-
les cerrados de A . Para feA denotamos Z(f) = [zeD U {1} ; £f{z}=...
c..=f2) =0} . Si I es un ideal de A , z"(1}=fgI 2ME)

27(1) = N z™(I) . Lliamemos I(Z(I}) al conjunto de los fgA tales que para
cada n=0,1,...,0 , z2"(£) > z2°(1) .

L4

Teorema 5: Sea I un ideal cerrado de A , Se verifica I=I(Z(I}) .
En efecto, si I,=1{(Z(1}) tenemos Ic— I, y llamemos J= {fed;€1, < 1} .
J es un ideal cerradoc de A que contiene 2 I . Por otra parte se cumple

que Z%I) cz°°(1) . En efecto, si a _perteneciera a Zn(I) pere no a

k1



ntl

a 2 {I} existiria feI coen aEZn(f)*ZMI(f} ; glz) =—f—(z)——

)
ot {z-a)
y h{z} = (z-a) 1H{z) con H{z)}eA se tiene gh=fHel , luego geJ

£¢Ad ¥y si

hel,
y g{a)} #0 . Tendremos entonces que © bien Z°{J) = ¢ en cuyo case J = A
y por tante I=1,6 o bien 29J) = 21} = {-1} . Consideremos este {ltimo

caso. Precisamos ahora del siguiente lema:

Lema: Existen funciones extericres er‘Am(D) k=1,2,... tales que

Zo(Fk) = Zw(Fk) = {-1} y tal que si heA con z7(h) = {-1} entonces
{?kh}—*h en A

Puede darse una demostracidn anZloga a la del lema & de (4) que a sv vez se
deduce del teorema 3.3 de {5).

El teorema gquedard probado si demostramos que los Fk pertenecen a J ;
pues en este caso si ‘nsIo R Fkh—rh y si Fkhel tendremos que hel vy
habremos terminade.

Para ver que las F, pertenecen a J basta ver gque son incidentes a las
Testc AT,

Sea TEJLC A' supongamos sea continua respecto a la convergencia uniforme
de las funciomes y derivadas hasta el order n-simc sobre Kr . Es conpcido

que sobre los peolinomios T{p) = 5%_1- !ﬁ iT(w) p{w} du donde £ es una curva

- . .- .. .
contenida en LE , diferenciable a trozos y gque rodea Kr . Tomando
Kok < Da puede tomarse come curva £ la unidn de un arco del borde

1
de Du exterior a un disco de centro -1 y radio € junto con un arco de

la circunferencia centrada en -1 y radic € exterior a U, .

Ahora bien si feA com () = {-1} , £f(z) = (z+l)n+zg(2) con g{z)eA .

Por otro lado gz} = lim pn(z} en A, P polinomios en z vy tendremos
. +
T(pn(z)(z+1)n+2 = Flz J 1w (@) (1) ™ 2
3P

De la acctacidn {l} de iT{w) pn(w) (t.aﬁl)m'2 puede pasarse al limite bajo el

signo integral y tendremos que la expresidn:

T{f) =L. i f{w)dw es vdlida para feA con Zw{f) = {-1}
2ni 30 T .
o

Se trata entonces de ver gque

i (wF, (widw = C
Jyp, 9%

12



Ahoraz bien la anterior integral es igual a:

Jn 1o (0e N F, KDY 07 (1) + dettae
—1
para ¢{z) = (z+1)a— 1, luego ¢°{z) = c,x(z-'i-l)m’_1

Obsérvese que la funcidn i,r(¢»(eit))?k(¢(eit)) « ' {e?%) + 1T extendida
por continuidad dando el valor 0 enm 2z=-1 es5 una funcidn continua en .
Consideremos el subespacic de H? de los elementos del tipo p{z)+ f° ¢ pa-
ra feJ , p polinomio en z . Es un subespacio invariante de H? por el
producto por z . Su adherencia en H? es por el teorema de Beurling §«H2
con § interior. Ahora bien por ser 2°%{J)={-1} y los elementos £° ¢

con f£J no tener factores singulares se sigue que S5=1 vy, por tante,

gxisten anJ ’ pn(z) pelinemios en z tales que:
lo (2) « £ o #(2) - 1]|, —> ©

. -1 . =
Por otra parte, las funclones Pp° o] son continuas en qu y holomorfas
en su interior, luego existe (teorema de Mergelyan por ejemplo} una suce-
s5ibn de polinomios 9, tales gque:

>
Sup !qn(w)—pnoqb_l{m)l « —E —— | con €, 0

we D, TR
o Jo que es equivalente

sup lq_» ¢(2) ~p (2] i ol 5 —0
zch ’
De aqui que:

lago bt o ¢- 1, <flage o £ o 0=p £, 0l *+lfo + £,00-1l, <
€Cllqo @t cp-p £ o0l 5+ lp, - £ "o L}, —=0
Tendremos entonces gue:
T . . - .
I 1p(8(e F, (9™ )y - 9" () i et =
~T
n . . . . -
= 1w J 10 N @)+ 97y s i et e q (o)) -
N oig
. fn(¢(elt))dt = lim IaD iT(z)Fk(z)qn(z)fn(z}dz
a

pexo q rf - F eJ y por tanto la imtegral es O y el limite tambifn serd

Cero como queriamos probar.
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Corolaric 3 (sintesis espectral en A): Tode ideal cerrado de A es intersec
cidn de primarios cerrades. -

En efecto I =11 nmn , donde @~ recorre los ceres de 1 ¥y pan es el
ideal primario cerrado de los f de A tales que en o, tienen un cero de

multiplicidad la que tenia I
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