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BIFURCACIONS GENRRIQUES D'ATRACTORS EN SISTEMES DE REACCIO I
DIFUSIN.

Angel Calsina Ballesta

ABSTRACT.

In this work we write down in some detail the bifurcation theory of
stationary states of reaction-diffusion equations.

First, we prove, adapting notes of looss on the Navier-Stokes equations,
that under some weak hypothesis a reaction-diffusion equation defines a
differentiable dynamical systems in the Sobolev space H2 with some boundary
conditions. Then it is proven that a rest point where the infinitessimal
generator of the jinear part of the system has a spectrum in the left hand
piane is stable. We prove then that when , depending on a parameter, a sim-
ple eigenvalue crosses to the right hand plane, a bifurcation appears (gene-
rically). In the last chapter we propose a model for dune formation, which
does not have the pretension of being faithful, but which illustrates how

the theory given is useful.

Memdria presentada per a optar al grau de Llicenciat en Ciéncies
Matem3atiques.
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INTRODUCCIG

Les equacions de reaccid i difusid sén de la forma
(*)  ug = flu) +dau

on u @&s upa funcid vectorial de t , el temps, i x , la posicid en un do-
mini espacial R . uy és la derivada respecte a t de u , d €s la matriu
diagonal dels coeficients de difusid i & és la Japlaciana aplicada a cada una
de les components de uy

Aquestes equacions serveixen de model per a fendmens de la biologia i
la quimica, quan, per una banda les espdcies reaccionen entre elles a cada
punt, i, per 1'altra, es mouen cap a gradients negatius de concentracid.

La majoria dels estudis fets fins ara d'aquestsmodels es deuen a bid-
legs i quimics. L'any 1937 FISHER(*) va donar ja un model de reaccid i di-
fusiﬁ per a explicar la difusid de gens mutants. En els darrers anys, ens
trobem una série de treballs en que models d'aquest tipus son utilitzats per
a explicar fenomens de morfogenesi , &s a dir,de Cmﬂunadistribuéié homogénia
de les especies reacfants es torna inestable, en variar un parametre, i es
bifurca d'ella una solucid estable no homogénia,

Entre aquests treballs destaguem els de SEGEL, GIERER-MEINHARDT, PRI-
GOGINE, NICOLIS-PRIGOGINE i MURRAY. '

Fls métodes matematics son trets dels que ja eren utilitzats, sense
una analisi rigurosa en 1'estudi de fendmens similars en hidrodinamica, per
exemple per CHANDRASEKHAR.

.L'anﬁ1isi matematica gue dona suport a aquests mdtodes es base en la
teoria d'equacions parabdliques, i 1'exposicid més %nfiuent pot ser la de
FRIEDMAN, encara que no estudia especificament els problemes esmentats.

E1 que déna sentit a parlar d'estabilitat i bifurcacid per a equacions

(*) E1s noms en majGscula indiquen referéncies bibliografiques, que es tro-
ben al final del treball.
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de reaccid i difusid i, en general, per a equacions parasb11ques,és que per-
meten definir,en un espai de funcions escaient, un {semi) sistema dindmic,
on es compta amb un gran bagatge de conceptes i metodes. Entre els estudis
que prenen aquest punt de vista, ens trobem els de Kilhofer i 10055 sobre
les equacions de Navier-Stokes.

Pel que fa a 1'estudi matematic de les bifurcacions,destaquem els
treballs de SATTINGER.

En 21 treball de PERELL@ as planteja el problema de la fonamentacid
dels metodes utititzats en 1'estudis dels fendmens morfogeretics. Pretenenm
aqui. assolir aquesta fita, adaptant els procediments de Friedman, Iooss i
Satﬁngera aquesta fonamentacid.

Aguest treball consta de tres capitols. En el primer es demostra que
1'equacié (*) defineix un semisistema dinﬁm%c, amotllant al nostre proble
ma una demostracid de looss.

En el segon capitol es senten les bases tedriques que permetran estu-
diar 1'estabilitat dels punts d'equilibri de (*) i les seves posibles bi-
ﬁkcacions. El.métode utilitzat per a 1'estudi de les bifurcacions &s el co-
negut com a métode de Liapunov-Schmidt.

Per d1tim, en el tercer capitol es déna un model de reaccié i difusid
per a un fendomen que pertany a un camp completament diferent dels esmentats:
la formacié de dunes en el desert. Aquest model no pretén explicar de forma
realista el fenomen i, més que res, ha de servir com a exemple d*aplicacid
de 1es_t§cniques descrites en el capitols anteriors.

Per acabar, vull manifestar e] meu agraiment al Dr. Carles Perelld
per la forma en qué ha dirigit aquest treball i per 1'interés demostrat;
aixi com a en Joan Sola-Morales i en Xavier Mora per les seves indicacions
i suggeriments que tant m'han ajudat en % meva tasca, I vull també fer
pales el meu reconeixement a tots els professors de la Seccid de Matematigues

~de la U.A.B. que m'han brindat 1a seva ajuda i amistat.
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CAPITOL 1
EXISTENCIA, UNICITAT, REGULARITAT, DEPENOENCIA RESPECTE A

CONDICIONS INICIALS.

INTRODUCCIO

Considerem sistemes d'equacions parabdliques de la forma
au _
(1}-§f = dau + f(u)

on u(x,t)e R ,» X€0 obert connex acotat de R" amb frontera ap regular
{de classe Cz) iteR;

d &s un vector de m components (dl,...,dm) tals que d; >0 ¥i.

da  és un operador diagonal d'ordre m x m de manera que cada terme

de Ta diagonal és dia, on A representa 1'operador laplacia

32 . . a2
3% o ax2
1 n
f &s una aplicacid suficientment regular entre R" i R™.
Imposem la seguent condicid a la frontera per a la solucid u:
(2) - u(x,t) =0 Vxeom
IV
3u

™ és, per definicié, la derivada de u respecte al vector normal a

i %% {x,t) = « gradxu(x,t), n> . Aquesta condicid a la frontera corres-

pen al que s'anomena problema de Neumann homogeni.
Imposem també condicions inicials per a 1a solucié u:

(3) u{x,0) = u (x) W¥xen

- . m
uo(x) és una funcid de @ en R
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Donarem teoremes d'existéncia i unicitat de solucions per al pro-
blema de valors inicials i valors a la frontera (1), (2), {3) en certs
espais de funcions i de continuitat i diferenciabilitat respecte a les
condicions inicials.

Notacid

Denctem per Hz(n,.é% ) 1a completacid en norma Hztﬁ) del conjunt
{uelﬁz(ﬁ, R -g—:—aﬂ=0}

siguin D= (W (e, 2 N, H = (L))", K= (11(2))" on els KX()
spn els espais de Sobolev d'ordre k sobre LZ(Q}. En particular
HO(q) = L%(0).

Sigui F 1'aplicacié induida a D per f. €5 a dir, si ueD, definim
Flu) (x} = flu{x}).

Demostrarem en aquest capitol que si f: R"+ R™ é&s de classe C2,
Vlavors F aplica D en K i &s continuament diferenciable de Frechet.

En aquesta situacid resoldrem el seguent prob]ema-de Cauchy, que és

una versié particular, pero prou general, del {1) {2} (3).

gl:j_; dau + F(u)
(4)
u{0) = u, € D

Direm gue una aplicacid u é&s solucid de {4) si:

we C{10,T7,0) 0 cL(10,T1.H)

u(0)=u0
‘du _
_t- = dAu + F(U)

Entenent Y = lim Y t+hh-u(t} en H.

dt
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Notem que mentre que a 4u les derivades sén distribucionals, a

du
dt
gonal definit abans.

1a derivada és 1'habitual, pero amb valors a H.da &s 1'operador dia-

Demostrarem doncs:
Teorema V Ug € D existeix TTuo) >0 i una (nica solucid de (4) definida

per a tota T«:T*(uo). A més, si T*<e | Tim sup]u|D= ®
T+T* tel0,1]

Teorema Per acada t<T {u ), 1'aplicacid F,:D » D que fa correspandre

au,e D 1a solucid ult) de (4) és de classe 52.

1. EQUACIO D'EVOLUCIO EN ABSTRACTE

En aguesta seccid provarem els teorémes esmentats anteriorment per a
equacions abstractes més generals que (4) seguint una demostracid que es
troba en el capitol VII de Iooss perp sense suposar analiticitat per a la F.

Siguin K i H dos espais de Hilbert, tals que K esta continuament
encabit en H. Suposem un operador lintal tancat L definit a H amb domini
dens D. Suposem gue L genera un semigrup analitic quasiacotat d'aperadors
linials eLt en H.

Nota: L genera un semigrup anal ftic quasiacotat si existeix un
vy e R tal que L=vI + A, on A és el generador infinitessimal d'un semi-

grup analitic. Aleshores és clar que eLt = eYt e'ﬂ‘t

vt
1€Lt|<Ce

Per l1a definicié de semigrup analitic, vegi‘s Friedmann

Si definim a D el segient producte escalar:

(u,v)D = (uv)y + Ly, Lv)y
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D &s un espaj de Hilbert en virtut del seguent:

Lemma 1.1 Sigui T un operador Tinjal amb domini D déns a B espai de Banach.

Definim a D 1a norma
|ulG = |u| + |Tu] {norma del graf)
Llavors, D és G-complet si i només si T &s tancat.

Demostracio

a) Provem que si T &s tancat, D és G-complet.

Sigui tuy < D una successid de Cauchy pera lanorma|.|G. Aleshores,
{un} i {Tun] son de Cauchy a B, Per tant, existeixen u, veB tals gue
T1im U, =u, Tim Tun= v en B. Com T &s tancat (té la grifica tancada),
uel i Tu=v. Llavors |un-u]B >0 i 1Tun— Tu|B + 0 i, per tant.

Tim u,=u en D; &s a dir, D &s G-complet.

b) Provem ara que si D &s G-complet, T &s tancat.

Sigui’{un} CD tal que u_ +u i Tun + v amb Ta norma de B. Llavars

n
{u,} &s una successid de Cauchy amb la norma |.[G. Com D &s G-complet,

existeix u' e D tal que Yim u, =u' en D. En particular, u_ +u' en B i, per

n
unicitat, u' =ueD.

Liavors:

[Tu-v|g < |Tu-Tu Jg + |Tu -v|g = [T(u-u g +

o [Tu-vlg < [u-uglg + [Tup-vlg ~ O
Per tant Ty =v i T &5 tancat.

Suposem, a més, que D estd continuament encabit en K i que tenim

la segyent acotacid:

5) |t oy <k teloTl
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{Observi's que e te L{X,D) perque X esta inclds continuament en H).

fs té el segient Tewma:
Lesma 1.2 Una condicid equivalent a (5) &8s que existeixin M>01 §>0

tals que

(-2 g oy € e s ce (0,81

La idea de la demostracid, que es pot trobar a {looss, VII, 17), és

la seguent:

Lt

De Vlanaliticitat de ¢~ i de la norma de D es sequeix que

\eLtuoig 5_C(|viD + %—luo-v{H), per te {0,T]
Si es compleix la desigualtat del lemma, tenim, per & U, € Ki
v ={I-tL}-1uc, t>0, que
M
IVIQ iJE ]u(}l}(
A més, com que |v-uo]K E_M\ﬁtluoik s'obté {5} aplicant 1a desigual-

Lt
tat trobada per a e 'u |y

Be (5) s*obtd la desigualtat del lemma tenint en compte que

(I-EL)'I = ;-I e'tfseLtdt.
£ /0

Nesaltres velem resoldre 1'equacid d'evolucid seguent:

) FrolutMu L wec(iosti.n}n c'(fo.t) .4
u(0)=uoeD

on Me Cl(D,K); M 1 DM transperten acoptats en acotats i DM{0} =0,
Recordem que C' (10,7}, ¢, é&s 1*espai de Banach de les funcions de
classe " de [0,T] en 1'espai de Banach B amb la norma:
r

- {k)
u = L g (t)
SERE k=0 tueplﬁ,ﬂ!u '8
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Equacid 1inial no homogenea

Tractarem primerament el problewa devolucid

o+ (1) wec®(e,11,0) 0 cleto, T, 1)

(7) .
u{0} =uoeD

on L &s el mateix operador d'abans i f s una aplicacid de 10,71 en K de
classe ¢°.
Els seglients dos Temmes s6n una versid adaptada al nostre cas de

[ looss, pags. VII.3, 4]:

. . Lt . Lt C
Lemma 1.3 Si el semigrup e és tal que |e IL(K,D) < Y per a
te{o,7]
Llavors:
Lt Ls 1/2
|e“*-e IL(K,D} ¢y {Ins -int+ |t s|7°), t,s, €{0,T1.
Demostracié

Lt, R N _
(k.o < tI/Z implica iLe iL(K,H) < t1/2

Qpnimialains |
ta desiguaitat e

Lt

Aleshores, tenint en compte e““ue Domini(f‘) VneN sfueH i que

LeLtu=eLtu=eLtLu siueb,

(2Lt L 2.Lt2 L2 _ L Lt/2 Ltg2
L% gk = 1L gy = e e oy =
< { —-~§~—7 )2 < EEE- st te(0,7]
- (t/Z)I/ t

0'altra banda:

t deLtT .

Lt L ) _
e " ey ! Js - 9TLik,R) 'f[ Let el oy <

t
172 172 1/2
< I ;{%7 dr = |t 12 sl | < Clt-sf /

3
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= 2C2|1n t - 1ns] per s,t e {0,T)
Per tant

t Ls _ Lt .Ls Lt | .Ls
lem e ,py Tl e gy oIte e ey <
1/2
< C{1Tn t - tns| + ft-s]7/7)

t

Lema 1.4 L'aplicacid t -+ v(t)= J eL(t'T)f(r)dt és de classe C¥ de {0,T]
0

en D.

Demostracié Sigui h>0

t+h
\!'(t * h)- V[t) =Jt(eL(t+h—T}_ EL(t_T))f(T)dT- n J ¥ EL(t“'h-T}f(T)dT
0 t

Direm |f|T,K= iup[0 T]|f(t)[K
€

Liavers, denotant per [f| a [fi; .:

t+h t+h
L{t+h-7) C 1/2
(8} J e f{o)d|, < [ s | fldT = 2ChT S F|
e bl i k

t
(9) |Jt{eL(t+h-r)_EL(t-T)f(T)dT]D 5_le|JU(1n(t+h-r)—1n(t-T] + h1/2)dT -
0

Tn{1+h/t-1) t
CfI{RlIn g - ——— - (1 + )] Y
-t h/t-n t-r ©

C|f|l hinf T+t In{l + _J +h 1n(1 + h) + thle] -

= D(hlfz) quan h + 0
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(8) 1 (39) impliquen que v &s continua.
Es evident que L &s acotat com aoperada de D en H. Per tant LveC({0,T},H}.

E1 seguent lemma, que no hem trobat demostrat enlloc, ens &s necessari:

Lemma 1.5 Una aplicacidé f de [0,T| en un espai de Banach B continua i amb

derivada per la dreta f; continua, és deriﬁab]e amb continuitat.

Demostracié L'enunciat é&s cert si B=R. Aixd es demostra fent veure que el
teorema del valor mitjd &s valid per a funcions continues amb derivada per la

dreta continua (via teorema de Rolle), i després veient gue existeix

1im N fiil:%ﬁi:ﬂl i &s igual a f;(x}.
Ara definim g{t) = j f;{r}dt + £{0}
0

Pel teorema fonamental dd calcul, g é&s derivable i b'(t} = f;(t).

Sigui oeB' {dual topologic de B).of &s una aplicacid de {0,T] a
R continua i amb defivada per la dreta, cf;, contfnua.PeI_fet anterior, of
és derivable i (of)' =of,.

Perd og(t) =Jtcf;(1)dr + of(0) &s derivable: {og{(t))'=of (t).

Per tant, la fgncié agl{t)- of{t) és constant. Perd, de og{0) = of(Q),
tindrem que o{g(t)-f(t} =0.

Aplicant el teorema de Hahn-Banach, deduim que f{t) = g(t) i, per
tant, f &s derivable amb continuitat.

Amb aquest preliminars, podem demostrar:
Teorema 1.1 Férmula de variacié de parametres:

E1 problema d'evelucid (7) té una (nica solucid
Lt t L{t-T)}
u{ty=e u_+ [ e f{t}dx
0
0
Demostracid
a) Unicitat- Siguin Uy i Uiy dues splucions de (7). Llavors w= up-up compleix:
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ool weC(10,T1L0) 0 cHro,Ty L0
w0} =0

Llavers, si t < T, é% eL(T't)w(t)= —eL(T‘t}Lw(t) + eL(T't]w‘(t) =0

Integrant els dos membres de la ijgualtat:

: |
0=J0( 4Tty g = Byl < win

b) Existéncia- Hem de provar que

t
u(t) =eLtu0 + J eL(t-T)f(T)dT &s solucid de {7).
0

L'apiicaci6 # : t » ety pertany a 1'espai C((0,T),0) n ¢H({0,T] ).

En efecte:

Del lemma 1.3 és clar que 3 € C({Q.T].D).

Per la definicid de semigrup fortament continu tindrem que ¥ e C{[0,TI.H},
i, per la definicié de semigrup analitic, ¥He Cl((O,T],H).

t
Com ug € D, si t>0: (L) = E{g{"—uo] =Le|‘tu =eLtLuo.

]
Per Ja definicid de generador d'un semigrup,
eLtuovu0
Yim T LuD
t-+0

£s a dir, # es derivablegpmaaplicacidde |0,T] en H i 1a seva deriva-
da X', és eLt Lu0 5i t>0 i Lu0 si t=0. Perd com qué eLt és fortament .con-
tine deduim que ¥ é&s continua en H i que JCeCI(IO,T],H).

Només ens falta veure que JC s continua en el 0 com a aplicacid de [0,T]

Pero tenim:

Ltu

Lt =
le uo-u0|D = le o

Lt
“ugly t e uO—LuclH

Lt
le" u-ugly >0 quan t +0
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Lt IR 4
|Le uo-LuoIH = |e LuO—Lu0|H + 0 quan t =+ 0

0 sigui, e C{I0,T], D) ncl{(o,T].H).
b {t-1)

Pel lemma 1.4, 1'aplicacid t » J e “rl)dr=v(t) pertany a
0

C{{0,T}, D). Anem a veure que també pertany a CI{[U,T], H).

Prenem h>0:

t t+h
V!t*‘hh!-\"!t! = _]F.I_ {eLh-I} J eL(t—T)f( T)d'r + %]__ jt el.{t"‘]‘l-'r)f( T:]d‘lf
0 .

D'on

vim |, WERIVEE) () 4 f(e) dins H.

h-0

Com v{t) &s continua en H, té derivada per la dreta Lv(t) + £{t) 1,
aquesta és continua, concluem que t - v(t) pertany a Cl(IU,T],H).

Per tant t - u(t) pertany a C{{0,T1.0) N cl{[0,T].H).

Com que u{0)=u_ i u(t) compleix 1'equacié {7), hem demostrat el teorema.

"EQUACIO NO LINIAL

Anem a abordar el problema d'evo]uciﬁ {6).

Demostrarem existéncia i unicitat de solucions per a aguella equacid.
E1 seglent teorema &s una adaptacid d'un teorema de Iooss per al cas anali-
tic (lIooss, pag. VII 5 i regtr.}

u eD, pera O0<teT*u ). 51 T* {u )<=, 1lavors 1lim
s] 0 0 T-T*

|- |y p vo) dir 1a norma de 1'espai de Banach C((0,7],D).

w

fuly g =

Demostracié
s inmediat de comprovar que {6) és equivalent a resoldre 1'equacid

integral:
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(10)  u(t) = etu+ JteL(t'T)M(u(T))dT, weC{[0,T],D).

Per a demostrar I?exisféncia de solucié a aquesta equacid, utilit-
zarem el metode de 1'apliicacié contractiva.

Utilitzant la condicid (5) i les propietats d'acotacié dels semigrups
analitics quasiacotats,és clar que JC > 0, ve R tals que:
(i1) EeLt!L(K,D) < C{1 +JI€ )e“t per a t>0.

Per simplificar, denotarem luf, = sup lutt) |,

: ef0,7]
Per a cada T definirem una aplicacid
Pr: €(10,73,0)— ¢((0,7],0)

t
U e]‘tuc + [OeL(t'T)M(u{T))dT

Anem a provar el segiient lemma:
Lemma 1.5 Existeix TO>0 tal que FT és una contraccif de Ja bola tanca-

0
da de centre 0 1 radi 21uUID. .

Demostracid:

Denotem: R =2 |u0 1D
B(R0}= fueD| |u|D<Ro} |
B;(0,R )} = {ue C{(0,T1,0){ fui <R}

Per la hipdtesi sobre M i DM, existeix Kp- >0 tal que
o

|!“I(l.;1)|K < KRO VueB{Ro)

oM (), yy < e, ¥ueB(R))

Com a consequéncia del teorema del valor mitjdcom B{ Ro) és convex:

|M{u{=}} - M(V(T)”K < KRoiu{r) - V{r}ID si uf{r), vin) eB{RO)
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Llavors: S1IJGBT(0,R0), veBT(O,RO) tindrem:

t
Irpte) = vyt Iy = 1f O u) - ey <

fA

£
' Ce¥™(1 + 2 ) Mu(z)) - M(v(x))l,dr <
iuep{o,ﬂjoe (1 + )] Muled) - MOv(e)) e <

| A

& YT 1
§u€P{OST;}OCe (1 * )KRO lutz) - v{z)gde <

Ry
VT

|~

.
K, [u-v| ICe‘f’f(H Yds.
Ro T o

D'altra banda, si ueBT(RO)

I
It} ) < zuep 0 TIeLtuoin -I-ijeeL(t-T)M(u(t))dﬂD <

< SUp |e|‘tu |y + ITceYT(l + 4 YK, d
= - T.
te 0,7 °0 Jp VT TR,

Fixada k<1 {per exemple k=1/2).
Triem To’ el mixim T tal que

T
T 1
JOCe (1 +\7? )I(Rod-r < kel

sup leLtu| +CJTeTT(1+ Lk, <x
te(0,T] olp . 0 vr 'R =0

Aquest To compleix la tesi del lemma 1.6.

Aplicant el teorema de 1‘aplicacidé contractiva deduim que existeix

dins C{[O,TOI s B(Ro)) un punt fix de I Es a dir, obtenim una solucié de

T
0
{6) per te[0,T 1 i sabem que sup lu{t)], < 2|u | =R..

° tefo,p 07 0 @

Observem que C{[0,T], B(Ro)} = By (0,R).
. 0 0

Repetintel procés prenent com a condicid inigial Uy =u{TO) cbtenim una

so'lucif_; a C([O,le, BRi}.
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Aix1 successivament obtindrem una successid de temps To’ Tl' T2,... i
de condicions inicials u(TO), u(Tl),... de manera que la solucid existird per

a tota t « ; T_i = T*,
i=1

53 Ta successid {Ti} estd acotada inferiorment, la solucid existira per
a tota t>0. S3 T, no estd acotada inferiorment, aixd voldra
dir que la successiﬁ de les KRi no esté acotada superiorment {recordi's com
s'ha escollit Tij. Aix@ G1tim implica, donades les hipdtesis sabre M i DM,

que Tim (™) ]y = =

T'i +Tm

En definitiva Tim july= =
. T+TTT1

Aprofitarem ara Ta unicitat del punt fix d'una contraccid per a
demostrar el segient teorema, per un métode diferent del utilitzat per
[Tooss , pag. VII, 8.]

Teorema 1.3 La so]ucié del problema (6) &s {inica sobre tot interval d'exis-
téncia [0,T).

Demostracié Demostrem primer que si u i v son solucions de {6} en un inter-
val 0,T) i u(tGJ = v(to) per a algin t e [0,T) 1lavors u 1 v coincideixen
enun interval [to’ t1].

En efecte:

u(t) i v(t) sén solucions de 1'eguacid integral
w(t) = eute ) + [0 Lty
o @ TM(w(1))dr,
0

Per continuitat, existeix té tal que:

sup ul{t}|n<2lult )i, sup v(t)], < 2|v(t )]
te [to,tal lp <214t ip te [to,té]l b ot’D

Aleshores, definim

FT H C([ tosT]sD) EEE—— C([tD,T] ;D)

t
we) ——— et + e
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Es evident {recordant la demostracio anterior), que existeix

tye{t ,t'] tal que I, @&s una contraccid dins del tancat
1 a'o tl

BFI(O, 2|u(t0)})(:C([to,t1],D).

Com que u i v pertanyen aB, (0, 2|u{t0)|} i sbn punts fixes de Ft deduim
1 . 1

que u{t) = v(t) vteljto,tl].

Demostrem ara que u i v coincideixen a tot [0,T].

Sigui A= {te(0,T)] u(s) =v(s) Vse[O,t})

A no es buit perquée u{o) =v(o) i per tant existeix §>0 tal que
(0,8) CA.

Demostrarem que sup A='T . Suposem sup A=T*<T.

Llavors u~-veC{[0,t*],0) i u~-v =0 a'[0,t*).

Per continuitat u{t*) =v{t*).

Aplicant el que hem vist abans, existeix un interval [t*,t**] en e] que coinct

deixen u i v. Perd aixd es contradictori.

. Fins aqui hem demostrak existencia i unicitat de solucions de les
equacions d'evolucid del tipus {6}. Provarem ara la continuitat i diferencia-
bilitat de les solucions respecte a les condicions inicials. L'arma que
utilitzarem serd el teorema de funcid implicita per a aplicacions entre
espa® de Banach {veure Dieudonné, Schwartz).

Per a cada t <T<T* definim una aplicacié

Ft b — D

tal que Ft(u] sigui Ta solucié al temps t de (6) amb condicid inicial ueD.

‘Tedrema 1.4 L'aplicacid Ft és diferenciabl e amb continuitat, &s a dir, per-

tany a CI(D).

Demostracia:

Definim la segijent aplicacio:

90



F D xcilo,T] ,'D}—» ¢(10,71,D)
t
Plu, v[t}}=v(t} - eLtu - [UeL(t_T}M(v(r)}dr

fs clar que F &s continua perqué, d'una banda, les aplicacions

L

weD — ertuec([0,71,D)

L

veK——*etveCGUJ]J)

sén linials acotades, d'altra banda, v(t) e C([0,T]1,0) — M{v(t)) e C{{0,T],K)

8s continua, degut al fet que M &s continua i, per Gltim,

t
t — J eL(t'T)M(V{T))dr és continua segons el Temma 1.4.
0

A més existeixen les derivades parcials de F:

D1 Flu,v(t}) : D — cC([C,T1,D)

i — et

DZE‘(u,v(t)) . c{lo,Tl,0) —— C([0Q,T]1,D)

t
(1) —mmme F(t)- ]UeL(t'T)on(v(T)ya(T)dr

gue sbn T1inials acotades.

Veiem ara que D, 7: D x c(lo0,71,0) ~— L{D, c{l0,7],D})

DZP': D x cf{0,7,0) —— L{c([0,T),0})

sén continues i per tant 7 de classe Cl.

b, F és continua perque @s constant i D2 F 85 continua pergué no

depén de ueD i DM és continua com a aplicacié de D en L{D,K} i per tant

vit) e C(l0,t},0}) — DM{v(t)) e L{c(l0,7],D0}, <([0,T],K}]

és també continua.
Observacid: Si f: X ~ ¥ &s continua i X 1 Y sén espais de Banach,
F: ¢{[0,T1,X) + C(10,T,Y}) definida per Flu{t)) =f(u(t)) &s també continua.

Fixem ara {uo, vo(t)) e D x Co([O,T],D) tals gue vo(t) és la solucid
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de {6) amb condicid inicial Ug- Llavors

F(uo, vO(t)) =0

Com DM &s continua respecte a veD i t » VO(t) és continua en el com-

pacte [0,T] tindrem que

DMy (t)}] < Cy ¥te[0,T]

Aleshores existeix un >0 tal gue

| ' Lt-Tpuey (o). | <| tCc'(l + LyeYdr | <1
o Yot ™1 Hi(e(loel o)y T, T M1 TR :
Per tant F : D x C{[0,8],0) = C({0,5],D) sera de classe C° i tal

que (uo, vo(t}) =0 i la derivada parcial
L {t-1)

DZF(UO’ vo[t)) =1 - J e “DM{v{t)). dr &s invertible i d'inversa acotada.
0

El teorema de funcid implicita ens assegura que existeix una aplicacid

U1 i Vl entorns de u, @ Dide Vo @ C([O,ﬁol,D) respectivament,tals que

Fl és de classe C1
- Fyleg) = v (2)

F(uPFl(u)) =0 Vue U

s a gir, Fl(u) és la solucid de (6} amb condiciﬁ inicial u i &s de
classe C1 en u.

Reemplagant u per v(ao) obtenim v{t) de classe C2 respecte v(aol dins
Es a dir obtenim

[6., 28

[+l 0]'

U, entorn de v(eo) i Vz entorn de v{t) a C([ao, 250],0), F2 de classe
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Cl tal que Fz(u) = y{t)

Plu, Fz(u)} =0 VYuel,

Reiterem el procés canviant v{éo) per V{ZGO)... fins & recobrir [0,T]

(amb un nombre finit de &'s).

Diem Eg: ue C{{0,T1,D} » u{s)eD. Aquesta aplicacid {anul.lacid en el punt

s) &s lineal continua per a tota se{0,T].

Existeix un entorn U de ug € D tal que UC Ul’ Es o Fl {y)C U2,
o

E, o FyoE, o F,{U) CU
84 2 8 1

Sigui te {{m-1)s,, méO] fixat, m<n. Definim

3 i aixi fins a completar els &°s.

Ft :U—1D
F,=E,_ o F o L ... o« E, °F
£ LT Gy, 65 1

Aplicant la regla de la cadena, Ft és de classe Cl. Cbservem per

acabar que Ft{u] 8s la solucid de (6) amt condicid inicial u.

Corol.lari 11 Si M(o}=0, DF (0)=e"" per te {0,T].

s a dir, L (1a part linial de 1'equacid) &s el generador infinitessimal
del semigrup analitic DFt(O} {la part linjal del sistema dinamic definit per
1'equacid}.

Bemostracid Tenim que
F(0,0)=0
D,F(0,0) = -e'*
0,7{0,0) = 1

Llavors aplicant el teorema de funcid implicita existeix uma dnica F
definida en un entorn Y de Ce@:

F:U — c{{0,T],0)
tal que F{o}=0; Flu,F{u}}=0 Yuel. A més
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-1
2

DF{u) =-(DZF(UgF(U)})‘ DIF{U,F(U}) i per tant

Lt L

DF{o) = -Te te (D, ¢(i0,T1,D))

Com Ft(”} és 12 composicid de F amb 1'avaluacid a t, que és linjal
acotada, tindrem

Leum

DFt(o) =EtDF(0)= e
Teorema 1.5 Les solucions de 1'egquacid d'evolucid (6) defineixen un semi-
sistema dindmic local diferenciable a D.
Més precisament, 1'aplicacid:
Ft : [0,T] x D + D tal que fixat Uy € D, Ft(ug) &s 1a solucid de (6) compieix

les seguents propietats:

2) Fixat u e®, t » F (u ) eC((0,T1.0) ncl(o,T1,8)
b) Fixat tel0,T}, u > F(u)ec'(D,D)

¢} Frplu) =F(F (u}) t,se{0,T]

d) F {u) =u

0

la demostracid &s 1'aplicacid inmediata deis teoremes 1.3 i 1.4.

2. EXISTENCIA, UNICITAT ! DEPENDENCIA RESPECTE A LES CONDICIONS INICIALS
DE LES SOLUCIONS DEL SISTEMES DE REACCIO DIFUSIO.

En aquesta seccid demostrarem que el sistema de reaccid-difusiG:

i% = dsu + f{u) , f de classe C

2 fii

de Rm en R

ulx,0} = Uy, » X€R c R"™
%% (x,t) =0, x e an de classe c?.
es troba sota Tes hipotesis que permeten schienir els teoremes de Ta seccid 1.

El primer que hem de fer, doncs, -&s demostrar que 1'operador da és

tancat, densament definit i genera un semigrup analitic gue compleix Ta pro-
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pietat {5).
Lemma 2.1 Sigui A un operador fortament el.1{ptic amb coeficients reals
continus 1 amb domint Hz(n, g% ) dens a Lz(n). Suposem 38 de classe C2 i
acotat. Llavors A 'és tancat a Lz(n).

La demostracid d'aquest fet i de resultats més generals es pot trobar
a FRIEDMAN, cap 18 i 19.

Al final d'aguest capitol es provaran certes propietats de la funcid
F definida a D = (HZ(Q,'éa')}m’ amb valors a K = (HI(Q))m. Recordem

Flu){x}=f(u{x}). En particular es demostrara que si u_ & D, 1'aplicacid

o
DF(uO): D> K
u > f'(uo(x)}.u(x)
&s lineal acotada. De 1z seva definicif, &s evident que podem estendre

DF(uo) a tot H = (Lz(n))m i continua essent acotat {com a operador a H).

Padem ara anunciar el sequent:

TJeorema 2.1 Sigui L. = DF(uO) + da operador definit a H amb domini D;

L s tancat a H.

Demostracif: Pel ~ lemma anterior, 8s evident que d& &s tancat. Com queDF(uO)
és acotat (a H}, L &s tancat.

Definim ara a 0 una topolegia d'espai amb producte escalar:
(u,v)D = (uv)y + (Luy Lv)ys uv e D
Lemma 2.2 E1 producte escalar anterior confereix a D une estructura

d'espai de Hilbert. Es a dir, D é&s complet amb la norma del graf,

Aixf es dedueix inmediazta.ent del Temma 1.1 7 el teorema 2.1.

Teorema 2,2 La norma del graf |.|G i 1a norma habitual dels espais de Sabolev

].|D s6n equivalents.
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Demostracid

m
Recordem |u|, = £ lu.{,2

D 4oy iH(9)
Denotem' D= IDF(uO)IL(H). Llavers

lufe = Tuly + [tujy = Jul, + [IDF(ug}u + daul, < (1 + D) fuly, + |dau], =

m . m .
= £ (1+ ! + I d.jau’ .
i:l( D) _fU |L2(g} 'i=1d1| u ILZ(QJ i cluln

Par tant, la inclusid candnica DD C'DG és continua i 1inial. E1 teo-
rema de 1'aplicacid cberta assegura gue &s un homeomorfisme. Per tant, les

dues normes sdn equivalents.

Propietats de 1'opearador A

Estudiarem ara les propietats de 1'operador & amb domini 1'espai de
Soboley HZ{Q, g%-) sobre  dens a Lz(n). Ja sabem que a &s tancat. Anem ara
a demostrar que- ‘&s autoadjunt no positiu 7 genera un semigrup analitic
a-Lz[n). La demostracit &s suggerida a les notes  de Iooss.

Lemma 2.3 4 &s simetric no positiu.
Demostracid
3

a) Hem de demostrar que, donades u i v a Hz(n, 35

(U; .ﬁ\f} = {ﬁu’ V)-

Abans de seguir advertim que {.,.} representa el producte escalar
en 1'espai de Hilbert LZ{Q) i <.,.> el producte escalar a R".

Comencem provant-ho per a funcions u i v de

c? _ 2, +
@) = {ueC°(R)| <grad n, n>=0 aa}
on n representa el vectornormal a 3§. Recordem que CE(Q) és dens a
2 3

H (Q, v ).

E1 teorema de la divergéncia {concretament la identitat de Green)ens
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assegura:

J (uav - vau) J <ugrad v - vgrad u, R > = 0
Q 113

Yu, v € c§ ()

Per tant, {u,av)-{v,au) =0 Yu, v € CE {n}

Ara bé, si definim

(u,v) e (He(a, 5% 1?2 5> (uav)-(v,au) € ¢
és clar que aquesta aplicacié &s una forma bilinial continua:

lu, v)|= iJ usv| < J 2 1/2 J ]a;|2}1f2
Q

fJu]H2(9)|v1H2(Q)
i igualment per (v,au).

Com que s'anullen a {Cz(n))z que és un subespai dens de (HZ(Q, g% )y,
tindrem, en definitiva

fu.av) - (v,au) = 0 VYu, v & Hz(n, g% )

Es a dir, & 85 simétric.

b) Provem ara que & &s no positiu.

Sigui u & Cf(ﬁ). Pel teorema de la divergéncia

[ Y 2 -
0= L<ugrmiu,n>= |grad u|“ + oAU
2 f
la qual cosa implia{au,u) <0 Vu e Cg(ﬂ)
Com Jes aplicacids u — |uAu
— |jgrad u|2
. . A2 - 2 3 .
sén continues, i C (@) és dens a H (a, e ), deduim que

3

{au,u} = - J|grad u|2 <0 Vue Hz(ﬂ, Py ]

Recordem que un operador autoadjunt és un operador T simétric en
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el qual els dominis de T i T* coincideixen.

Lemma 2.4 Existeix un nombre real positiu k tal que T= 4+ kI &s autoad-
junt. Per tant a &s també autoadjunt.
Demostracid

T és simétric per a qualsevol k real:
J(Tu,v) = ({(a+ kIJu, v} = (&u + ku, v) =
= {u,av) + (u, kv) = (u,(a+ kD)v) = (u, Tv)

E domini de T & H{a. 2 ) dens a L%()

Facilment es comprova que estem en Bs hipotesis del teorema 119.3 de
Friedmam. Per tant existeix una k>0 tal que el rang de a + kI és tot LZ(Q).

Llavers el teorema 13.11 de Rudin (Analisi Funcicnal) ens assegura
gue T &s autoadjunt {un operador simetric, densament definit i exhaustiu
és autoadjunt).

Es defineix x valor propi-aproximat de T si existeixgn vecéors uni-
taris u tals que |(T-A1Juki + 0.
Corol.lari 2.1 L'espectre de A estd contingut a {-», 0] i només consta
de valors propis i valors propis aproximats.

Aguest corel.lari &s consegliéncia inmediata del fet que A €s autoadjunt
i no positiu {vegi's cép. 13 de Rudin}. En realitat es demostra {vegi's

Berezanskii, per a resultats més generals), que (&) 8s purament puntual.

Jeorema 2.3 L'operador A genera un semigrup analitic a LZ(Q) tal que
|eﬂti< C.
Com que A &s tancat i densament definit, només hem de demostrar que

existeix un nombre ¢ ¢ {o, % ) i una constant positiva M tals gue

olaYy N e ¢ : }1=0,argke(~%-¢.?2—+¢}}=¢

||(a-m'1if<]% siaeef:af0,argae (-5-q, 5+o)
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En efecte, fixem-nos primer que, del fet que & 8s simetric es segueix

2 3
(su,u) € R Vu e Hq, }

Sigui A$0tal que arg x € (- %—~ ¢ % + 4)

Tindrem el sequit de desiqualtats:

va e #(a, 20, Dl lul? =[G < [aesud] < G- (aue) =

= |(w,ulp + {-au,u) ¢ — L

[{xu,u) + (-8u,u}
v 5 *eos(3 + §)

Aguesta ultima desigualtat es dedueix del teorama del cosinus. Supo-

sem impl{citament que - % < cos{ % + 4} <0.

1

Dient M= T -
\/§-+ cos{z +4;

(A Nulf < M COT-8)u,u) | < M{{a-AT)ul] ([u]]

fita-ayull > 2L juy

i per tant i ¢ o(a) iii(ﬂ-lll_llii_T¥T

Espai K
Per a utilitzar els teoremes de la seccid 1 hem de definir un espai

de Hilbert K intermig entre D i H. Per al nosire problema hem pres
m .
1 moo. b
RGOV TN T T
"I:

Lemma 2.5 D € K CH sén espais de Hilbert i Tes inclusions sdn continues.

La demostracié és inmediata perque:
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$iueD, ully <ilufly

Siuek full < fluly

Demostrarem ara que DF(uO} + da genera un semigrup analitic que satis-
f& la condicid {5), i per aaconsapir-ho: seguirem unsuggeriment de Tooss
pg. VIi-18.
Lemma 2.6 Donat d> 0. 1'cperador & és tal que existeixen nombres reals
positius M 1 6 que compleixen

101+ ol ™ n1e) 2(a, 2 )< h, e 12 55 ¢ (0,51,
kY

Demostracis.
Sigui u € H'{n). Com Que A &s tancat; la norma del graf de df €s equiva-

Tent & 13 norma habitual a HZ{Q, é%-}.

Aleshores:

[(1-eda)™? uly2(a, 2 ) < C{tI-eda) ™ ulp + e M jeda(1+ cda) Tul 2)

Sabem, pel teorema 2.3

- Hrmea)) ] )= Hed) ™ ((ed) H-0)ul 2y < (8 Iuly g7 lul 2

ed
Demostrarem ara

] 1/2
feda(1-cda)ul 2 < My <! [ulyr g,

Pero edﬁ{[-eda)"l = (I-edﬂ)-i-I. Per tant ens queda per demostrar

4 1/2
j(I-cda) -IlL(HI(Q),LZ(R)} <My e

Prenem el segient sistema!

gt - ddu_ = u € Hz(ﬂ)
{12) £ £ R

2
u, € ke{q, ™ )
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Es a dir, u és solucib d'aquest sistema si i només si u_ = {I-fda)'lu.
Efectuem el producte escalar de 1'equacid (12) per u_-u dins 1'espai
Lz(g); obtindrem:

2 = =y
[ue-u|L2 - ed JauE(ue-u) =0
Provaram ara gue, per a tots wu e Hz(n, g% }, v e Hl(ﬂl,

(13) J< grad v, grad u » + Jvau = Q

Supasem primer u ¢ CE(Q), vV E Cl(ﬁ}. Aleshores, el teorema de la diver-

gencia impltica:

0= J <v grad u, n o= J <gvrad v, grad u>+ J VAU
18] Q Q

Ara bé, 1*aplicacid

(u,v) e HZ(Q) f%—) X HZ(QJ >+ {<grad u, grad v>+ Jvau e { és ura forma
bilineal acotada. Com que s'anul.la sobre Ci(ﬂ) % Cliﬁ), dens a
Hz(n, é% 1x HI(R), deduim la igualtat (13).

Per tant, -

2 - ==y - -
]u[-ung(Q) = gd [nﬂue(us-u) = -ed Jéfgrad(ue-u}, grad u =

n
= gd J <grad 0, grad u > - ed J |grad u ]2 < ed I
3 & 113 e =

Aplicant la desigualtat de Schwartz:

2 noeug su ed
|U£'U|L2{Q) z ed i51|5§;1L2 15§;'|L2 <5 |

0 sigui:
2 ed 1,12
]UE‘UlLZ(Q) = 7 |u!’H'(Q)
. 1/2
| (1-eda) ™" =11 yliay, 1200y) < My €

En definitiva
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-1 -1, 1/2
[(I-eda} U|H2(9’ 5@\’_ y < C{|U|L2(n} te Me luFHI{Q))'
Aleshores existeixen Mo< 0, 6>0 tals que, si e € (0,5]

|{I'Edﬂ]-1U|H2(n' 2 )f_MOE‘.-lelUlHI(Q)

v

Lemmna 2.7 Existeixen M2> 0, §>0 tals que

|(I-ed6)_lIL(K’D)§_ M, /2 si «¢€[0,]

La demostracid és 1'aplicacid immediata del lemma 2.6 i del fet

que edA és diagonal,

Teorema 2.4 L'operador L = DF{uo} + da genera un semigrup analitic eLt a
H tal gue
Lt o .
ie |L(K,D} < \7{ si te (O,T]
Demostracid

E; clar que IﬁF(“o)IL(D,K) < { perque DF(uO} @5 acotat, fins i tot com a
operador de D en D.

D'altra banda, el teorema 2.3 ens assegura que dA genera un semi-
grup analitic. De Tooss pg. IX-3, tenint en compte el Temma 1.2, es segueix
que la condicid d'aguest lemma també es compleix per a L, i per tant L genera

un semigrup analitic. que compleix 1'acotacid que volem demastrar.

Propietats de 1a funcid F

Estudiem ara les propietats de la part de reaccié de les nostfes equa-
cions. Es tracta d'una funcié f: R"™ - R" que suposem de classe Ck(Rm }.

La part no linial de la forma abstracta del sistema de reaccid difu-
sid és una aplicacié F amb domini D i que definim:

Flu) = flulx))
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Per a cada u, Flu) sera una fuﬁciﬁ definida a @ i valors a R. Supo-
sem, com sempre, $ acotat i 32 de classe C2, @ CR",
Esmentem ara un lemma sobre els espais de Sobolev que utilitzarem
després per a estudiar les propietats de F.
temma 2.8 S n<3, HZ(Q,-g% ) estd continuament encabit en |‘'espai vec-
torial normat Cl[ﬁj de les funcions continues a § amb la norma del suprem.
L'assercid d'aquest lemma &s un cas particular del lemma de Soholev:
"Sigui n € R” un domini acotat que satisfi la condicid del
con{en particular 2g de classe Cl), si jom+ %—, 1lavors u - u defineix
una inclusié continua de Hj(Q) en Cm(ﬂ) = {ue Cm(Q)E|D°u|< wla| < m)
Si a0 &s de classe C", CT{Q) es pot substituir per Cmtﬁ} en 1'enun-
ciat del Temma {FRIEDMAN, Pag. 30)
Restringim-nos a estudiar sistemes d'una sola equacib, és a dir,
m=1. En aquesta situacid, f &s una aplicacidé de R en R de classe Ck.
Per tant, donada u € Hz(ﬂ, g%-) cc (ﬁ), existeixen les quantitats
sup [F(u(x))] < 51§ <k
Xeq

Direm

K. = sup [fj(u(x))|
Ju XEQ

K, = sup [flu{x)}]
XeR

Els seqUents teoremes, i la conclusio que 1'equacid de reaccid difusid
defineix un sistema dinamic, no els hem trobat provats enlloc.
Teorema 2.5

Sife CI(R Y, 1'aplicacié F definida abans F{u} = f(u{x)) transpor-
ta  H(e, -:; } dins de HM(2) i F & continua.
Demostraci6

Hem de provar, primerament, que si u ¢ Hz(n,§3% Y, Flu} € Hlﬁu),
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s a dir, que flu{x)) i les seves derivades primeres sén a szﬂ) {recordem
gue parlem de derivades distribucionals)

Per simplificar, sigui I.Io . |'|L2(n),|.|1: =L5H'(njﬁ_|2:

du
w2 3y 2 =u.

) = [ 1re00)1? < € ute) <

rylg = [ e nl? < [ 1P s € u e

Demostrem ara la continuitat de F,

Notem que, com a consequiéncia del lemma 2.8, la convergéncia en
Hziﬂ, ;% ) implica la convergéncia uniforme,

Notem tamb& que, si una successis {u }C C(a) convergeix unifor-
mament a u € C{Q), existeix un compacte K inclds a R té] que un(ﬂ}CZ K,
ul@) C K Vn,

D'aixd G1tim es dedueix cue, si u 3 u, les suCCessions {f{'un]} i
{f‘{un)} convergiran uniformement a flu) i f'{u) {degut a 1a confinuﬁtat
uniforme de f i de la seva derivada dins K). Sigui M=sup |f'(x)| <=

Aleshores: ne
1F(Un) - F(U)|g = Jnif{un(x)) - f(u(x))i2 +0 per la convergéncia uniforme

de f(un) cap a flu).

IFj[un) - Fj(u)|d = If'(un(quq’j(x) - f'(u)(x)uj(x)o

| A

|0 Cu Ju,

| A

- f'{unhjlo + lf'(un}uj - f'(u)ujlo

3

|~

Mlup g = uly + (18100 = £ (@12 a)I2y2

| A

Mlu, = ul, + lul, supglf'{un(X)) - £ {u(x)}

XE€
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E1 primer sumand tendeix a O per hipotesi i el segon també perque
f'(un(x)) convergeix uniformement .a '{u{x)).
Hem demostrat,per tant, la continuitat de F.
Observacid: La continuitat de f no & suficient per a la continui-
tat de F com a aplicacié de HZ(Q, ;% ) en Hl(ﬂ): Exemple:
Si f(x) = +Ixl € C(R) , & = (-1/2, =/2) € R; Tlavors
u{x) =sin x e Hz{n, E%F }. perc +Jlsin x| f Hl{n).
Malgrat aixa, proﬁarem posteriorment que st és suficient per a la
continuitat de F com a aplicacid de Hz(n, g%-} en LZ(Q].
Teorema 2.6 .
51 fe CZ(R ), Navors F és diferenciable en el sentit de Fréchet de
Ko, L) en H'(a) i DF(u,), aplicacié 1inial acotada de #(2, 2 ) en
Hi(n) s'obté multip)icant per f'(u,(x)).
Demostracié
a) L'aplicacif .F* definida per
Frlu,) ¢ K (2, 25 ) » H'(a)
u ﬁ-f'(uo).u,
és linial acotada.

En efecte, és clarament linial.
J £ (o 0u(x) |2 < K ju)2
0 0

Jnl(f'(”o(*))”(x))i|2= IQIF"(UO(X))uo’iu + f'(uo)u112 <

< fll(- ) ‘2 2 fl .2
< ng Yo |ﬁuo,1] ul™ + Jn| (uo)lﬁu1|. ¥
v 2 | 16 g0 9 (gl lug gl

au .
2 | 2 2 2 2 o au
< Ky 1ulcogmy 0o l2 * Ky Tulz * 2K2u0K1u01”|c0(ﬁ)I| o | <

< ¢qluld + lulpl a2 1us V2 < ol
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Per tant

b)

[F*(ugduly = I£'(u).uly < Clul,

L g ) - Flug) - Frlugelys g
U]+ 0 - 1Yk2(ey
ula)

= {

Anem a demostrar aquesta assercid. Notem gue, com f és continuament

diferenciable, podem escriure, per a ce R
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floo+h) = flo) + ' {x)h + JIr {f'{e+ th) - ' () )hdt
0 .
Per tant, si xeq C Rn,
1
g+ u0X0) = Fu () + £ (0, ()0 + | (F(ug 30 + ke

- F1lu (x)) ulx)de

En altres paraules:

* 1 !
Flug + u) = Flug) - F (ughu = I‘(f"”o ttu) - Fug)) udt
: 0

Estudiem, doncs, 1‘expressid:

1
[ (f'(uo + tu) - f'(uc}) u dt

0 1

1 2 2

(f'lurtu) - £ (uu dt < sup  |f'{uttu) - Filug)iful dt
0 T late(0,1]

2 2
< ¢ sup [F' (u 3+ tw) - F(u)||ul
te 0,1 ° 0 2
xe R

Pero, com que tu{x) convergeix a O per la norma de H2, convergeix unifor-



mement a 0. Donada la continuitat de T'. tindrem:

sup [P {uglx) + tulx)) < Fiu ()] e 0
XE W !u12 . 0
te 0,1}

Hem d'acotar ara

] o Y . 24,1172
I - {JQ s U 1y + - Flughuae) a0

Recordem gque gfL- vol dir derivada distribucional. Els calculs que
i

sequeixen, encara que sdn, formalwment, correctes, s'han de justificar per
pas al limit dins H'(a}. fs a dir, s'han d'agafar primer funcions de Cl{ﬁ),
aplicar per elks la técnica de derivacid socta el signe integral i utilitzar,
Tiavors, el fet que Cl(ﬁl és dens a H'{qa).
Utilitzant la desigualtat de Minkowski i el Temma 2.8, tindrem:
Iesup (g () + tulx) - £ {u (x)}] fu], +

LE Q
te [09]-]

+

" n 2 2172
sup £ (400 # twhx)) - £ (4 00) (Lz‘"‘”" 1u]%)

te 0,1

+

B 2, 2,172
sup_ |f (uo+tU)l(Jlui| ul"}
te 0,1

A

_i?n H'wohj+tﬂx)—f%quHHub-+
te [0,]]

+

C i:?Q |7 Cuglxd + £ Qu () | [ug |, 1ul,
te {0,1)

+

C sup |f"(u0-+tu)||u|§
xeq
te [0,
Pert ara, tenint en compte la continuitat de f' i " ; el fet

que existeix un compacte K de R que conté uo(x)-rtu(x} per a tot xen i
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suposant [ul2 < &, abtindrem,

En definitiva: ¥¢ 96 tals que si |u|2< & Tavors

1
|f0{f'(uo*'tu) < f{u Nudt ], < e|u|2

Teorema 2.7

Si fe CI(BZ}, 1'aplicacié F pertany a Cl(HZ(Q, é%—), H'(q)) i F 1 DF
envien acotats en acotats,
Demostracid

Provem primer que F envia acotats en acotats,

Suposem ueB = {ue Hz(n, g% }: |u|2 fKO} i calculem iF(u)]1

Com HZ{Q, g% Yo, C{R), existeix una constant C tal que

sup |u(x)] <CK,. Aleshares

XEQ
J 1Rt 2= 1o 1? < sup () 1 2ul9)
Q 2 ae [-CK,,CK ] _
2 [ e 2 _ 121012
JIF 2= 1w < su oo NG <
2
< K_ sup f'ia)
T [-CKO,Cchl |
Per tant [F(u)|1 < Ky si Jul < Ky

Demostrem ara que DF envia també acotats en acotats. fs a dir, si

Jul, < Kys 1lavors

DR gh2ga, 2y, wha)) < K2

Recordant la demostracid del T 2.6 a) 1 que sup ju{x}| < Ky» tindrem

_ 2 2 o Xe
que 51 veH {ﬂ,a—u].
10F(uv| 2= | (w)vi? < sup [£1{a) [?]v|2 +
1 2
aE [-CKD’ 0]
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v ¢ k8 sup e (a2 vid + sup IROIEE

ae [-CK MCK ] ae |-CK ,CK

o- 0[

v 20k, sup @], 17 (@) 1vig < clvi3
ae [-CK,CK |

on C, no depen de u si ful, < X,
Per tant, |DFf(u){ < K, si lu] < Kq

Demostrem per d1tim que DF &s contfnua, és a dir, que 1'aplicacid

oF: Hi(a, ;—“ ) — L{H(a, % ), Hi{a)
f'{u)

u
és continua.
o Suposem u, > u dins H2(9, g%—} i provem que
i lu )y - P (u)v <elv], amb -0 quen noe
D'una banda,
J[f'(un)v A J|f'(un) - e P2 < Blul, anb e+ 0 perqué
f’(un) convergeix uniformement a f'(u).

De forma similar:

e (7 gy = £ v =17 Lo = #* gy

+ |(f'(unj - f'(u))v1]2 f-l(fll(un]un,i - f"(un)u,i)v|2 +
0 (udus - P (udu v [ [P () - flud)v, |, <

< sup [£ (u (x)}] sup  [v(x))|u ~ul, +
XEQ XER

+ sup |F" [un(x)} - " {u(x)}] sup |v(x)]|u|2 + sup |f'(un(x}) - u{x})].
XE XER X €l

- vl <eylvl, amb e, —> 0

n -+ =
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En aquesta ultima desigualtat hem utilitzat 1a convergéncia uniforme
de u, cap a u i Ya continuitat de f' i f'', aixi com la inclusid continua
2 3 0,=
de H (Q; 3_\-’) en C (n).
En definitiva [Df{u ) - Df(u][L(H2=H1) — 0
quan u_ » u dins HZ(Q 2 } Es a dir
n L] a\'l -

e cl(i(a, =) H(q))

Teorema 2.8
E1 problema d'evolucid seglient:

- gau+ F(w), uec([o.1],0)n ch[o,T]H)

u(0) = u, € D

on D= [HZ{Q, g%—))m, H= (Lz(n})m, Flu):=flu) e CE(Rm } té una (nica soluci6

per a tota u, € b, i peratot T« T*(uo).
Si T*u )<=, 1im Ju - = w
o hm1ule((o,1).0)

ta solucié u{t) de (14) és diferenciable amd continuitat respecte a Uy

Demostracid

Els teoremes precedents es poden generalitzar facilment al cas m>1
{un sistema de reaccié-difusid de més d'una equacid). Per tant, prenent
Mlu}=Flu) - DF(uo)u ens trobem en les hipdtesis dels teoremes 1.2, 1.3,
1.4 i 1.5.

Observem que L = DF{uo) +da

CONCLUSIO Les equacions d'evolucid (14) defineixen en 1'espai funcional

D un semisistema dinamic.
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OBSERYACIONS

En tota aquesta construccid, hi ha un element que &s aparentment, poc
natural; ens referim a la necessitat d'introduir 1'espai K entre els altres
dos espais D i H.

En efecte, d'una banda, D &s el domini de 1'operador no acotat L i és
a D on té sentit 1'equacié piantejada. Perd L pren valors a tot H i per aix3
&s necessari parlar de H. La necessitat de donar una topologia a D es fa pale-
s2 en voler obtenir teoremes de continuitat i diferenciabilitat respecte a
les condicions imicials. -

E) problema de fons que ens forgara a introduir 1'espai K és afinar la

seguent acotacid:

Lt ¢
(*) |Le lL(H) < ¥ t>0

Hi ha diversos punts en les demostracions anteriors en que hem utiiit-
zat, implicitament o explicitament, acotacions per LeLt1L(H). Esmentem-ne
aigunes;

t L{t-1}
a) En el lemma 1.3, per a provar que J e f(t)dr pertany a D,
0
“hi ha dos camins; o bé& considerar la integral a H, i 1lavors, segons el

Temna I[I 1.2 de FRIEIMAN necessitarem que

t
HJ LEL(t'T)f(r)d T
0

existeixi i 1'acotacid {*} serd insuficient; o bé considerarla a D amb

la dificultat que 1'aplicacid

t — ELtU.

no &s continua a D i, per aixd necessitarem que la integral imprdpia
t
of et
0

convergeixi Pero 1'acotacid {eLt[L(K D) < &% si que @s suficient en
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aquest contexte.
b} En demostrar la continuitat a D de T'aplicacid

t L{t-1)
t — J e f(t)dr, també en el lemma 1.3.
0

¢) Al demostrar 1'existéncia de punt fix de 1'aplicacié r en la de-
mostraci6 d'existénciade sducins de 1'equacid no linfal.

En realitat es poden donar resultats semblants als enunciats sense
parlar de cap espai intermedi. Per exemple, a TANABE, Cap. 6 es demostra
1'existéncia 1 unicitat de solucions de 1'equacid no lineal, pero suposant
f definida a tot 1'espai H. AixD, en el nostre cas, &s massa restrictiu.

Per exempie, si f(u) =u2, ja no podem definir F a tot H.

En altres textos el que es fa é&s definir les poténcies fracccionaries
de 1'operador L i els dominis d'aquestes poténcies fraccioniries sdn espais
intermedis entre D i H. Llavors les acotacions sén de la forma:

Lt c
e oty < g 0ot

Veﬁre FRI?DﬁRN cap. Il 3, IIulﬂ; II.16. » Sobolevskii.

Histﬁricamént, les poténcies fraccionaries dels operaaors van ser
introduides en aguest contexte per Sobolevskii amb anterioritat al procedi-
ment que utilitzem nosaltres. Sembia clar, pero, que el gque s essencial
en la teoria de les poténcies fraccionaries &s, també, introduir espais
intermedis entre el domini de 1'operador D i H. Des d'aguest punt de
vista, doncs; el nostre procediment seria més general.

Si be a FRIEDMAN es resol un problema més general que el nostre {és
considera 1'operador L depenent de t i de u), els resultats sén, en algin
sentit, més pobres.

Essencialment, la diferéncia és en que en aquest treball es demos-
tra 1a continuitat de 1a solucid a D i 1a diferenciabilitat respecte a les
condicions inicials.

Pel que fa a Iooss tot esta orientat a 1'equacid de Navier-Stokes.
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CAPITOL 11

ESTABILITAT 1 BIFURCACIO

INTRODUCCIG
E1 principal objecte d'aquest capitol &s estudiar 1'estabilitat deils
punts de repds del semisistema dinamic definit al capitol anterior. Aquests

puntsde repds corresponen a solucions estaciondries de 1'equacid d'evolucié:

(15) ' %% = dau + F{u)

w(t)en = (Wi, 2", Fectina, 2, wia)),

v
i
8s a dir, a solucions de 1'eguacid

(16) dsu + F{u)=0 , wuebD

Recaordem del capitol EF{u){x} = fl{u(x)).
Notem que les solucions de {16) s6n solucions en sentit débil del sis-
tema de m equacions el.liptiques no linials seglent:
dlau1 + fl(ul,... M =0
2,1 my _
dzau2 + fut,...,u =0

. dmnum ¥ fm(ul,...,um} =0

.[
amb condicions a 1a frontera de o : a: = 0, & a dir, condicions de

v e
Neumann homogénies,
Demostrarem que 1'estabilitat d'aquests punts de repds ve determinada
per 1'espectre de la part linial de 1'equac16 {15); &s a dir, per la dife-
repcial de Fréchet de dau + F{u) en el punt u €0 solucié de (16). En el

capitol anterior vam veure que aquesta diferencial val: da + f'(uo}.
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Concretament, demostrarem gque si 1'espectre de T1'operador 1inial ne
acotat da + f'(uo) estd contingut en el semipld esquerre de ¢ i a distan-

cia positiva de 1'eix imaginari, 1a solucié estaciondria de (15), u_, sera

0
© asimptoticament estable. Demostrarem també que si ofda + f'(uo)) 1'espec-
tre conté algun & amb part reél positiva, 1a solucid estacionaria u, sera
inestable,

La segona part del capite] es dedicara a estudiar les possibles bifur-
cacions a noves salucions estacionaries que es poden produir a partir d'un
punt de repds estable. Descrivim ara breument en qud consisteix aixo: supo-
sem que 1'equacié (15) depén d'un parimetre y , que perau < u, existeix
una solucid estacionaria estable u(uo) i,per ay-= Hgs un valor prepi A{u)
simple es fa 0 de manera que A'(uo)> 0, Pel criteri d'estabilitat enunciat
abang, és clar que u(uo) es tarna inestable perayp> Hge Demostrarem perd,
que 1lavors apareix, gemdricament, una nova solucid estacionaria estable
uy(u) que es bifurca de u (u).

- Estudiarem, en particular, les sclucions bifurcades a partir de punts
de repds de (15) que siguin funcions constants de D. ['aquestss splucions
estaciondries en direm homogénies perqué corresponen a distribucions hemo-
génies de u sobre el domini espacial o, & a dir, son solucions de (15)
coﬁstants tant en el temps cam en 1'espai. Les solucions estaciondries ho-
mogénies estaran centingudes enun subespai de dimensidé m de 1'espai de fases
D, de dimensid infinita.

Per 1'equacid {16) deduim que els punts de repds homogenis carrespo-
nen als zeros de la funcid . Es a dir, Uy € D és un punt de repds homogeni

de 1'equacid d'evolucié (15} si i només si,

_ m _
¥xeq , uo(x}: xoe]R amb f(xo)-O
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En aquest cas, la part Jinial dé 1'equacid (15) sera da + f'(xol.
Donarem un métode per a calcular ofds + f(xo)}.

Les solucions estaciondaries bifurcades a partir d'una solucid esta-
ciondria homogénia estable no seran en general homogdnies. Aquest fenomen,
és a dir, la bifurcacid d'una solucid estaciondria no homogénia a partir.

d'una solucié estaciondria homogénia, é&s el que en direm morfogénesi.

3. ESTABILITAT DE SOLUCIONS ESTACIONARIES

Sigui u, € D una solucid estaciondria de 1'equacid:

du _ o 1
- a% = ddu + F(u) ,. weC ([0,T],0}n ¢ {{0,T],H)
u{D) = u

-

Es a dir, dau0 + F(u0)= 0

Ens proposem estudiar }'estabilitat d'aquest punt d'equilibri. Per
a fer-ho, ens podem reduir al cas Uy = 0 mitjangant el canvi linfal:
vit)= u(t)-uo.

L'equacid (17) és equivalent a la seqilent:

dv _ '
rii dav + dauD + Flv + uo)

Ara dient L=ds + £ {u,)

M{v)=F{v + uo) - F'(uo) + dau0

cbtindrem:
(18) g% = Lv + M(v) ve °(10,7},0) 0 ct([0,T].H)

on L és un gperador linial tancat definit a D dens a H que genera {pel

Lt

teorema 2.4} un semigrup analitic e-" i M{v) &s una aplicacid de classe
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propietats:

C2 de(Hztn))m en (HZ(Qﬂm (s a dir, de D en K), amb les segiients

M{oc} =0, ODM(o)=0.

Amb aquestes condicions enunciem el segient teorema
Tearema 3.1
Re X<~ £<0, Tlavors la solucidnd.la de (18}, v

Si sup
reofll)
exponencialment estable. Com a consequéncia, la solucid Uy de {17) és també

exponencialment estable,
Abans de demostrar aquest teorema, provem el seguent lemma:

Sigui C{[0,=),D) 1'espai de funcions continues acotades a [O,w] amb

Ta norma del suprem {.{ .

Lermma 3.1
Amb la condicid sobre o{L) del teorema anterior, la solucid

»—Ft(u) de 1'equacib (18) amb condicid inicial ueD, iu|D< & , pertany

+
L.

f+1]

cz([o,m),n) 51 & &s prou petita, A més, fixada t, 1'aplicacié

v = Flu) 85 de classe ¢! per a cada
Com a conseguéncia, es tenen resultats similars per a 1'equacid (17)
1

I

amb condicions inicials u tails que |u—u0I < 8

Demostracid
Definim
T 2 0 x €([0,%),0) ——— €({0,%),D)
fu, v(t)) ——— v(t) - ety J;e(t'T}LM(v(r)}dr

Primer de tot, ﬁ—estﬁ ben definida, &s a dir, 1'expressid
: t
v(t) - etLu - J e(t_T)LM(V(T}}dT
0

pertany a C([0,«),D}
Per a demostrar aixd, tinguem en compte 1'acotacid segiient per al

semigrup, deguda a la condicio sobre ofL) i a (11):
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Ly, 1, et
et Lk py < CL1+ e V>0

t
Llavors la demostracid gue v(t)-etl'u - I eL(t'T}M{v{r})dr as
0
continua en t a tot 1'interval [EL«»} és igual a la demostracid del Temma
1.4 .
tL [C (t-elL \
Veiem ara que v(t)-e u-J e M{v({t))dr estd acotat per a tot
¢

t>0:

t
t-tiL (t-T)L
gugtw |Joe( T 1'-1(\.r(r))d~c.lB < Eie iL(K,D) _gn1<;)t{mm(\.r(r))lK <

® 1, -5t -
iKJO (1+;r-.;)e dr <

perqué |v{7)]_ €s acotat i M envia acotats en acotats.
Com en el teorema 1.4 es pot demostrar que Tés una aplicacid de

cliasse CI 1 que
D, Su,v(t)) =1 - J;e(t'T}LBM(v(T)}dr
Aleshores, com M{c) =0, tindrem
T(0,0) =0

i, com DM{0}=0,

| D,3(0,0) = I

En aquestes condicions podem aplicar el teorema de la funcid implf-
cita i obtenir una aplicacid:
Foo B(0,8) e B ~— C{[0,=),D)

tal que Ft(O) = 0,' (u,Ft{u)) =0, W eDtal que ju|<é

fs a dir, Ft(u) 85 la solucid de (17}, definida ¥t>0 si la condi-

¢ié inicial u &s |u}l < &. A més, Ft(u)ecl(n, C([0,=),D)) 1 per tant,

per cada &, u ——r Ft(u) €D és també de classe Cl.
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‘Observem que aixoc ens dbna un teorems d'existéncia, unicitat i depen-
déncia respecte a les condicions imicials a un entorn del punt d'equilibri.
Anem ara a demostrar el teorema 3,1,

fs clar que si u (t) &s solucié de la segient equacié:

=ty ot apec([0,2),00 N cl(io,e) )

ul(O) = Gce D

(19)

on hem definit LI L+&1 Ml(ul) = eg"2 tM(e“yz tulit)).

2
- /2t

1lavors u(t) = uz(t) sera solucid de:

{20) fit Lo+ Mu) , uec(]0-),0) a cl({o,«) )

ulQ) = u €D

Demostrem, doncs, que existeix una dnica sclucid de (19) si
|GDID és proy petita.
Per a veure aixb només cal repetir e} racnament de la demostracid
del lemma 3.1. Observem, per exemple, que M, ap1icalc([0.m),0) contnuament
en C{[0,»),H) i envia acotats en acotats. En efecte:

{on que OM(0) = 0, existeix 51 tal que
M), < lul, i [u|D < &)

Sigui ara v(t})eC({0,=),D}, |v|_ <C.
Llavors existeix un T tal que

suple™/ 2 E ()| “sup_ e /“]v(t); <ceHt g
t>T =T

I, per tant,

sup M. {v{t)}], =sup RILE M(e-glz-tv{t)) < sup Jv{t}|, < C.
t>Tll IK t>T I !K t>Tl D
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Comdue a interval [0,7] 1'aplicacié

u(t) — /2 tyu(eE/2 tU(t))

envia acotats en acotats (de C{[0,T],D) en C{[0,T].H})},
tindrem, en definitiva
1, (V)] <C

La continuitat de Ml és evident.

Les restants hipdtesis, &s a dir, que DMl és continua 7 envia acotats
en acotats, son també molt senzilles de provar.

Per tant, podem deduir que existeix ul(t), solucid de (19) i, per tant,
lul,, < .

Es per aixd qpe, Si |ﬁ0|< 8, la solucié ult) de (20) existeix per a tot

t>0 7 a més;:

lu(e)|y=e 2% Ju |,

s a dir, la solucié nul.}é de (18} &s exponencialment estable.

Com a conclusid, la solucid estacionaria uy de (17) és també expo-
nencialment estable.

Demostrarem ara que 1'espectre de L & purament puntual, &s a dir,

1 existeix 1 estd acotat. Re€ordem

que si Nuc (L - al)=1{03, Davors (L-aI}"
aue L=da + F‘{uo) és suma d'un operador diagonal definit a D, subespai
dens de H, i d'un operador acotat F'{uo}. Utilitzarem els segients lemmes:
Lemma 3.2

L'espectre de & com a operador amb domini Hz(n, é% ), dens a Lz(n)
és purament puntual.

Resultats molt més forts que aquests {més generals), es poden trobar,
per exemple a BEREZANSKII,T 3.5
Lemma 3.3

Si A no pertany a 1'espectre de a, 1'operador (a-—xl)'l &s compacte
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en Lz(n)‘

Demostracié  Per hipdtesi, (a- ll)-l és acotat en LZ(Q). Demostrem, a més,
que &8s acotat com a operador de LZ(Q) en Hz(n, g% ) {1a norma de Hz(ﬂ, g% )
és equivaleént-a la norma del graf perqué A-xI &s tancat).

[n efecte: sigui ve LZ(Q}

[(a-aD el < € s - a0y N + [(a-an - a0 ) <

< 01(82[v|0 +v]g) < klvlg -

Ara, aplicant el.lemma de Rellich (veure FRIEDMAN T 1 11.2)

(a- AI)"1 &5 compacte a LZ(Q) pergué Ta inclusid

Ho(e, 2 ) c 2 (a)
&5 compacte.
Lemma 3.4 )
L'espectrg de ds (operador definit densament a H= (Lz(n)}m) &s pura-~
ment puntual i estd contingut & {-=,0].
A més, 1'operador A =/d &+ ¢ , >0 @és

1
dZA f €

d A+ g
-1 m
tal que A © 8s compacte,
la demostracid és evident apiicant els lTemmes 3.2 i 3.3, i el corol.-

lari 2.1 1 recordant que tots els di sfn positius o nuls,

Teorema 3.2
L'espectre de L=da + F'(uo) &s purament puntual.
Demostracid
Podem escriure L=A + F'(uo)-sl on A= A+ el &s un operador diago-

nal amb domini D tal que Atl és compacte 3 F'(uo} - el &s un operador acotat,
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Provarem que Nuc(L-AI)= O implica que (L-aI)71 &s acotat.
Demostrarem el segient fet general:

"Sigui A un operador linial densament definit a H tal que At és
compacte i B un operador acotat a H, Aleshores Nuc(A+B) = {0}==(A+-B)'1
aefinit a tot H i acotat".

La hipdtest que A+B sigui injectiu implica que 1+28718 &5 també

1B 8s compacte. Llavors la teoria de Fredholm eﬁs assegu-

injectiu. Pero A™
ra que 1+A°18 t& invers acotat. Provem ara gque (Ii-A'lB)'lA'1= (A*—B)—l.
D'una banda, ¥veDom{A) es té: '
a+a g latae )y = (+atinylrealB)v = v

D*altra banda volem demostrar

(A+8)(1+A gy 1Al = 1

Aixd G1tim es equivalent a demostrar que,pe & qualsevel ve Oom{A)

(A+B)(1+A"18)" 1y = Av
o ~1,,-1
Sigui w = {I+A "B) “v. Llavars
_1 _
(1+A7 8w =v
i per tant we Dom(A}. Aplicant A+B:
(A+B)w + (A+B)A 1Bw = (A+B)w + Bw + BA™Bw = Av + Bv

(A+B)w + B(I+A'IB)w = Ay + By

0 sigui, (A+B)w=(A+B}(I1+A B) 1v=Av, |

Per tant, (A+B)'1 8s acotat perqud &s composicié de dos acotats,

En el nostre cas, {L--AI)'1 =(A-+B)'1 8s acotat sii no 8s Qa]or propi.

E1 comportament asimptdtic prop d'un punt de repbs, quan la clausura
de ¢ no conté valors imaginaris, ve donat per la part l1injal de L i exis-
teixen les varijetats estable i inestable {vegi's Iooss Cap. VII). En el

nostre cas Només necessitarem:
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Teorema 3.3

Si o(L) contd un valor propi amb part real positiva, la soluci6nul.la
és inestable.
Demostracid

Per hipdtesi existeix um A= Aot ixze t. A >0 1 un vector

u=u) t iu26H¢ (espai complexificat de H) tals que

Lu = au

Aixo implica, en particular, elty=etty,

Es clar que X és també valor propi de L, de vector propi up - iu2==G.

Per tant v=u+ﬁ=2uleH. A més

Lt t Mg RELTALY Y

e v=e|‘t(u+ﬁ)=e)‘u+e -2t

ute

= oMt

(cos Aptv + 1 sin Azt(u- uy) = eklt(cos Aoty - 21 sin X, tu

2tuz)
Liavors existeix un natural N tal que

1eLNv[D > Al/2N vl Fixem-nos que €'1/2 5 1,

Observem que aquesta desigualtat &s certa per a tot asv, ase R.
Es a dir, podem prendre [av| tan petita com volguem,

Aplicant el teorema 1,4, si diem Ft(v) al flux amb condicid inicial

v, tenim:
. [Rt(v)1n
Folv) = F (0) + DF (0)v + Rt(?)' 11T0 __T;TB__,_ 0

Perd com Ft(OJ =0, DFt(O) =elt (corol.lari 1.1), deduim el segiient:

¥e,0 9 1 >0: |FN(av) - eLNav|D < e|v]p si fav|<n

_ ApNs2
pl_e -

Prenem e tal que e>1,

Llavors per a tot « tal que |av| < n tindrem

MN/2Z

|Fylev) |y > fe vy - elvly > (e cHaviy
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Es a dir ]FN(uV)|b > pllaviD

Estem suposant que Ft{av) existeix per a tot t>0, car en cas contra-

ri tindriem sup [Ft(uv)!D= = i 0 po seria estable.
3

8i [FN(av)|> n,0 & inestable. Suposem doncs |FN(av)]c n, Llavors

tindrem:
Folav)] > o) [Fylav)| > odbv]
1 aixi successivament tindrem
|Feylav} > o¥]av]

Pero és clar que existeix_un k>0 tal que pt]cvln> n. Llavors O és

un punt de repds inestable perqué, ¥n' >0 podem trobar veD tal que
Iav|D <n' i [Flav}|g>n per algin t.

{6s a dir, la bola B{o,n) H no conté cap bola B{O,n') tal gue
Ft(B(o,n'))c B(O,n) ¥t>0).

Resumint:

Teorema 3.4 (Principi d'estabilitat linial)

“Una solucid estacionaria Uy de (17) és asimptdticament estable si
1'aspectre de 1'operador linial Du(dau + F(u}) =da + F'(y) estd contingut
@ 1'esquerra de 1'eix imaginari i a distancia no nula d'aquest; &s jnesta-
bie si conté algiin punt amb part real positiva.

La demostracid d'aquest tecrema es redueix a aplicar els teoremes
3.1, 3.2 3 3.3,

Ens resta ara donar un algorisme per al cidlcul dels valors propis
de 1'operador da + F'{u). Per aixb, vegi's PERELLO. En 1'article esmentat
es demostra que p 65 valor propi de L si i només si existeix un Ay de

1'espectre de & tal que
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det(F'(uO} - \idiag{dl,dz,...dm) - pl}=0

Observi's que F‘(uo) - Aidiag(dl,...dm) - pl &s una matriu m x .
Si existeix un idnic Ai que satisfa la condicif anterior, Ai és velor
propi simple da A i el rang de F'{uo) - Xidiag(dl,...,dm) - pl ésm-1,

1lavors ¢ 8s un valor propi simple de L. Es a dir,
dim Nue(L - pI) = 1

En aquesta situacid, si 9 és la funcid propia de valor propi Ai de
4 , el subespai Nuc{l -pI} ve generat pel vector
(-a1¢i, a2¢i""am¢i) € H¢ on (al,az,...am) &s un vector propi de valor
propi 0 de la matriu F'(uo) - Aidiag(d],dz,...dm) - pl.

Demostrarem ara un teorema que utilitzarem més tard:
Lemma 3.5

Sigui A densament definit a H,A'1 compacte i B acotat. Llavors 1'ope-
rador A+B compleix 1'alternativa de Fredholm, és a dir,
R(A+B) = {Nuc(A*+B*))*
Demostracid

és evident que R{(A+B) ¢ {Nuc(A* + B*)IL, Provem doncs que
(Nuc(A’+—B*)f estd contingut a R(A+B),

Sigui veH tal que (v,x}=0 ¥xeN(A*+B¥),

Sigui yeNuc({I+(A"1B)*), &sadir, tal que (A°1B)*y +y =0 i per
tant B*(A'l)* ¥+ y=0

0 sigui (A'l)tye N{A* + B*) perque (A'l)*= (A*)"l.

Llavors (A'lv.y} = (v.(A'I)*y)==0

Fins ara hem provat doncs que si ve (Nuc(A**-B*))‘L Tiavors

A_lvemuc{1+(A-18}f.

Com I

B &s compacte, de 1'alternativa de Fredholm:
(huc(T + (A7 1B)%) = R(1 +A"lB)
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Com a COnseqhéncia,'A'1v= (I+A'IB)u per algin ueH que haurd de ser
també de Dom A car el rang de Al s pom A.

Aplicant A a2 1'G1tima igualtat:
v =Au+Bu = veR(A+B)

fs a dir:
i
{Muc{A*+B*}} < R{A+B)

Teorema 3.5

Si a Bs un valor propi de L, Rang{L - aI} = {Nuc{L* - )_\I))L
dim Nuc{L - Al) = codim R{L - AI}.

Si dim Nuc{L - Al}=1, direm que A &s un valor propi simple.
Demostracid

L-2xI & suma d'un cperador A=da + el densament definit i d'invers
compacte i d'un operador B =F‘(u0) -2l -¢I acotat. Per tant, del lemma

anterior,

Rang(L =M} = {Nuc(L*- XI})*

- Com dim Nuc{L*-xI}=dim Nuc(L - AI} tindrem gue

dim Buc{L - aI} = codim R{L - I},

4. BIFURCACI® D'UN VALOR PROPI SIMPLE

En aquesta seccid demostrarem 1'aparicid  d*una bifurcacid d'una so
lucid estaciondria quan un valor prepi simple de la part lindal d'aquesta
equaci§ creut per 1'origen mentre tots els altres es mantenen a 1'esquerra
de 1'eix imaginari i a dist3ncia positiva d'aquest. E1 procediment gque uti-
Titzarem rep el nom de M2tode de Lyapunov-Schmidt o dels problemes alterna-
tius.

Siguin D 1 H espais de Hilbert reals, [ denszment inclds en H

i Ta inclusid continua.
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Sigui G : R x D— H una aplicacié de classe CZ . Suposem que
G{p,0}) =0, ¥p € R . D'acord amb el que hem vist anteriorment, aixo no
resta generalitat.

Llavors u= 0 #s una solucid estaciondria {un punt d'equilibri}) de

Ta seglient equacié d'evolucid:

d 2
o I ‘3%““ 6{p,u) u{t} € C{[0,7],H)
] u{Q)

Denotem L{y,u} = DuG(y,u); operador linial amb domini D dems a H .

Ug €D

Suposem que [ es troba en les hipdtesis del capitol anterior. En aquesta
Situacid, 1'equacid defineix un semisistema dinﬁmic:

Suposem que o{L) (entenent ara L com a operador a 1'espai com -
plexifixat de H } estd contingut a 1'esquerra de 1'eix imaginari i a distdn
cia positiva d'aquest, per a y < O. Aleshores, la soluciéd u =0 &s expo-
rencialment estable. A més, cam. L{u,0} &3 inveriible, ¢} teorame de fun -
ci§ implicita assegura la unicitat de solucions de G{u,u} = 0 en un entern
de u=20,

Suposem que 1'operador L{p,u} &s del tipus de Fredholm, &s a dir,
tal que

R(L-AI) = (Nuc (L™-31)) ¢
dim Nuc {L-AT) = dim Nuc (L"-3I)

Suposem també que, per y = 0 , si denoten L = L{c,0),

N=%uc Ll =[¢] v, & B, | el =1

L3
—

* = *, % *
Nuc Ly = fe) g EH I@OI
R=Rang L ={u €& H | (u,ws)H = 0}

*
(¥, wO)H F 0
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(en aguesta situacid direm que 0 &s un valor propi simple de LD).
Suposem, per dltim, que, dient a{y) al valor propi de part real més
arossa de L{w,0), *'(0) >0 .

Sota aquestes hipotesis demostrarem el segilent:
Teorema 4.1.

Existeix una corba de classe Cl
ae {-ee)— (u{a), u(s)) € RxD
tal que:
({0}, u{0)) = (0,0}
u'{o) = ¥,
G{u{a), u(a)) =0 Yo € (-e¢
és a dir, apareix, per a cada « , una solucid estacionaria que bifurca de
p=0 per p=19
Demostracid

Definim Jes sequents projeccions:

P1 :Db— N
X {x,¢b) Yy
*
P1 :H— [wO]

* *
y lywg) ey
i diem Ql = I~P1 . QZ = I-Pz. Fixem-nos que 02 projecta H sobre

RL0 =R .
Tota u e D es pot escriure u = (qfo)w0+qlu AN
Podem descomposar 1'equacid G{u,u) = 0 :

Q61,09 +¥)
(22)

0
0

f
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Definirem ara una aplicacid H :
H: le]RxQID—rR

(u,a,w)F—* QzG(l-';a '100"'4-']

Es clar que H é&s de classe C2 i que H{w,0,0) = QZG(u.O} =0 .

En particular H{0,0,0) =0 .

8s un isomorfisme entre ¢ i R (s bi-

A mes , D¢H(D,0,0) = QZLU

Jectiva, continua i Tineal per Ta qual cosa, 2] teorema de 1'aplicaciG oberta im-
plica que la inversa és tamb& continua).
Podem, doncssaplicar el teorema de funcid implicita per a obtenir una

aplicacié de classe c?

p: Ux ¥ — QID
{umo) = Hu,a)

(UiVentorns de 0 a R)
tal que

¥ (090) =0
H{v,o,0{u,a)) = 0 per (p,a) e Ul x V

Per unicitat de y tindrem que w(u,0) = 0, ¥pe U .
A més, es compleix la seglent propietat:-%%(o;o) =0

En efecte, derivant 1'equacid

R{ )b (,0)) o 0 6(0 00 3Q ¥ (n,a)) = O
respecte a obtenim :
QoL(v,aw) + Qofu,a)) . (o, + 0) e (40)) = 0
Avaluant a {0,0):
Q,L{0,0)9, + Q,L(0,0)Q; 2-(0,0) = 0

Com " Nug LO j 02 és la projeccid sobre RL

3 .
L0 —a‘aL(o,U) =0
1 per tant —'Lga (0,0) = 0
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Substituint y (u.a) en la segona equacid de {22) obtenim:
Pgﬁ{usa\po +ylusel) =0 . Es a dir:
¥
(G(u,mﬂo + ‘p(Usﬂ-)3¢n) =

Aquesta G1tima equacié escalar anomenada "equacid de bifurcacig" &s
equivalent,.com hem vist, al sistema (22} en un entorn de u= 0 .
Definim ara una aplicacid

F:UxVCRZ— R

*
(wra) ——(G( w00, ¥ ¥ {wa)).e,)
F é&s de classe C2 i compleix, per a tota y e U :
*
F(usO} = (G(Uio) )\DO) =0
Llavors, si definim
Flusg) si a#0

g(].l,(l) =

g: (1L,0) i a =0

resulta ser una aplicacid de U x ¥ en R de classe i:]L tal que
3
9(0,0) = 5—(0,0) = 0
*Aplicarem el teorema de funcid implicita a la funcié g en un

entorn del (0,0). Hem d'avaluar —;‘—51{0,0).

Z
Perd, de la definicié de g tenim que 29 (g,0) = -2 F (0,0} .
3y Bady

Calcularem aquesta Gltima derivada :

2E () = (Lt + ¥ (mad) (g, + 2L (mad) & vy )

© g . 3 *I
2 (0,0) = (Lm0 py + 25 (10)) 5 9y

¢

%‘3“ (359(0,0) = { §,6(0,00(ey + L (0,0) + L(0,0) ggfu—(o,o),w;} -

= (D, 6{0,0)0,%,) .

W
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Si suposem (DULJG(D'D}wO’¢;) # 0 podrem aplicar el teorema de fun '«

cib implicita i obtenir una nova aplicacid

n: {-2,e) CVCR—-—UCR
o —— u{a)
de classe € i tal que (D) = 0, glule),a} = 0, ¥e € (~e,e) i, en con-
seqliéncia, F(u(o),a) = 0, Vo € (-e,2) .

Aleshores 1'aplicacié o v¥—yp{ufa),0) &s tambd de classe ¢t g per tant
u{-e,e)Jc¥y——D

Ca— g + g (ule) )
també.
Relacionem, per Gltim,la condicid (DuuG(0’0)¢b'¢;) #0 amb Ta hipo-
tesi, que encara no hem utilitzat, A'(0)> 0 .

Tenim
L{n,00w( ) = au)wlu)
o v{u) @&s el vectur propi corresponent a A(y) . Derivant.i ava -
luant a u=0:
Du“G{D,O) 9 + L' (0) = 2'(Q) g
Multiplicant escalarment per w; i tenint en compte que RL0==hpaL1

que (sao.«p;) £0: .

(DuuG(0’0)¢0’¢o}

(\oo,so;}

(23) 1 (0) =

Per tant, com hem suposat A'{0)>0 tindrem
. *
(0,,6(0.0)¢,w ) # 0

A més, Ta igualtat ens ddna una condicid computable directament.
Notem que, un diagrama de bifurcacidé en qué apareixi la corba

(u{a), ufa)} podrd tenir un dels tres aspectes seguents:
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—_— s ————
; A ' M
,r ’f
P R
‘I ‘;,"
si w'(0) £0 u'{0) =0 W' (0) =0
diagrama 1 diagrama 2 diagrama 3

Estabilitat de les solucions bifurcades

Per a determinar 1'sstabilitat de les solucions bifurcades, estudia-
rem 21 comportament del valor propi critic ;5 (el de part real més grossa)
de Lip(a)s ula)), és a dir, al 1larg de les branques bifurcades.

En tot el que segueix, necessitarem que L{ufa),n{a)) sigui de classe C2

en o , i segons la demostracid anterior, haurem d'exigir que G sigui de
classe C3 entre D i H.

Provarem en primer lloc que el sistema d'equacions

J L{u(a),u(e))y ~ov=0

(24) (ww) =1

defineix, implicitament, una aplicacis abk— o{a) de classe C° tal que
o(0) = 0 . Observis que (4) dimplica que o &s un valor propi de
L{u(a),ufe)) 1i¢ &s la seva funcié propia normalitzada. El1 fet o(0) = 0

ens diu que aofe) sera precisament el valor propi critic.

Definirem la seglient aplicacid:

-]
{-e,e) x R x D—R x H

131



{ u,c,@}}_—"‘*((w,‘P) -1, DUG{H(G),u(G))W-U\P)
D i H presos com a espais de Banach sobre R,
Es immediat de comprovar que ® &s de classe C2 .

Tenim la segwent propietat:
¢(0,0¢,) = (0,L,%) = (0,0) .

0 2{@0,.)H

00,90(0’0"’00} -

% Lo :

Fixem-nos que chg(ﬂ,o,gb) e L{R x D,R x H)

Si demostrem que D@p¢(0,0,¢b) és un homeomorfisme, podrem aplicar el

leorema de funcid Implicita per a obtenir una aplicacié de classe C1:

a € (-6',9')PT—*(0(9)¢0(&) e R xD

que ens domara, per a cada valor de o el valor propi critic ¢ i 1a funcié
propia ¥ de norma 1 de o .

‘Injectivitat. Suposem (*,u) € D tal que Dwﬁ'(O,G,WD}(A,u) =0,
Aix6 implica J (#su) =0
-A =
¢+ Lu=0
De la segona equacid, tindrem A = 0 (perque R(LQ) ={ueH:

* " *
(u,¥)) = 0 (9.2,

#0) .
Llavors u & Nuc Ly d'aixd es dedueix, mitjangant la primera
equacid, que u =0 .

Exhaustivitat. Suposemv € R 1 weH . Hem de resoldre

J (P ,v) = v
peroc e R, veD
[ =

<
1
Q

h:]
1}

-3
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Per 1'alternativa de Fredholm, la segona equacid &s resoluble si i
només si :
* * *
(0\00 + Wupo) = 0&“”0"*"0) + (Wa\po ) =10

- wnP
Es a dir, si - (%)

] *

(‘b""’o)

Sigui v una solucid qualsevol de

*
_ (WHG‘D) )
Lov =W - ———{ *) 50{ .
¥o*¥0

Es clar que gualsevol v' = v + By, > B € R &s solucid de 1'equacid ante-
rior. Esccllim, doncs, g perqué es satisfaci també (¢b, v)Ey.
Es adir: (g,v+ s¢b) = y. D'on

(egov) +8=v = 8 = v- {pgov)

per tant, hem trobat una parella {o,v') € Rx 0 tals que

(wsso;)

g = - -
(‘PO; ‘Po)

Vs vt - (vl

De(0,0,¢,)(J1) = ()

Hem provat, doncs, 1'exhaustivitat.

Com D§K0,D,¢b} &5 acotada, el teorema de 1'aplicacid oberta ens diu
que &s un homeomorfisme. Per tant, aplicant el teorema de funcidé implicita,
obtenim )'aplicacid T .

Avaluarem ara la derivada de o{z) en un entornde 5 = 0 .
Per aixd, derivem la primera equacié de (24) suposant o =gla), v=pla).
Advertim que en els cilculs gque segueixen ens permetem un petit abiis de

notacié per a escurgar el text.
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(25)
D,, G(ula),ula)) v a)ole) + D, 6lula),ula)) (u'le)swlo)) +

:”DUG{U(C‘),U(G))\P'{&) - o'{a)vla) -cle)e'{a) =0 Vae {~¢'4e'}

Avaluem aguesta derivada a 2 = 0 i multipliquem-la escalarment

*
per v,
4
u (0)(D,,6(0,0)00.0,) + (D,,6(0.00(vyw0,) w,) +

+ (Low'(o),xo;) - a'(O)(wo,w: ) =0

Hem tingut en compte p(0) = A
a(0} = 0
u'(0}) = ?,
et .
Com Rang L ={w ™ : '

(26) (92%,) '(0) = u'(0)(D, 6(0,00p, 05} + (D, 6(0,0) (0 0) )

Utilitzem ara Ja condicid G{u(a),u(e)) = 0 per a reduir aquesta ex
pressig.

Derivant dues vegades G(u(a),u{a)), s'obté :

(27) 0, 6(s(s),ula) (5 ()% + 20,6(u(a) u(a})u' (a)u' (a) +
*+ 0, 6(v(=},u{e})u (=) + D Glula),ule){u’(a},u' (o)) +
+ DUG(u(a),u(u))u“{a} =0 , Wee(-£',8")

Avaluant a zero, i-tenint en compte les seguents igualtats :
DuuG(O,G) = DuG(U,O) =0 ., u'{0) = ?,

{28) 2u'(0) quG{G,U)vB + DuuG{0,0)(wo.wo) L, u"(0) =0

Multiplicant escalarment per W: :

* *
(29) 2v [0)(Dupﬁ(0,0}¥a,ﬂo) + (DuuG(D’O)(wO’po)‘wD) =0
De (26) i (29) obtenim
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(000" (0) = ~u'(0)(D,,6(0,0)0,,9,)

fs a dir :
L
D,,6(0,0)¥ ,% )

(95:90)

{30) o°{0) = -u'(0) =-1'{0}2'{0)

Pedem enunciar, doencs, el segirent teorema.

Teorema 4.2,

En les hipdtesis del teorema 4.1., si o*{0)} #0C, el diagrama de bi-
furcacip s del tipus 1, &s a dir, només hi ha una solucid bifurcada per a
cada valor de p e {-5,8) 1 a més 12 solucid bifurcada és estable siuw » 0

{branca supercritica) i és inestable si  ,,.<0 (branca subcritica)l.

ti a dir, el diagrama de bifurcacid &s aixi :

[

ta demostracié d'aquest teorema &s ara evident, car, de {30}, com
(0} >0, tenim que el signe de o' {0) &s 1'oposatdel de u'{C) , &s a
dir, negatiu si w{0)>0 i positiusi u(0)>0 . En un entornde o« =0
{# per tant en uyn entorn de u =0}, (0} >0 sia> O, implica w'{0) >0
i ¢ {0} <0 implica que el valor propi critic o es fa negatiu. Aleshores,
com fots els altres valors propis de L{uf{e),u{a)) es mantindran amb part

real negativa, tindrem 1'estabilitat de la branca supercritica.
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Iguatment es prova la inestabilitat de la branca sulcritica.
Recordem que les condicions x°(0}>0 i ¢'(0) # 0 s6n directament
computables a partir de 1'equacié :

(o) - {D,;,8(0:0)¢,.¢))

*
{959}
Isi X(0) >0, (29) ens diu que w'{0) # 0 és equivalent a

(0,,60.00(%. 23, €) #0 .

Seguirem ara 1'analisi de la bifurcacid en el cas que »'(0) si-

gui 0 . Seguim, doncs, derivant ({5} :

3

(ara necessitem que (¥{},u{e)) siqui.de classe €° 1 per tant G

de classe Cq).

Duuuﬁ(u(a)aU(c))(u‘(G))%P(G) + ZDuuuG(u{“)’u(u)} {u*(a) wl{a)l'(a) +
+-Duuﬁ(u(a},u(u)}u"(a}p(a} + 2u'(q)Dqu(u(u),w(a))\P‘(u) +

+ D 8ule) u(alu' o) ' (a) w0(e)) + 0, G(n(a) wla)) (u"(a) pla)) +

+ 20 6(u(a),ula)) (L' {adw(x}) + B S(a(chw{e) 0" (a)-da)ola) -
- 26'{a)¢' (e} - ola)¢'(a) = O

Avaluem 3 o =0, suposant u'(0) =0 {aixd implica o'{0} = Q) i

recordant u'{0} = Py s o{0) = 0

u™(0)D, 6(0,0)¢, + D 6{0,0)(0 .0 .0,) + DUUG(O.O)(U“(O},%) +

+ ZDUUBIO,O)(w'(O),¢5) 1, ¢"(0) - c"(O)qE =90
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*
Multiplicant escalarment per LI

(31) {ogown o"(0) = u"(0)(D, (0,000, wp) + (D, G(0,0)(%,0,50,) &)

+ (D,,600,0)(u"(0) )i} + 2(0,6(0,0)(p" (0} ,2,) w,)

D'altra banda, derivant a (7) :
D, Cula)ula)) (7 () + 30, Blula)ule)) (v (e))ou(a) +

+ 3DuuG(u(a)' ulo)yp' {a)u"{a) + 3Duuu3(uh),u(u))u'(a}{u'(a},u'(a))
+ 3DUUG(u(a),u(a])u'(a}u"(a} + DPG(U(G),U(H)}M'"(G) +

+ D, 6lula) ulal){u* {a)u* (), (@) + 30, 6(u(0) ula)) (u"(a)ou' (o) +

+ 0, 6(p(a},ule}u™ (o) + 3DUUG(U(U)sU(u]}uI"{G)U'(u) =0

Avaluem aquesta expressio també a « = 0, supesant u'(0)} =0 i re-
cordant
u'{0) = wo, DuG(D,O) = DUUG(D,U] = DuuuG(O’D) =0

D S(0-0)(9,:9:9) + 30, 6(0,0){u"(0) wy) +

+ 3L0 u™(0) + 3DUUG(0,0)u"(0}4B =0

Multiplicant escalarment per w;
(32

0=3UW0HDU§(m0%%a%l+ (D,,,6(0,0)(¢ 9.,

" 5905 9,) + 30,,6(0,0)(u"(0),%,), )

0

Abans de seguir demostrem el segiient lemma técnic :

137



Lemma 4.1. fn aquestes condicions:
* *
(0,,60,0)(u"(0),%,),%,) = (8,,6(0,0)(¢'(0),%,) %)

Demostracid

Avaluant (25) a @ =0 i suposant u'(Q) =0, a’{0} = 0 tindrem

DuB(0:0)(¥5,9,) + Ly #'(0) = 0

perqué u'(0) = Wo i o{D) =0.

Igualment, avaluant (7} aco =0 i amb les mateixes supasicions :

DuuGIO,O)(WU,WO} + L0 u"(0) = 0

|
D'aixd es dedueix u"(0) - ¥'(0) e Nuc Lo- O sigui

u"{0) = ' (0} + P, on v & R
Per tant,

0,,6(0,00(u"(0) 0.} 02 }= (D, 6(0,0) (0" (0) + ve 0 ) 00! °

= 10,600,000 (040} 0 ) + »(D,,6(0,0) v, w,) 0y

Perd el segon sumand &s zero perqué suposem u'{0) = 0
Aplicant aquest lemma tindrem gue (31} es converteix en
(33)

(9,405)0"(0) = 1"(0)(D,6(0,0)025) + D, 6(0,0)(¢,.0,0,) 00) +

Lo R + R ]

+3(D, 6(0,0)(¢' (0) 0,) 0,) -

i {32) en:

0 = 3u(0)(D,6(0,0) 9w o) + (D,,,6(0.0)( 9.9, 0).%

uuu
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+ 3(0,,6(0,0) (¢ (0),9,)9,)

Ara podem enunciar el seglient teorema.
Tegrema 4.3.

£n les hipotesis del teorema 4.1. suposem u'(0) = 0 pero u"(0) # C
Aleshores el diagrama de bifurcacid &s del tipus 2 6 3, 1 per tani, de 1z so
Tucié u=0 es bifurquen dues sclucions per u> O i cap per g <G o dues
per w<0 1capper p> O .. Les solucions bifurcades son estables si sdn
supercrjtiques i inestaﬁ]es si sén subcritiques . Si p"(0}< 0 1les bran -
ques bifurcades seran subcritiques i, si u"{0) >0 , seran supercritiques.

Resumint, tindrem els sedients diagrames de bifurcacid:

#"(0) <0 #"{0) >0

Demostracid
£1 vector tangent a la corba {p{c),u{a}} &s, en el nostre cas,
(G.py) » AixC ens déna tangent vertical en el diagrama. Com p'(0) = 0,
p"{0} # G tenim que « és un extrem de la funcié ¢ — u{s} , de 1a qual cosa

deduim una de les dues figures. Amés, 8s clar que el signe de p"{0) ens
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determinarld quina de les dues &s.
Per a determinar 1‘estabilitat, utilitzem les expressions {33} i (34)}.

B'elles es dedueix:

L
. ngG(O’O}po’wo)
*

o"(0) = -2¢"(0) = -2u"{0)1(0)

(0,0, )
Es a dir, o"{0) té signe oposat & p"(0). Com ¢'{0) = G, tindrem
que si ¢"(0)»0 , O serd un minimde ofg) i si o"{0) <0 , serda un maxim.
Com a consegiéncia, tindrem estabilitat si o¢"(Q) <0 (&s a dir, si #"{0}>0)

1 inestabilitat si o"(0} >0 {si #x"(0) <0} . En definitiva, si la solu-

lue 18 bifurcada és supercritica sera estable i si &s subcritica serd inesta-
ble.
Notem per d1tim que la condicid w"(0) # 0, i, en realitat, el signe
de g"{0} es pot calcular mitjangant 1'expressid {34) :
DuuuG(0,0)(¢o,wo,wc),¢:)

3t {0) ¥ {0)= - * -
{2y 59,)

D, 6(0,0)(¢'(0) 0, ) ¢y)

*
(vo’?o)
on A'{G}>0 per hipbtesi 1 ¢’(0) es pot determinar de 1°equacié
L, ¢ (0) = -DUUG(O,O){wO,wO)
que té solucid, segomslialternativa de Fredholm,car estem suposant
D, G *y =
480,00 (e .0 ) ) = 0

Amés ¢'(0) ha de complir (w‘(O),wo) = 0 , com es pot veure derivant

12 segona equacid de (24) 1 avaluant a « = 0 .
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APENDIX AL CAPITOL II

REGULARITAT DE G

Demostrarem en aquesta seccid que les condicions de derivabilitat
per a G que demanavem a la seccié precedent, &s a dir & de classe ¢
per a 1'estabilitat,es compleixen en el cas d'equacions de la forma

(35)
6(ust) = dlulou + Flyu) ue (o, 5" = D

pe R, du) e R™ L Fluu) e (L3
F(Lhu} = f{ﬂ!u(x)) »

sempre que les aplicacions - d{y} de R en R" i flyp,x) , de

R x K" en Fﬂ1, compleixin també certes condicions de regularitat.

En particular, demostrarem que si d € Ck{R ) i fe Ck(Iiz,R ),
Tlavors G € Ck(R X HZ(Q’TET}’ LZ(Q)) , 85 a dir, provarem els resultats
complets per am=1. la generalitzacid al cas m>1 &s directa {vegi's
el primer capitsl},

Cbservem gue, si tenim, per a cada y € B uma solucid estacioraria

ue ¢ D de 1'equacid:

at = G(uau)

0 sigui, G{u,u,u) =0, iamés Tfaplicacid
u € R—— uue D

&s de classe CX, 1lavors, mitjancant el camvi linfa) vy = u-u, , obtenim
una equacid

S = 8y u) + 6y

141



tal que & és de classe Ck si G ho era i é(u,0)=0 Yo .
Per aixo ens podem restringir a estudiar agquest @ltim cas.

Demostraren, doncs,els seglients teoremes:

Teorema 4.4

Sigui f e CO(R } , & obert acotat de Rr%rii3) aﬁb frontera de
classe Cz. Definim

F o Hoa2) — L¥(a)
W
ulxy —— flul{x))
Aleshores F &s continua.
Demostracid

F estd ben definidaﬁowtneHz(g,s%—) estd inclds continuament en C{Q},

la convergéncia en norma de Hz jmplica convergéncia uniforme,
Llavors
' 2
firta)Pax = {isCutx)) 1Pax < wlo) sup fetata) I« =
& Q X € Q

A més : 2 2
| [1Ftug) - )12 = fieyoa) - flata)]
2 o
i aquesta filtima integral tendeix a 0 si |un - uj _5__; 0 degut a la
H™{ &

continuitat uniforme de f dins dels compactes.

Teorema 4.5.
Sigui f e Ci(R } . Amb les condicions del teorema anterior, F &s

de classe ¢l i

DF{ujv = £ {u{x}}.v(x)
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20,2 1 — 12

a) DF(u) : H 53

v —f (u{x)).v(x)
és clarament linial 3§ acotada.

b) - IF(uty) - F(E) - DF(u)v|
v+ 0

L2(a) = 0

a2

En efecte, hem d'acotar convenientment:

I: = LJf(u(x) £ vlx)) - fulx)) - £ {ulx)v(x) |2

Com F &s continuament diferenciable:

1
fla + 8) = fla) + f'{c)p *+ J {(f'{o + tg) - f'(a))pdt , a8 € R
0

Per tant,
1 2
Izhh“%ﬂﬂ+tﬂﬂ)-FNHDWUMdef

2 2
sup | F'(u(x) + tv(x)) - Frlu(x))] [v(x} dx <
Q t £16,1)

‘ 2
sup [ (u(x) + tv(x)) - £ (u(x))] |v|° 2
x € Q t
te [0,1]

Perd, com v tendeix a 0D a HZ(Q,-ELJ, de 1a continuitat uniforme

av
sobre els compactes de f' deduim
2
sup  [Frlu(x) + tvix) - F(u(x))] ——0C
X E-Q vz 0
t 10,1 H
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¢} DF : H2(9,~%+)~—~+L(H2(ﬂ,§%—J,L2(n}) L= B,
u — DF{u}

&s una aplicacid continua.

En efecte :
IDF(u} - DE(Q)| = sup {F'{u{x))v(x) - f' (u(x))v(x)] =

o Bl vV E H2 E(Q)

lv]=1
“ i 2 i 2.
= swp 1PV - GO < sup £ () - FE)]

v e HER X Ef
[v] =1

que tendeix a 0 si U tendeix a u dins HZ{Q,E%—)

Teorema 4.6.

Sigui f e Ck(R ). Amb les condicions anteriors, F &s de classe ¢k i
DF(W) (v s¥mne - vy ) = £ 00 v, (Vo (X) - v )
13 2!"' k 1 2 - k

Demostracid

Farem per induccié aquesta demostracid, a partir del teorema anterior,

en el qual hem provat el resultat pera k =1 .

k

} r———
Y oKe) HZ(Q,Ea—v)x...xHZ(Q,%) — L)

(Vo +ev,) — K v (). v (x)

és clarament k-l1inial i acotada.
b} Suposem cert el teorema per a k = n-1 . LLavors

144



D5 Lruey) - DXVR(u) - DKR(u)y] A

L(Hzx...tz,Lgl

T1im
[
2 3
H (995'_\’)

La demostracid d'aquest fet &s igual a Ta de la part b} del teorema

anterior i no la faram.

k

c} Y

D¥F - H2(,52) — L(HPx...xHE,LE) = o B,
g v )
k
u — DF(u)
8s una aplicacid continua.

La demostracid és, tamb&, igual a la de l1a part c¢; del teorema ante-

rior.

Tornant a l'equacio' (35) hem demostrat que, en el cas m=1, 57 f
no depén de v , i @és de classe’ Ck , tambd ho s F. Pero observem que €15
mateixos raonaments ens servirien per a demostrar, en general, que F &s
de la mateixa classe que f encara que aquesta depengui de p (utilitzant
el tecrema que ens diu que si existeixen les derivades parcials d'ordre k
i sdn continues, la funcid &s de classe Ck).

Igualment es provaria que d{y) &s de classe Ck com a aplicacid
de R en HE(Q,E%—J i que Au és de classe C” &s trivial perque 4
8s linial.

En definitiva obtindriem els resultats ﬁue esperavem, és a dir, que si
les ap1icacinhs d i f , considerades a variable real sén de classe. Ck s
en considerar-les com a aplicacions entre els espais funcionals HZ(R,—%-) i

LZ(R} conserven les mateixes propietats de derivabilitat.
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Si m>1 les mateixes demostracions d'aguesta seccid, amb Tleugeres
modificacions,ens portaran als mateixos resultats.

Aixd ens permet utilitzar els teoremes de bifurcacid sense dificulats
en els casps practics del proper capitol.

Observem, per 1tim, que en el primer capitol, quan demostravem resul
tats de reqularitat per a F vam obtenir resultats més pobres. Aixd es de
gut al fet que 211f exigiem a F que transformés funcions de Hz{ﬂ,—%vJ en fun
cions de H'(2) i en aquest espai tenim una norma diferente de l1a de

L%(2)

Comentaris

Els mdtodes utilitzats en aquest capitol sén Jocals. A més, s'hauria
de continuar 1'andlisi del cas u"(0) = 0 1§ arribar a demostrar gue sempre,
si la solucié bifurcada és supercritica, és estable.

Actualment es treballa en la direccig d'aplicar metodes més globals
(hometopics) a 1'estudi de les bifurcacions (vegi's CONLEY-SMOLLER).

Malgrat tot, els resultats que hem provat son suficients per als nos-
tres propdsits si volem estudiar bifurcacions "gendriques". De fet, és clar
que la condicid

(D,,6(0.0) (v se,)0,) # 0

s genérica si el problema (en particular el domiri 9) no presenta massa
simetries . Es per aixd que el diagrama més gendric serd el de tipus (1)

Tornarem a parlar d'aguestes questions en el capitol seguent .
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CAPITOL III

UM EXEMPLE : LES DUNES

INTRODUCC10

Estudiarem en aguest capitol les possibles bifurcacions dels
punts de repds estacionaris homogénis d'un sistema de reaccid i difusid es-
pecific. V¥al a dir, en primer 1loc, que el sistema que presentem ha estat
suggerit per un intent de donar un model matematic per & la formacid de
dunes que involucri Gnicament equacions de reaccid i difusié.

No pretenem amb aquest model interpretar de forme realista i acurada
el fenomen complex de 1'aparicid de dunes-ondulacions- en una extensid de
terreny coberta de sorra.

En realitat, el nostre objectiu principal é&s domar un exemple d'uti-
Titzacid de les tdcnigues descrites en els capitols anteriors,que, indubta-
blemente, poden ser molt Gtils per a estudiar fenbmens de perdua d'unifor-
mitat {de morfogénesi} analegs al de les dunes {agrumollament de certes
amebeé, polaritzacié d'un ovul, formacid de dominis territorials en proble
mes ecologics, etc.).

Al Sghara, la sorra es genera per 1'aigua que erosiona les pedres a
tes rieres que sequeix, en forma torrencial, guan plou. Per altra banda,
1'aigua freatica aflora a2 certes regions i aixd fa que la sorra, portada
pel vent, s'hi adhereixii formi els "ergs", aquestes grans extensions de so-
rrz del desert saharia. Una vegada hi ha sorra, 1'aigua puja, per capil-.la-
ritat a la superficie. Fem notar gque Ta major part del Sahara no estd co-
berta de sorra, sind de pedres, i que la imatge popularitzada d’un desart
cobert de sorra, ve precisament del fet que els poblats i 0asis es troben on hi
ha aigua, i per tant, no 1luny de la sorra. A més, estd establert que les

dunes nc es mouen massa:d'altra manera, aquest poblats i casis serien de du
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rada ben migrada. Hi ha mapes 1 altres dades que mostren 1'estabilitat
de les dunes durant segles.

Fem notar que, per a poeder domar un model de reaccid difusié senzill,
hem suposat que, 2 la regid de T'espai on tenim situada la sorra, els vents
ne tenen direccions privilegiades.

També hi ha dunes que es mouan:al Perd i a Mircia sén ben conegudes.
Aguest cqmpcrtament diferent pot ser degut a una molt més gran direccionali-
tat delvvent, que produeix una bifurcacid de Hopf, és a dir, d'una sclucid
periddica, degut a qud els valors propis de part real prepis ﬁe part real

pesitiva no sén reals, sind complexos conjugats.

5. L'estudi Matemdtic

El model
Sigui @ un obert connex amb fronitera de classe C2 de R 2. 2 co-
“rrespondra & la reqié del desert on hi suposem 1'extensid de sorra.
Denctarem per u{x,t) 1'altura de sorra {respecte a un nivell fixat
arbitrariament) en el punt x e Q@ i enel temps t . Direm v{x,t) ala
densitat superficial d'aigua.

Fem 1a seglient hipdtesi:les equacions que governen 1'evolucid del sis

tema ({u,v} sdén les segifents:

(36) u, = flu,v) + dlalj

Yt = a(h{u) - v} - bv + dynnv

on uy i Vi representen derivades respecte al temps, a,b,dl,d2 sén nd-
meros reals positius.

Justifiguem breument 1'eleccid del sistema :
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f &s yna aplicacid de l@z en R due contrela 1a veleocitat de variacid

de u deguda a la perdua o guany net de sorra per efectes del vent. Noicm

que g i >0, & a dir, la preséncia d'aigua augmenta 1'adheréncia. Supo-
sarem també g: >0 . {bservem que 1'augment de la quantitat de sorra
gue queda dipositada al xocar amb la duma. La suposicid af > 0 corres-

au
pen a ¢reure que el segon dels efectes &s més important.

£1 terme d au representz la difusié dels grans de sorraz sobre la
superficie de 1a duna, &s a dir, el trasllat de materials rodolant per la
falda, principalment a causa del seu pes.

E1 terme de reaccid a{h{u)-v} - bv de Ta seqona eguacid, consta de
dues parts.

D'una banda, la variacid de v deguda al transpoert d'aigua des de
la capa freatica fins a la superficie per capillaritat,la qual suposarem
proporcional a la diferéncia entre la quantitat de saturacid hi{u} i
la quantitat en el moment donat v . Aixd ens dbna el terme a(h{u) - v) .
és ctar que h' <0 .

D'altra banda, el terme -bv representa la perdua d'aigua per evapo-
racié.

Per {1tim, dzav ens déna 1a difusio d'ajgua a la duna.

E1¢ parametres

Anomenarem parametres a certes.variables (implicites} independents del
procés dindmic que ens ocupa. Exemples serien la temperatura T , la velo-
citat del vent w , el tamany de la sorra s {el qual suposem uniforme}.

Amb aquests parametres podem escriure :

flu,v} = flu,v,w,s)

dl = dl{s,w)
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h{u) = h{u,s)
b = b{T,w)
d, = dy(5)

No explicitarem aguesta dependéncia respecte als parametres per como

ditat d‘escriptura.

Condicions a la frontera

Considerarem condicions a la frontera de Neumann homogenies, s a dir,

= 0 . Aixd voldrd dir que el flux de u, v a través de

3 &s nul.
Mmb aquestes condicions terim plantejat un problema d’evelucid com

elsconsiderats en el primer capitol Per tant sabem que, per a fota condi-
cid inicial
u{x,0} = u
2 3 142 -
(ugavg) € (2,20 = 0
vix,0}

1
-~

2
l'equacié (36} defineix un semisistema dinimic Fp o2 (Hz{Q,gg—)} tal

que Ft(uo,vo) és solucib, en sentit ddbil, de {36) .

ESTATS ESTACIONARIS HOMOGENIS I BIFURCACIONS A SOLUCIONS ESTACIONARIES

Entenem per solucid estaciondria homogénia de {1) una distribucid
constant en T'espai i en el temps de u i v, &s a dir, u= Uy, VEV,

{vl,vz)e RZ tals que
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f(ul,vl} =0
a(h{ul)—vl) - bvl =0

¢ siqui

a _
(37) f(ul, 55 h(ul)} =0

_ da
vy = a3p My
Una solucid estaciondria i homogénia (ul,vll serd asimptoticament

estable si 1'espectre de 1'operador L definit per:

| of 3f
480 Toluv) gy lugyy)
L{byuy,vy) = 1 ) + ( CTRR av i1

0., ahi(u;) - (a+b) f'

il

estd contingut estrictament a 1'esquerra de 1'eix imaginari i a distincia
positiva d'aquest [vegi's el capitol II},
Ja vam demostrar que o(L) estd constituit dnicament per valors propis

i, que & € é&s valor propi de L si i només si existeix un valor propi u de

& tal que
af af
(u v1}+ dp- A EV(ul’vl)
det M(y) = -0
a h'(u,) %a+b)+ud2-J
s a dir:

(38) det M{u) =22 -( (ul,v)-(a+b)+(d +d)u)A+d1d22 s

e (dy 2 (v - aasp))e - (aeb) 2F (upvy) - ant () 3uy ) -

Suposarem fixos els parametres w i s i variable la temperatura ambient
T. Aquesta variacié medificard, no solament el valor de b, sind també els
valors de uy i v, solucions de (37). Naturalment, es tindrd que la derivada

de b respecte T serd positiva.
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Suposem que, per a tota T en 1'interval que ens interessa, tenim una

3

solucid (ultb),vl(b)) de 1'equacié (2}; de classe C” en b, com es veu a la

seguent figura, on hem suposat certes caracteristiques per f i h.

glu'i'”“'] =0

e’t{ur

B &(u}
by

prm—t—

Suposem que, per T <T*, la solucid estacionaria ﬁomoqénia correspanent
{ul(b].vlfb))és asimptdticament estable perd qua, per T=T*, un valor propi
ATY {0, el que 8s el mateix, a{b}) de L es fa 0§ 1'(T) & positiva.

Sabem que, en aguestes condfcioﬂs, es bifurca una nova solucié estaéio-

ndria de (9) que ja no sera, generalment,homogénia.

Bifurcacid el variar b{T)

Per a simplificar 1'estudi, suposarem constants en b les derivades:
af af .
U (ul(b)’vl(b))’ 3; (ul{b)’vl(b))’ h {Ul{b))

Aquesta aproximacid &s posible donada la regularitat de f i de h i el

fet que, quan b varia de 0 a = , la solucid (ul(b},vl(b)) recorre un petit
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tros de la corba f{u,v) =0, {Yegi's 1a figura anterior)., No explicitarem,
des d'ara, la dependéncia d'aquestes derivades que suposarem sempre ava-
luades a (ul,vl), solucis de (37)

Exigim, d‘ara endavant, les segiients condicions:

¥oca, Fun oo

Encara que, en aguest context, aquestes condicions, aixi com dues mes
que apareixeran més tard, sembien forga gratuites, s d'esperar que les cir-
cumstancies fisiques les justifiquin.

Les desigualtats:

impliguen %E - (a+b) + (dli-dz)u <0 Mue ofa}
Per tant, el signe de 1'expressié q{u,b} definida:
glusb) =dydn® + (4, 3L - d(avb))u - (a*b) I - an' & determinarh el

signe de Ja part real de les solucions de (38). Concretament,

a) Si, per a qualsevol u € aofa), q{u,b) &s positiu, la part real de
les arrels de (38) sera negativa i Ja solucid u E-ul(b), v Eivl(b) de (36)
sera asimptoticament estable

b) Si existeix un pe o{a} tal que q{u,b) &s negatiu, una de les
arrels de (38} serd positiva i, per tant, la salucié u ul(b), ¥ vl(b)
serd inestable.

c) 5 existeix un u & o{a) tal que q(u,b) =0, una de les arrels de
{38) serd o. Per tant, o serd valor propi de L i podrd apareixer una bifur-
cacid com les estudiades en el capitol anterior.

Dibuixem la arafica de 1a funcié b=¥(u) definida ner 1'eauacié

glu.bY =0
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2

d.du + {dzfu - d,alu —a(fu+h fu)

Plu) = 172 1

dlu * fu

suposant les seguents condicions

(39) (4, g—: + dla)z + dadyd, 2 pe <o
(40) : dy g& 12 4 adh’ ?:- >0

Notem que (39) ens diu gue el discriminant del numerador de ¥{u) és

negatiu, &s a dir, que la grifica no tallard 1'eix de Tes x. La condtcid

(40) implica que el mimimrelatiu de ¥(u) s’atany per au<Q.Recordem que

només ens interessen els u negatiu o zero perqué o{a) € {(-=,0].
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La zona ratllada correspon a les parelles {j,b} tals que

af

2
ddzu «I»(dz i

. dl(a+b}}u-(a+b)—§-:—-ah'%-§>0,
Per tant, existeix un interval del parimetre b, que conté 1'interval
[O,yo), per al gual la solucid (ul(b),vl(b)) &5 estable,

Quan, per efecte d'un augment de T fins a T*, b augmenta fins a un cert

b* = mi . b{p)
)T1Eno’{ﬁ) n [O,XI% P'f

es produeix la desestabilitzacid de (ul(b],vlfb)} perqué, per aquest valor
de b existeix un valor propi de L gue s'ha fet 0 mentre els altres es conser-

ven a distancia positiva de 1'eix imaginari.

Aquest és un fepomen de guantitzacid.

Denotarem per u e o{a) n [0.x,] el aue faci
¥ ) =b*

Fem notar ara gue si no es complis la condicié (39) podria passar aue.
per a cap valor de b>0 es tinguds estabilitat perak solucié (ul,vl). 51
no es complis la condicié (40), Ta funcid ¥{y} seria decreixent, R qual
comportaria que }a desestabilitzacié es produiria per au0=0 {recordem que
0 és valor propi de A). Perd llavors la solucié bifurcada seria també homo-
génia perqué la funcié propia de A corresponent al valor propi0ds una cons-
tant (vegi's el capitel II).

Notem un altre fet interessant: si el tamany de 22 creix, els valors
propis de A, gue es conserven a (—m,O], tendeixen a espesseir-se{com es
camprova facilment si n=1). Podem conjecturar

Tim u.o =X

ul(p) »= 0 °

Tim b*=y0
m{a) s
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on els valors {xo.yo) son independents de la forma de g (veure PERELLD).
Tornem a 1'analisi de la situacié critica en que un dels valors pro-

pis de L s'ha fet o, De moment sabem que (ul(b],vl(b)} es torna fnestable.
Anem a veure si ens trobem en les hipotesis del capitol anterior i

podem demostrar efectivament 1'aparicié d'una soluci6 bifurcada atractora.
Tenim una aplicacid G: R xD = H definida

.1 by flu,v) + dlau
G u) = (

v a{h{u)-v) -~ bv + dyav

G és de classe C3 si f 1 h ho sdn,

La part linial de G &s:

af af
i by 30 Y4t
L(b,u,v)-—D(u v]G ul=
v ah! -(a+b) +dya

Hem vist ja que si b<b*, 1'espectre de L esta tot a 1'esquerra de
1teix imaginart i que si b=b*, un valor propi de L es fa 0 mentre els al-
tres continuen amb part real negativa.

Suposem que A(b)} (el valor propi de L de part real més grossa) és sim-
ple. Perqui sigui aixi hem de suposar que o(a)} estd format per valors
propis simples {cosa que &s gemrica si % no té simetries); també hem de
suposar que existeix un {nic u, € a{n) tal que

. b{p )= mi {b{u)
],to Tlena(ﬂ)n[o’_ %%E )U ]l

En aquesta sitwacid tindrem també Rang M(uo}= 1 perqué

2 - (a*b)+ (g +dyluy <0

Per tant dim Nuc L{b*, ul(b*},vl(b*}) =1,
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Com que a m8s, segons el teorem 3.5,L &s un operador del tipus Fredholm,
direm que 0= a{b*} &s un valor propi simple de L(b*,ul(b*),vlfb*}),

L L) b3 = b = x - Fo

a funcid propia corresponent sera %B (alwo,azwo,on b, €5 la funcid

prépia de A de valor propi u. i ;. a, compleixen 1a relaci6

Q
of af _
(Sa*dmgy Y3 =0

Es a dir, (al,az} &s vector propT de valor prepi 0 de M(uo}
Podém prendre lwole(ﬂ) =1, |gl, =1

Sabem que Rang L{b*, ul(b*),vl(b*)) =<Y;:? amb

<?E > = NUC(L(b*sul(b*}svl b*}}}*-

Calculem 1'operador L*, adjunt de L:

Com & &s autoadijunt i d. i d, reals:

1 2
af .
Lx - E + dlﬁ an
af .
a—v - (a h b) + dzﬁ

1
propi de valor propi 0 de la matriu M*(uo)!

Per tant, y* serd de la forma (a*¢u, a§¢o) on (al,az) és vector

af
3 4 dn ah'
_ au 170
M*(]uo) =
af .
v - (a+b)+d2”o.

Per tant: (%£i+ d

13‘0) aj + ah'a}=0

_ Comprovem ara (?O,T;)H $ 0,
,8f
ah _é?
* = e ————
($,.92) = a2 \1+ to
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En efecte: a, $ 0, a3 f 0 i
of (af
ah au ah’%ﬁ h Bv
(41) < v < —— ¢ =1
af af \2 of
2wt (35 ) W
af
n s . . af af
on hem utilitzat : 0 < o <@ i w < -h
Investiquem 1'expressif:

O = ey (0 Sty g

£s clar que:

0 0y '
D(u,v}bG b,u,v] = 0 -1;
Per tant:
1 ~3,83
D h%) = . * * =
%' {b*) T;;:;gT {(0, 32¢0).(31¢0’32¢0))H (5;:537—

Substituint el valor de {$0.v;) i utilitzant (6)

andf
A(b*) = -(1 + —ma"——] >0
af V4
{au d1 )

Recordant el capitol anterior, aquesta cond1c10 ens assegura 1'apari-
c16 d'una corba de solucions que es bifurca de 1'antiga solucié.
L'a1tima condicif, que ens assegura la bifurcacid d'una inica solucid

estable pera b > b* és:

(42) (0,4 18(6%2u; (5%) v (b)) (90,)03) 4 O
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En el nostre cas

faf . " f \
7
32 32
2 * _ f f
D(u,v)G(b RSt R e ;;7

52 ' -

o . a
au2 auay 1 ? 2
(43) |(a;3,) Lot vt agag | (gaegy 1 0
32, 92 2
EETI

Rquesta quantitat serd, genéricament, diferent de 0.

Per tant , &1 diagrama de bifurcacid que obtindrem serad de la forma:

Observem, perg, que si 9 admet un eix de simetria i la funcid propia
de 4, ¥y s senar respecte aquest eix, tindrem f ¢g= 0, i per tant, la
Q

condicid [43) no es complird. Llavors el diagrama serd, gendricament, (#s a
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dir, si es compleix la condici@ﬁ%ﬂﬂ'una de les formes segients:

W W

In
n
.

bifurcacid supercritica bifurcacif subcritica.
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