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Summary: In this paper some well known results for G-additive
probabilities are showed for finitely additive probabilities.

An adequate generalization of the classical constrution p{A x B)=
= py (A, p, (B) is used.

Introduccion

E = B, x E2 X...X En.d Ei es un conjunto cualgquiera ) x,...
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G (Aa/A=(BxE ¥ «...4BCEy X ... E_.
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Suponemes definida en I la topologia producto de las topologias
discretas. ACE es abierto si la pertenencia a A de e implica
la existencia de n(e) de modo que cualgquier otro elemento de E
gue tenga en comin con e las n(e) primeras coordenadas tambidn
pertenece a A. Denotaremos por [] la clase formada por # vy
todes los subconjuntos de E gque son a la vez abiertos Y cerrados.
Se demuestra { ref. 1 pp 14 } gue los elementos de T1 son todos
los conjuntos que guedan determinados por un tiempo de espera fi-
nito.

Diremes que IC E es asintftico si la pertenencia a I de e impli
ca la pertenencia a I de cualquier elemento de E que se diferen-
cie de e en un nlmero finito de coordenadas. Denotaremos por Jf
la clase formada por f y todos los conjuntos asintSticos. f1vy J’
son dlgebras. Denominaremos por @ el &lgebra engendrada por la

sucesién G"n- Evidentemente ™~ C T7
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rropesicidn 1 .
L ET Ie&" AL=f =) A=9 6 1=

En efecto; si | €1€n ave @y cuan Y E A vy | ei 05 R R I = |

existe n (¢) da modo vue ( e, ¢, .... € e.. } E AL,

c
1 72 n{c)

;{Q)+l

Proposicién 2.
I 85 IAH A,N"E A ALC AT -=> ACA”

.Tn efecto; A - A"€¢ 7] . Por tanto ( A - A") T # @ (51 A - A = ¢
Entonces A - A" £ § = A gf A" contra la hipStesis }

Propesicifin 3,

AeT] A#P I, 1”7 € ARCIT=y 117

se demuestra como la proposicidn anterior.

Tecrema 1
Sean:

ol y{3 semidlgebra de subconjuntos de un mismo conjunto y ta-
les gque AB = A‘n‘=) A=A"D3=238" ( A'A~ €« B"R" e/3 )

P ¥ q probabilidades finitamente aditivas scobre of y (3 respecti
vamente.
a) la clase j = { D/ D =2apB AERA O E ln‘-? ) &5 una semifdlgebra.
b) la aplicaci&n p (D} = p(A). g (B) estd bien definida y es una
probabilidad finitamente aditiva que prolonga p v q. Ademds p
es una probabilidad { es decir es §-aditiva ) si lo son p ¥y qg.
Demostraci6n.

a} es inmediato

b)Y En virtud de la hipbtesis p estd bien definida y prolonga p vy g.

s H AB = A B, + ... + A B A;R € oK B B €
ea 171 nn n " n {3

En el caso particular: Bi son disjuntos dos a dos, tenemos

ABB; = AiBi para 1 =12-...n yes AB = ABy .... ABn.

De esta igualdad se deriva inmediatamente la aditividad finita.
El casoc general se reduce a este considerando en AB, Ai Bi parti-
ciones del tipo anterior obtenidas a partir de intersecciones de

dos 5 mis conjuntos de | Bl B2 I Bn ).

Mo detallamos el procedimiento. La ¢ -aditividad de p cuando lo

son p y g se demuestra por un procedimiento andleogo.
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Un. caso particular de aplicacidén del teorema es la cl&sica cons-

truccifén de probabilidades en El X E? cuando E] ¥ I, son indepen-

2 2
dientes.
Corolario. Si p es una probabilidad finitamente aditiva sokre 71y
q una probabilidad finitamente aditiva sobreéf, la £5rmula
5 (al) = p (A). g {Y) define una probabilidad finitamente aditiva
sobre el 4lgebra ¥ engendrada por 77 v . '
Es una consecuencia inmediata de las proposiciones 1 y 2 del Teo
rema anterior y de un conocido resultado gue permite prolongar

‘toda probabilidad finitamente aditiva desde una semidlgebra has-

ta el Algebra engendrada por ella.
Tecrema 2.

Sean:
P una probabllldad finitamente aditiva sobre 7} ygcﬁp tal que
A,BegAB= = A=g 6 B=74

Existe una probabilidad finitamente aditiva p que prolonga p y

tal que p (I} =1 si I ecj‘

Sea U un ultafiltro que prolonga éf La aplicacifn g: g (I} = 1

si HE€ U, g(H) = 0 si H € U es una prchbabilidad finitamente'aditi

va sobre cf)(E}. Ahora la demostracién resulta como una aplica--

ci6n del Teorema anterior a p y a la restriccién de gq a

Definicién 1, Dada una probabilidad finitamente aditiva, p, sobre
o{, o :UGI;I‘ una sucesifn x de aplicaciones reales en E es(® p)

regular si x  es, para ¥, o -medible Y:
E70 yoyo I/, ni o & nf S op (U {),1)55

Definicifn 2. Dadduna probabilidad finitamente adltlva, p sobre
d?’lﬁ), una sucesidn X de aplicaciones reales en R es casli se-
guro p-regular si p [e/x, (e)]es regular =1

Se demuestra sin dificultad que si p es una preleongacibn de p, to-
da sucesién {ck p} regular es casli segurc p-regular.

El reciproco no es cierto.

Definicidn 3. 5 es una prolongacidn regular de p si toda sucesién
( & p} regular de v.a. acotadas y adaptadas a G, es casi seguro
p-regular,

Tecrema 3. Toda probabilidad finitamente aditiva definida sobre 77

admite una prolongacidn regular.

157



Demostracidn.

Sea p una probabilidad finitamente aditiva sobre i

Sea é# 1 la clase de todos los subconjuntos de E cque tienen la pro
piedad de ser el conjunto de regularidad de alguna sucesidn p-regu-

lar de variables aleatorias simples y adaptadas a G:I. Si A B son

. 1
elementos no vacios de & es AB £ #.

En efecte, sea: A=(e/x, () es regular} B=(e/zn {e) es regular)

siendo x z sucesiones p-regulares adaptadas, etc....
n n

* .
Sea 6}1 el Algebra engendrada por (xl..xn..zl..znl Y Py la restric

cién de p a Qicha &lgebra.

*
pn es una probabilidad y en virtud de un conocido resultado(ref.2)

* " *
Existe una probabilidad p sobre g( G n } gue prolonga Py

Ahora se tiene p*(n)=p*{B]=1. Entonces AB es no vacio y existe p,

prolongacién de p, tal que toda sucesién (ot p} -regular de varia-

bles simples y adaptadas es E-regular. Para generalizar al caso de

variables acotadas x| basta tomar Z, ~simples tales que
IESCE N IS 3 lim £ =0

Corolario. Si x_ es una sucesibn que verifica las hip6tesis del

Teorema y f es una aplicacién continua de R en R' tfoxn] es (ol )~

regular. Basta utilizar una prelongacifén regular de p.

. Teorema 4.

Sea p una probabilidad finitamente aditiva sobre 77

Eixste una prolongacién finitamente aditiva de p, E, tal que :

Si x, es una sucesidn de v.a. acotadas, adaptadas a G'n. indepen-

dientes, e igualmente distribuidas, se verifica

p e/S_{e)/n es convergente a E(x,})= 1 con 5 =X, +... 4x.

_ Demostracidn

Definiendo éfl = (A/ existe Xn, simples, independientes etc. tales

gue A = (e/lim Sn/n = E(xl). Se demuestra por un procedimiento ané-

logo al del Teorema anterior que AB es no vacio y se aplica el Teo-

rema 2.

Por este procedimiento se puede demostrar gue existe una prolonga-

cién que satisface, a la vez, las condiciones exigidas en los teo-

remas anteriores asf como otras gue se cumplen en resultados clési-

cos para probabilidades (g -aditivas.
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Desde luego tales propiedades han de estar relacionadas con sucesocs

asintdticos.

En los resultados demostrados no aparece la necesidad de untilizar
77 . siendo suficiente la clase

El interés de prolongar a partir de 7] es la siquiente:

5i P, €8 una estrategia en el sentido definido en ref. 1., existen

extensiones interesantes de P, @ T v a clases mids amplias{ref.1,3)

Entonces las propiedades en T} de tales prolongaciones son compati-

bles con las prolongaciones agui obtenidas.

BIBLIOGRAFIA.

1.- LESTER E.DUBINS. LEOMARD J.SAVAGE.-How to gamble in you must.

2.- J.HEVEU.- Bases matematigue du Clacul des Probabilites.

3.- ROCER A.PURVES and WILLIAM D,SUDDERTH.- Tecnical Report
N°220

159





