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E1 problema del 1imit central, gue &s el de Y'estudi de la compacitat
relativa i de la convergencia feble de sumes de petites variables més ¢ menys
independents, va ser totalment entes i Feso]t {en el cas d'independéncia,
almenys) entre 1920 i 1945 i s una part central de Ja teoria classica de
Probabilitats. Va ser practicament resolt en espais de Hilbert el 1862,
L'estudi en espais de Banach va comengar amb un treball de Fortet i Maurier
el 1955 i de 1969 enca, sobre tot des de 1974 fins el 1979, s'ha construit
un cos de teoria ben complert i resclt una guantitat considerable de pro-
tlemes.

En aguesta nota examinarem tres gquestions interessants que sén menys
tipiques en ef sentit que no es refereixen estrictament a convergencia fe-
bie. La primera fa referéncia a la convergencia de moments en cas que es
tingui d'entrada convergencia feble de Jes sumes del sistema triangu1ar; la
segnna tracta de la relacié entre compacitat feble de sumes i compacitat
feble de les 1leis de Poisson associades, 1 la tercera, sobre dominis d'a-
traccié parcial. Potser el segon tema &s el mds classic perd el primer 8s
el que té més aplicacions.

1. Convergencia de moments. En tot el gque ve {an: j= 1,...,kn}::=1
&s una familia de variables aleatdries a valors en un Banach separable 8
tal que per a cada n les variables an sOn independents. Sn és la suma de
la "fila n", Sn: ijnj' La pregunta que ens fem &s la seguent: si

L{S )~ v, sota quines condicions es tindra E|i5n1|P - f|ix||pdu(x) o
encara, E ﬁ(Sn} > sg{x}dv{x) per a certa classe de funcions ¢ no necessa-
riament fitades, que inclogui com a minim les potEncies de 1& norma, i pot-
ser les funcions exponencials de la norma? Respostes definitives a aques-

ta pregunta han estat denades a [2] [amb el bon precedent de [14]) el 1979.
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de la demostracid. Recordem que {an} &s infinitesimal si per a tot ¢> 0,
maij{]]an||>a}-+0‘

Teorema ([2]). Sigui {Xn.} un sistema infinitesimal tal que L(Sn}+dv. Supo-
sem E]anjHP < w (0<p<=), Aleshores sbn equivalents:

{1) {maxji|an||P} és uniformement integrable

(2) Vim Tim_ T E|[X |1 =0

"3 g X1 1)

i Peot <o 1 glts 1P > s1xdPavtx).

Demostracid{Esbog}. Considerem només el cas simetric. L'equivalencia de (1)
i (2) &s facil d'establir i 1‘ometem. Si {3} es verifica, aleshores
{||Snllp} és uniformament integrable, i en el cas simetric aixo implica (1)
per la desigualtat de P.Lévy. La part important de la demostracid és

(1) = (3}, ¢ el que és el mateix, que si {max I[X ||p}és uniformement in-
tegrable, també {||S iI } ho &s. Hi ha dves maneres equivalents de rela-
cionar N -maxJIIXnJ | amb’ ||Sn1}, que s6n la desigualtat de Kolmogorof
{§1]} 1 una desigualtat de Heffmann-Jorgensen ([ 10))

2
PULIS > 2tes) < PN, > + 4P s 1>ty

Aleshores, aplicant aguesta desigualtat i integracid per parts com a fia1,
2s té que per & tot A tal que P{]IS 1= A/3) < 1/16. 3P , /2 EIIS || i I1> )

P P
< 2.3 E||Nn|| I{“N II>M’1”2 E||S 1| < 2.3 EIIN iq + 8.3 A

Aquestes dues desigualtats donen la integrabilitat uniforme de {US Il 1 si

{naxJ||X ]| 1 és uniformament integrable,
Coroi.lam 2 ([21) (1) si X, sén i.3.d. EHX |} <= per a algun p>0
i si L(E?zl Xifn )+dy Gauss:ana, es te El]z 1% /nlfztl f||X|1 dy{x}

(2) $9 X‘ sén 1.i.d. i existeixen a te, bn e B tals que

L{z" fa -b } + p estable d'ordre a« ¢ (0,2], aleshores

1517
E]I£i=1xixan"bn||8 > 71X 18do(x) per a tot g<a.
Per aplicacions d'aquests teoremes veqi's [2] 1[8}.

2. Lleis acompanyants.

Si u &8s una mesura finita sobre B, es definex Pois p com

: - —U(B) @ T
Poisu = e La=g ¥ /ni
no, Y oL .. L .
on u» 83 l'enessima potencia de convolucid de u. Sigui {an} un sistema
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Tes probabilitats {PGTS{Z L(X )}} on L{%) denota Ta 1lei de 1a variable
aleatoria X. E1 metode class1c d atac del problema general del 1imit central

infinitesimal 1§ S'anomenen lleis acompanyants de les {L(Sn)]

en R va ser e} de reduir la convergéncia de {L{Sn}} a la de Tes 1leis acom-
panyants i després demostrar resultats de convergencia de 1leis de Poisson
i, en general, de 1leis infinitament divisibles. De fet un exdmen detallat
de 12 questid mostra que per a demostrar el t.1.c. general, tant en R com
en B general, 1'dnic resultat essencial sobre 1leis acompanyants és el se-
glient:

. Vs
[12(5,)-Pois EL{X ],y < C.EP7HK 70

on || és Ta norma de la variaci6é total, resuitat gue val en general

L
vt
i que s elemental: és 51mp]ement la traduccid a mesures de la sesigualtat

2(xy- l)I = C.x{xg -1) per a |x;_ |5~2. Segueix essent pero inte-

%y, ..x -8
reisantnde saber si en B, com en R, {L{S n)} &s relativament compacte si
i només si {Pois sz(an)} ho &s {cal tenir en compte centraments si les
variables no sdn simetrigues). Per a sistemes infinitesimals la prequnta
té yna resposta definitiva

Teorema 3 ([ 131;[4)). Suposem que les an sén simétriques. Aleshores:

(1) Si {Pois(ZjL(an)}} 8s relativament compacte, també {L(Sn)} ho és, qual-
sevol gue sigui B el Banach separable on an pren valors.

{2} CO no &s finitament representabie en B si i només si, per a tot sistema
infinitesimal de variables a valors en B simétriques amb {L(Sn)} relativa-
ment compacte, resulta que també {Pois E.L(Xn.)} &s relativament compacte.

La demostracid de {1) es pot trobar a [13] , i la de (2) sortira a
{4]. La de {4} es basa sobre tot en una desiaqualtat fonamental de Maurey i
Pisier valida només en els espais on ¢, no gs finitament representable, que
és: ¢, o és finitament representable en B si i ncmés si per a tota successié
{nk}(per @ alaquna} de variables reals centrades i.i.d. amb P‘[n1i> ty>0 1
Elnll = per a tot p, existeix L= C(B,p,nl) tal que per a tota successid
{x1} de B finita.

Eflzx;n5 17 < CEllExe, ||

on {Ci} &s una successid de Rademacher. Es combina amb la desigqualtat elemen-
ta]:Si'{EiP son independents de les an i Poisson amb parametre 1, aleshores
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!IIx1| d Pais 5y A (x < CE!lzJ”nJ n3|i

Problema obert: se sap que {2) és veritat per a sistemes no infinitesimals
si se syposa que B t2 una base de Schauder; és aguest regueriment necessari?

3. Dominis d’atraccid parcial. Un dels 41tims problemes ¢lassics sobre con-

vergencia feble de sumes de variables aleatories independents identicament
distribuides que es van tractar és el dels dominis d’atraccid parcial. Efec-
tivament, perqué X sigui atreta per una 1lei estable d'ordre p &s necessari
{i suficient si X és simétrica) que tPP{|X] > t} siqui una funcid de variacid

1enta {p<2} o que EX I{ IX| sigui de variacid lenta {p=2) i aleshores

<t}
t P{}X|> tY/EX I{|x| *-0 0it amb altres paraules, només si les cues de
la distribucid de X simétrica sén de decreixement prou rapid i reaular es

pot esperar gue existeixin {an} tals que L(X1+ oL Xn)/an)+ on les X,

d’-
sén i.i.d. amb L(Xi) =L{X}. La pregunta natural seria: guan existeixen {a }

tals que {L{{Xl LERTIRE )/an }1 85 relativament compacta a menys d'un cen-
k k

trament per a alquna subseccessid {nk}? I també, quins sén els posibles 17~
mits? Khinxin [ 12} va demostrar que els possibles l1imits de tals subsucces-
sion s6n les 1leis infinitament divisibles. Doeblin (7] va demostrar gue

hi ha variables per a les quals es poden obtenir com a 1imits totes les
ileis infinitament divisibles i d'aitres que no pertanyen al domini d'atrac-
cié de cap; també va donar condicions perqué X sigui parcialment atreta per
alguna 1lei. Jain 1 Orey [11] estudien el conjunt M{X) de totes les subsuc-
cessions ank tals gue {L((X1+ .-‘4‘xnk)/ank)} és relativament compacte a

menys d'un certament. Tot aixd per a variables reals. Si X té valors en un
Hilbert, Baranska [5], {6] demostra 21 teorema de XKhinxin i 1'existencia

de 1leis universals de Doeblin. De fet aquests resultats velen en espais de
Banach separables(Giné (9] ).

Direm que una probabilitat v sobre B pertany al domini d'atraccid par-
cial de p si existeixen nk+«»ﬁnk} e R, ankff, bnk e B tals que si Xi son
i.i.4. amb L(Xi} =y, aleshores L(Xlé-...+ Xnk)/ank—bnkadp‘ Fs té:

Teorema 4 {£9]). Una probabilitat o sobre un Banach separable B t& domini

d'atraccid parcial no buit si i només si és infinitament divisible. Scbre

tot Banach separable existeixen distribucions gue pertanyen al domini d*a-
traccid parcial de totes les 1leijs infinitament divisibles.

136



Teorema 5 (19]). (1) Si X t& valors en R, aleshores N(X)=M{|x[) i els
conjunts de constants de normalitzacié admissibles {an } sdn els mateixos.
(2) Per a tota X & valors en B, M{X) #¢ implica Nﬂlxﬂ}& g.
{3} Si N(JiX|D #4 implica M{X)#¢ per a tota variable X aleshores B és de di-
mensid finita. . ‘
(4} B &s de cotipus 2 si i només si per a tota X a valors en B, N{X} CHN{[[X]])
i per a {ni} e N{X), {an_} és admissible per a X si i només si ho és
per a [1X]. !

La demostracid del Teorema 4 es pot fer adapiant la demostracid clas-
sica, gque depén de funcions caracteristiques, traduint Tes manipulacions de
tals funcions a manipulacions de variables aleatbries, i fent servir la dis-
tancia dBL* en Nloc de funcions caracteristiques. La del Teorema 5 depen de
tecnigues 1 resultats de [11) i [1] aixi com de la construccid de contrae-
xemples; Tes demostracions detallades sortiran a [9).
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