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Abstract

We study the topology of the unbounded region of the invariant manifolds

with fixed values of the Jacobi constant C of the two-body problem, when 3.
We describe the hamiltonian flow on this manifolds. Two main conseguences
have been given: (i) a clarifying result about the curves of zero velocity:
{ii} using the fact that the cirecular,planar and restricted three-body pro-
blem is a little perturbation of the two-body problem, when m or ¢! is suf-
ficiently small, we prove the stability of the first kind of periodic orbits.
§1. Introduccidn.

El espacic de fases del problema restringido de 3 cuerpos, plano y circu-

] . P 2 2
lar en el sistema de referencia sindédico es W = {R - {{m,0), (m-1,0) })xR", con
la estructura simpléctica standard; su hamilteniano, en coordenadas polares
scbre W, tiene la forma:
2 2,2
H(r,ﬁ,pr.pe) = (pr + pe/r))/2 =Py - Vir,8),

2 2
donde V(rr8)=(1~m)/r1 + m/rz, siendo r =r v2mrcosﬁ+m2, r§=r =2{1-mlrcosd+{1-m} ",
me|C,1/2).,

(5¢ han normalizado las masas de los primarios y hecho cambios de escala
en el tiempo y en el espacio de forma que la suma de sus masas, asi como su

velecidad angular y distancia relativa sean 1).

Haciende m=0, se obtiene el espacioc de fases WD = Rz-{(0,0F] y el hamil-
tonianc del problema de 2 cuerpos.
Ho(r,0,p,.p) = (57 + Po/r')/2 = p, = 1/z
que es integrable:
E = (pi + pé/rz)/2 - 1/r ({energia sidérea) ﬁ K=pe {momente angular)
son 2 integrales primeras en involucién.
Se gobhserva que € = 298 + 2v{r,9) - pi - pg/r2 es una integral primera
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de ambos problemas (de agui, el interés de su estudio). € representa el doble
de la energia sinddica cambiada de signo y se denomina constante de Jacobi.
En el prcblema de 2 cuerpos, € = 2Z(K-~E).
Se definen las variedades invariantes del problema de 2 cuerpos por:
IEK = UrrB,Prfps)EW 1 (Pi + p;/rz}/E - 1/r = F, Pa = Xty
| 2 2 2

1 = sty - - - =
c {ir.,8 pr,pe}ew I (2p9 C pr)r + 2r Pq 0}.
Las ecuaciones del flujo son:
N 2 . 2,3 2 .
r = : e: - 1; = - =
P, B/ P, = pg/r Ve, pg = 0.

§2, Estudio topoldgico de las variedades invariantes.

El estudio referente a las variedades IEK fue heche por Smale (1870} vy
se encuentra detallado en { 1}. En esta seccidn se presenta un estudioc topo-
légico-analitico de las variedades IC del problema de 2 cuerpos que continua
siendo vAlido para las pequefias perturbaciones analiticas de éste,citadas en
la seccidn 5.

pe { 5}, IC es conexa, cuando C<3 y tiene dos componentes conexas €n Caso
contrario. En lo suceéivo, trataremos sblo con valores de C»3 y coan la compo-

t —ext 1

. ; , ex
nente exterior de la variedad IC que notaremos por IC = IC X §

I_ es simétrica respecto al plano P: p =0}; la parte superior a dicho
pr(r,pB) = (2pe -C+ 2/r - Pefr ) .
definida en el conunto de puntos (r,peJ gue hacen positivo el radicando.
- . - 2
Se observa que esta funcifén presenta un maximo sobre la parabola r=pﬁ.
ext

I. estd formada por:

. . 2 _ _ 1. 1
a) drbita circular: [ = Hr—rC—KG, P.=0, Py KCJ} xs =Cxs,

b) Grbitas elipticas:

. 2. 2 2 1 _ 1
E = Hr,pr.pe>1(2pe-c-pr}r +2r-pg=0, Pg€ (Ko, Kp)) % 5 3 Fxs',
P . _ 2.2 2 L 1.

c) 6rbitas parabdlicas: P = Hr,pr,pe)|prr +2r pe—O, pa~Kp}x 5 =P xs,

d) érbitas hiperbblicas:

2, 2 2 1 _
H = ﬂr.pr.pa)](2ps—c-pr}r +2r-p,=0, p8>Kp} xs T Hxs
2 .
{KC es el cero mayor Qe g(pa)—ZpB + 1/98 -C ¥y Kp= c/2.}

E corta al plano P en 2 ramas:

/

2 1/2
= = ={17({1- - -2 .
Ry 5 {tr,pg) | = 7, i) =UIT1-pg (2pg=0)) 1)/ (C-2pg) g€ (Kp, Kp) b
P corta en el punto (r=K§/2, pe=Kp) ¥ H,en la rama Ri, que es continuacidn de
la RZ' va que la rama R3 ha llegade al infinite: R2 = Hr,pﬁ)!r=r2(pe},p8>KP}.
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2 e
En las coordenadas (s=r/pg,pr,pe) se ohserva gue la proyecciodon dc

—ext . : : .
IEX sobre planos pD=cte. es un homeomorfismo con la imagen, dicha imagen es

homeomorfa a un semidisco abierte feliado como indica

1a figura, de forma gque E, E, p v H se corresponden

con 21 punto central, la regidn de curvas cerradas,

la primera curva no cerrada y la regidn restante de

curvas no cerradas, respectivamente. De donde:

ext ' s . . ;
Teorema 1. Ir es homeomorfa a un toro sdlido abierto foliade, primero,

por toros vy, después, por cilindros que se corresponden por el homeomorfis-

mo con las regiones £ y PUH, respectivamente.

%3, Curvas de velocidad cero extericres.

Las curvas de welocidad cere,que determinan las reglones permitidas del
espacio de configuracidn fijada la constante de Jacobi ¢, vienen dadas por
=0, =0 que implican, usandoc las ecuaciones del movimiento, pr=0, pe==r2 ¥
r2+2/r = C. Las curvas de velocidad cero exteriocres corresponden a la soclu-
cidn mayor de dicha ecuacidn; corresponden tambidn con el punto de la rama
R2URé con r minima. De donde:

Teorema 2. Las curvas de velorcidad cerc exteriores indican el valor cri-
tico de Pgs pa, a partir del cual la proyeccidn de fzxﬁquqpé},si pé)pg, sp—
bre planos p9=cte. deja de ser inyectiva. Estas curvas pertenecen a E, si

/3 aP /3, a H

1
432 : , 81 C=32 ; , en caso contrario.

4. an3lisis del flujo en E.

Siguiendo { 2}, pueden usarse las variables de accidn-angulo siquientes

en E
4, = arc cos ((1+28r) (1428 /Dy -(-amy 2 (zmearn®) V2, <
_ -1/2 .
I, = {-2E) -K, I,=K;
dichas variables dan un comportamiento muy simple del flujo hamilteniane:
-3
t, =0, b= w (1,,T,) = —(11+12;_3
=0, = . = (I +I -1.
12 0 éz wZ(I1 12) { ] 2)

Por tanto, usando { 2}:

Teorema 3. En [, el flujo hamiltoniano es casi-periddice de frecuencias

-1/2 -1/2_ /2

(-2E) ¥y (-2E) 7. Bi (—2E)1 es racional, dicho flujo es periddico:;

en caso contraric, ergddice,



§5. EL problema restringido de 3 cuerpos planc y circular como perturbacidn

del de 2 cuerpos,

Escribiendo H = HO + AH, donde #H = 1/r - (‘I-m)/r1 - m/rz. se pueden ob-
tener desarrollos asintdticos en potencias de m, C_1 v d (distancia entre los
primarios) cuando m+0, C_1+0 & G20, de 8H. El desarrcolleo en m es directe. Fa-
ra hacer el desarrolleo en potencias de C_1, debe hacerse,primero,respecto a r
y despu@s, usar acotaciones inferiores de r dadas por las curvas de velocidad
cerc exteriores; conviene, entonces, usar el cambic de escala r=r'C1/2 para
situar las curvas de velocidad cero a distancia finita del origen. El estudic
con 4 pequerio se reduce, escalando variables, a uno’con d=1 y C grande.
Proposicidn. Podemos considerar un problema restringide de 3 cuerpos, pla-
no y circular como una peguena perturbacién del de 2 cuerpos cuande m, C_1 o d

sean suficientemente pequenos.

56. Aplicacidn del teorema del twist de Moser a pequenas perturbaciones del

problema de 2 cuerpos.

Usando las variables de accidn-anqule en E, fijando €, puedo suprimir
otro grade de libertad del sistema con el uso de la aplicacidn de Poincar@
sobre una seccldén transversal al toro sdlido gue representa la regidn elip-
tica tal que la imagen de un punto de la seccidn es el nueve corte de la dr-
bita del flujo-que pasa por. éste con la misma seccidn. Si cortamos por planos

¢1=cte. cbtenemos una aplicacidn de la forma:

(Pe Pg
A
.8 8+u(pe)

-3/2
} 3/

donde a(pe) = 2ﬂ(C—2p8 -

Dicha aplicacidn es un twist ya due a'(pa)>0 en £ y como gue Py ¥ € son
variables conjugadas, conserva medida; estamos, per tanteo, en las condiciones
del teorema del twist de Moser {(véase { 4)}) gue nos asegura la existencia de
curvas invariantes en la hipersuperficie con € constante para valores de pe
proximos a KP. Tenemos, por consiguiente:

Teorema 4. En los problemas restringidos de 3 cuerpos planos y circulares
con m, (‘.'—1 o d suficientemente pequefics se asegura la estabilidad de las drbi-

tas periddicas de primera especie.
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