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ABSTRACT: In this paper we solve some functional equations which

characterize the semigroup T of probability distribution

Min,L
functions., Each functional equations is solved with a different

method.

1. Introduccis.

En aquest article resolem basicament tres eguacions fun-
cionals gue caracteritzen el semigrup THin,L de funcions de
distribucid {{1]). La primera equacié &s una equacid en un do-
mini restringit i el seu mdtode de resolucid generalitza a
l1'introdeit en [ 2]. La segona eguacid resolt ia distributivitat
en el context dels semigrups TT,L i la tercera eguacid genera-
litza el tecrema donat en [5], tot establint que si T#Min els
semigrups TT,L no gderiven d'operacions entre variables aleato-
ries. P&r definicions i conceptes previs vegi®s [2,2,4,5]. Si
fa,ble[o,+=)x{0,1] sigui GZ en D° donada per Gz(t)=b 51 G<EX a
i Gz(t)=1 si a<t.

El conjunt £ seri el conjunt de totes les operacions bind-
: - 2 . . .
ries L en [0,=] continues en [0,®)°, associatives, commutatives,

estrictament creixentes en (O,m)2 i tals que en L{D,0)=0.

Sigui £0={Le£|L(0,x}=x, per tot x=* 0} i £1={ME£[M{1.x)=

=x, M(0,x)=0, per tot x> 0}. Qualsevel operacid LefOU £1 admet
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- -1 -
la representacid L{x,y}=12 t2{x)+2%{y)), on el generador additiu
2 :10,oy+ [0,®) &s continuud i estrictament creixent. Si T es

+ .
t-norma 1 LE£0U£1,F,G€D es defineix per x>0,

L. (F,G) {x)=sup{T(Fiu),civ)); Liu,v)=x}.

2. Una caracteritzacid de Tuin, S0 un domini restringit {F}.
r

: + . -1
TEQREMA 2.1. Sigui LEfo i F¢€D estrictament creixent en P {{0,1}).

=1 . . - . .
Aleshores TT L(F,':"} = FOJL , (EF1}, 51 i nomeés si T=dMin en
r

RaanRanF(jL(x)=L{x,x)).

Demostracid. Sigui xEF_1((0,1}) i EE(O,x-ian_lttc.i))). Essent

=1
3L {(x)2 x,

O<F (5 {x-£/2))-F (5] (x-€)) = A(x,E),

0<r (57 tx-e/20)-F (87 {2 (x-e/2) - (24x) |2) =B (x,€) .

agafant §€{0,Min{(A(x,c),B{x,€)}} i aplicant (EF1) en x-£/2, per

& i i > =y =F i i
existiran uo,vo 0 tals gue L(uo,vo} x-E/2 1 tindren
=1
- - <
FO3 (x-g/2)}-T(Fu_),Flv )) &,

{(*} F{j;‘(x—é)}<9<j;1(x+s/2J;-6<T(F(uo},F(vo)}.

-1

-1 -
< 5 i . -
Aleshores uo,vo JL {x) Si fas uo jL {x} resultaria

x—E/2=L(uo,vo)?L(j;t(x),vo)=l_1{2(v0)+£(x)/2},
v <t T (Rixme/2) =200 /2) < 50 (0 <u,
d'on per (™}
F(j_l(x-€/2))-5<T{F(u J.Fi{v JIF{v %F(ﬂ_ltitx-elm—itx}/ﬂ).
L =] Q Qo

és a dir B(x,e}<8, absurd. aixi uoﬂgjiitx) i analogament

vo=€j;?(x). Per tant {*) mena a

-1 -1 -1 -1
F(JL (x—E))<T(F(uO},F(vO))s;T{F(]L {x)),?(jL (x)}}gE%JL {(x}}),

dfon per ltarbitrarietat 4'€ i la continuitat per lfesquerra de

3 ;
F, essent RanF=Ran(F03L ) podem concloure T=Min en RanFxRanF.

+ . : ; . .
COROL.LARI 2.1. 5i FeéD &5 continua i estrictament creixent en

- -1 - .
F t({0,1)), aleshores TT L(E_‘,E‘)=E‘ojL i i només s5i T=Min.
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3. Distributivitat entre semigrups T

T,L"
En aguest apartat resoldrem l’equacid de la distributivi-

tat:

1 {(F,T

T, M T}L(G'H)) =T (1 'M(F;G).T

T,M{F’H)" (EF 2}

+ - . . : - . . . .
on F,G,HED sdn funcions de distribucid arpitrdries i les incog

nites séan T,T'€ T, LE£° i M€£1,

LEMMA 3.1. Sigui T€T, a,belo,») i c,de[0,1]. Aleshores

iT (A LA )=)

. ier % _ )
1) s1 el &s 1 “Lta.b) 7,. e *a) Thric,a)

T’L(ea,eb}
1 L{1,1}

T{c,d)" GMax(c,d));

1 1
. . r o ' o
{(ii) S5i Le o % TT,L(GC Gd) Min{G
(1ii) si meL, 8s 1. (ct,6'y=g"
1 T, M T e c’

TEOREMA 3.1. Siguip T,7°'€T, LE£O i M€£1. Aleshores To €s

distributiva respecte T (EF 2}, si i només si T' = Min i
+

T',L
M &€s distributiva respecte a L.
Demostracid. Consideri's a,b,cef0,®). Pel lemma 3.1 (i) i

{EF 2} fent F=Ea. G=t_ 1 HtEc rasulta €

b M{a,Lib,c})

€ : i i i i
L(M{a,b}.M(a,c))’ d*on M distribueix a L. Agafant ce{0,1) i

. 1
aplicant (EF 2} amb F=G=H=GC, resulta pel lemma 3.1 {3:i) i
(iii} gue
(1,1}

T'(c,c)=G1

' e, c) (v}

(1) =sup T(Gl(u),Min(G1 vy, 6P
Miu,v)=1 T*{c,c) €

=T{c,1) = ¢,

donat gue el darrer suprem s'atrapa en el punt (T—to,L(1,1)+to),
essent t (0,1}, doncs la funcid h{t}=M(1-t,L(1,1)+t) satisfh
h{0)=L{1,1)>1>h{1)=0 i per tant admet el punt toe(O,I) on

h(to) = M(%,1})=1. Per tant, si T'{c,c)=c podem deduir T'=Min.



4 i operacions entre variables aleatdries.

A
—Min,L

L'operacid T es diu derivable d'una operacid entre va-

T,L
. T . . A . i oo
riables aleatories (v.a) si existeix una funcid real de dues

variables g que sigui mesurable Borel, de forma que

= f 11 s P .

TT,L(FK'FY) Fg(x'y} per gualsevol parella Fx ¥
En [ 5} es va demostrar que l°@nica operacid de la classe
‘e, 5um gue &s derivable en el sentit precedent es TMin.Sum' En

agquest apartat demostrarem que la mateixa situacid es presenta

en la classe d'operacions T s a dir, l'énica solucid gde

T,L"

&s C=T=Min, on O representa

l*equacid funcional ©
! c, L

con T Tr,n
la sigma-cperacid definida en [ 3].

LEMMA 4.1. Sigui Lef_ i Mef, . si C &s cdpula i a,b€{0,1},

o
(5 0 (61, Gp)=Min(Se , y Sinlcia,p)
(11 GC,M(G;' G;)=G;+b-c(a,b).
TEOREMA 4.2. Tant si L€£0U £1. l'operacid TT'L s derivable
d'una operacid entre v.a., si i només si T = Min.
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