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ABSTRACT : In this paper we solve some functional equations which
characterize the semigroup TMin,L of probability distribution
functions . Each functional equations is solved with a different
method .

1 . Introducció .
En aquest article resolem basicament tres equations fun-

cionals que caracteritzen el semigrup T
Min

	

de funcions de,L
distribució ([1]) . La primera equació és una equació en un do-
mini restringit i el seu métode de resolució generalitza a
1'introduit en [2] . La segona equació resolt la distributivitat
en el context dels semigrups TT,L i la tercera equació genera-
litza el teorema donat en [5], tot establint que si T7¿Min els
semigrups TT,L no deriven d'operacions entre variables aleato-
ries . Pér definicions i conceptes previs vegi's [2,3,4,5] . Si
(a,b)e[0,+-)x[0,1] sigui Gb en D+ donada per Gb(t)=b si 0<tC a

bi Ga (t)=1 si a<t .

El conjunt .C será el conjunt de totes les operacions biná-
ries L en [0,w] contínues en [0,-) 2 , associatives, commutatives,
estrictament creixentes en 0,_ 2 i tals que en L(0,0)=0 .

Sigui £o={LE£IL(0,x)=x, per tot x> 0} i £1={Me£IM(1,x)=
=x, M(0,x)=0, per tot x: 0} . Qualsevol operació LE£ 0U £ 1 admet



la representació L(x,y)=R-1(Q(x)+k(y)), on el generador additiu

£ :[0,-)- [0,-) és contínuü i estrictament creixent . Si T es

t-norma i LE£0 U£ 1 ,F,GED es defineix per x>O,

TT .L (F,G)(x)=sup{T(F(u),G(v)) ; L(u,v)=x) .

2 . Una caracterització de TMin,L en un domini restringit {F) .

TEOREMA

	

2 .1 .

	

Sigui LE£ 0

	

i FED+	estrictament creixent en F-1((0,1)) .

Aleshores TT L (F,F) = Foj L 1 , (EF1), sí i només si T=Mín en
RanFxRanF(j L (x)=L(x,x)) .

Demostració . Sigui xEF-1

	

-1((0,1)) i EE(0,x-infF ((0,1))) . Essent

0<F(j-1(x-E/2))-F(7L1(x-E)) = A(x,E) .

0<F(jL1(x-E/2))-F(2-1{Q(x-E/2)-(R(x)I2)))=B(X,E) .

Agafant 8e(O,Mln(A(X,E),B(X,E))) i aplicant (EF1) en'x-E/2, per
d existiran u o ,v o >O tals que L(uo ,v0)=x-E/2 i tindrem

F()
L1 (x-E/2))-T(F(uo),F(vo))<b,

(*) F(jL1(x-E))<F(j_1(x-E/2_))-d<T(F(uo),F(vo)) .

Aleshores uo ,vo-< j -1 (x) . Si fos u o >j -1 (x) resultaría

d'on per (*)

x-E/2=L(uo,vo)>L(jL1(x),v0)=R_1(2,(v0)+k(x)/2),

vo<Q,-1(k(x-E/2)-9(x)/2) 5 j-1(x)<u01

F (j -1 (x-E/2) ) -d<T (F (uo)

	

F(vo ) )<,F (voKF (C 1 (t (x-c/2)-t(x)/2»,

és a dir B(x,E)<Ó, absurd . Així u Cj -1 (x) i analogament

v o Sj -- 1 (x) . Per tant (*) mena a

12

o L

F(j-1(x-E))<T (F(uo),F(vo)) 5 T(F(JL1(X)),F(JL1(x))) CF(jL1(x)),

d'on per l'arbitrarietat d'E i la continuitat per 1'esquerra de
F,

	

essent RanF=Ran(Foj
_
L 1 )

	

podem concloure T=Min en RanFxRanF .

COROL.LARI 2 .1 . Si FED+ és continua i estrictament creixent en

F-1((0,1)), aleshores T T L (F,F)=Foj - 1 si i només si T=Min .



3 . Distributivitat entre semigrups TT,L .

En aquest apartat resoldrem 1'equació de la distributivi-
tat :

on F,G,HED + són funcions de distribució arbitráries i les incog
nites són T,T'E T, LE£ i ME,C

0

	

1 ,

LEMMA 3 .1 . Sigui TET, a,b E(0,-) i c,de[0,1] . Aleshores

TT,M(F,TT,L(G,H)) = T
T',L

(TT,M (F,G) ' TT M (F,H)),

	

(EF 2)

Si LE£ és TT L(£a'eb)=EL(a,b) i T T,L (X C' Ad )-XT(c,d)'

(ii)

	

Si

	

LE£0

	

és

	

T T,L (Gc,Gd)

	

=

	

Min(GT(c,d)'

	

GMax(c)d))'

(iii) Si ME£ 1 és T T,M (G1,G 1 )=G 1

TEOREMA

	

3 .1 .

	

Siguin T,T'cT,

	

LE£ o

	

i ME£1 .

	

Aleshores TT .M és
distributiva respecte TT , 'L' (EF 2), si i només sí T' = Min i
M is distributiva respecte a L .

Demostració . Consideri's a,b,ce[O,°°) . Pel lemma 3 .1 (i) i
(EF 2) fent F=Ca , G=Cb i H=CC resulta EM(a,L(b,c))

d'on M distribueix a L . Agafant ce(0,1) iEL(M(a,b),M(a,c))'
aplicant (EF 2) amb F=G=H=G 1 , resulta pel lemma 3 .1 (ii) i
(iii) que

T'(c,c)=GT'(c,c)(1)=sup T(Gc(u),Min(G 1 (v),Gc(1,1)(v)))
M(u,v)=1

	

T'(c,c)

donat que el darrer suprem s'atrapa en el punt (1-t0,L(1,1)+t 0 ) .
essent t 0 E(0,1), doncs la funció h(t)=M(1-t,L(1,1)+t) satisfá
h(0)=L(1,1)>1>h(1)=O i per tant admet el punt t0E(0,1) on
h(t ) = M(1,1)=1 . Per tant, si T'(c,c)=c podem deduir T'=Min .0



4 .T-Min,L i operations entre variables aleatóries .

L'operació TT,L es diu derivable duna operació entre va-

riables aleatóries (v .a) si existeix una funció real de dues

variables g que sigui mesurable Borel, de forma que

TT,L(FX,Fy) = Fg(X,Y), per qualsevol parella FX,F y ,

En [5] es va demostrar que Púnica operació de la classe

TT,Sum que és derivable

	

en el

	

sentit precedent és

	

TMin,Sum'

	

En

aquest apartat demostrarem que la mateixa situació es presenta

en la classe d'operacions TT,L , és a dir, Púnica solució de

1'equació funcional aC L = TT,L es C=T=Min, on 0C,L representa

la sigma-operació definida en [3J .

LEMMA 4 .1 . Sigui LE£o i ME£1 . Si C is c8pula i a,b6(0,1),

(i) 6C L (Ga, Gb)=Min(GC(a,b), Ga+b-C(a,b)) :

(ii) QC M (G a , Gb)-Ga+b-C(a,b) .

TEOREMA 4 .2 . Tant si LE£0U £ 1 , 1'operació TT,L és derivable

d'una operació entre v .a ., si i només si T = Min .
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