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SUMMARY : .

In this paper, it is shown that the:‘bidual space of NG(E}]
is formed by all E" wvalued sequences w = (wn)nEN such that the
set {w;1n€N] is equicontinuous on the strong dual of E.

Supuesto que E es un espacic vectorial topoldgico separado
cuya topologia estd definida por una familia saturada de seminor-
mas @= [Pi)ieI’ Y o= {an}nEN es una sucesidn de escalares
reales estrictamente positivos, la transformacidn del espacio de

sucesicnes de elementos de E en siI mismo

n
bu' Si{E) + S(E) . akx}(
que envia Xx=(x) s ¥ = (x% con X _k=1
n"neEN n"nEN n n
I a
K=1 k

propicia el estudio de diversas topologias (denominadas pdndera—
das en [2]) scbre subespacios de S(E), En [2] se estudian amplia-
mente dichas topologias y es el cbjeto de este trabajo completar
algunos aspectos de dicho estudio. - '

Si denominamos co(E) y 1"(E} a los espacios de sucesiones
convergentes & cero y acotadas en la topologia de E respectiva-
mente, se define N_(E} =17 (E) Nb_ (e (E)) dotado de la topologia
localmente convexa y separada, inducida por la familia de seminor-

(=3
mas @
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= - = o
@u: (piu)iEI donde Pia(x) = SEp pi(xn]

En el presente trabaijo construimeos el espacio bidual de
N, (E) basados en el conocimiento del bidual de c_(E) {[3], cap.
1V, apartadc 3} y del dual topoldégico de Na(E) , formado por to-
das las sucesiones v= (vn)n c de elementos de E' (dual de E)

N
que verifican las dos propiedades siguientes:

1} Existe una seminorma p(—;—@tal que

@ v Vo1
Es |2 - B2 e
n=1 7 %y *n-1 P
: lv] |
con s_ = I w ¥ v = sup <A,V
noog= K > p(x) <1
o v v
k k-1
2) v, = Ie {— - —=) para tode n €N
P ox=n " % %1

entendiéndose la convergencia puntual de la serie.

Si escribimos tba para. la aplicacidn transpuesta de b,
y teniendo en cuenta que ba[Nu(E])c CD(E], de {17, cap. 3, §12
corolario de prop. 3, se deduce gue

PROPOSICION l: La aplicacidn

t . .
ba:co(-E) Nu(E)

que envia u={u_) + v={v_}

Uk
- I —_
nneN n"neN con V-n « uk

es un isomecrfismo para las topolegias fuertes
B(co(E)', b (N, (E)})) y BWN_(B)', N _(E))
sobre cO(E)' ¥y Ny (E)® respectivamente.

COROLARIO: N, (E)" es canbnicamente identificable con un espacio
‘de sucesiones de elementos de E" (bidual de E}.

Mis concretamente
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PROPOSICION 2: Si W€ N_(E)", existe una Gnica sucesién W) e

" P vy = 1
de elementos de E", tales que s51 v= (vn)ne.NENa(E}

El resultado principal del trabajo es la caracterizacién
de las sucesiones de elementos de E" que representan elementos
del bidual de NG(E] en el sentido que indica la proposicidn.

TEOREMA: Una sucesidn §==(wn] de elementoz de E" representa

neEN
un elementos de Na(E)" si, y sélo si,. la sucesidn de elementos

(de E")
n
Eu, W
7% = (w) donde w_ = M es tal que
n'nEN n s r

n

el conjunto {wﬁ|nelﬁ}CE“ es equicontinuc sobre Ef dotado de
la topologia B(E',E).

Demostracidn: Si denominamos tambi&n b : S{(E") * S(E") a la
aplicacidn extensidn de b, de [ 3] prop. 4.8 se deduce gque el
teorema quedarid probado viendc que NG(E)“==b;l(co(E)"L

De la proposicidn 1 se deduce gue la aplicacién
b [N (E)'-s(N_(E} ', N (E))]" > [ (E) =8 (cy (B) b (N ()]
es biyectiva, y puesto que el primer espacio es N“(E}“, falta
ver gque el espacio imagen es precisamente cO(E}" y que la apli-
cacién ttba es la restriccifn de b a NG(E)".

Parte i: Se trata de ver que la topologfa g{c_(E}',b (N _(E))}
sobre'co(E)‘ es compatible con la paridad <c0(E)',c0(E]">. Como
es menos fina gue B{cO(E]‘,co(E)), la cual es obviamente compa-
tible, bastard probar que es mds fina que la débil scbre c_(E)'.
Dado, pues, mezco(E)" debemos probar la existencia de un acota-
do BCZbu(NG(El), tal que{¢}OZ)BO. La existencia ([ 4], cap.IV,
cor. ﬁe 5.4) de una red acotada (iY)YEIﬂ de elementos de CD{E)
CCO(EI“ que converge a & por la topologia U{CO(E)",CO(E]'} nos
permite construir una nueva red
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(x, )

3.y r (siendo PF(N) las partes finitas de N)

JEPF(N),YE

gue tambi&n converge a ¢ por la misma topologia y cuyos elemen-
tos son sucesiones que pertenecen a bu(Nu(E)] y constituyen el

conjunto acotado gque resuelve el problema.

Parte 2: Se demuestra en primer lugar que si }_(ENQ(E] <
C N,(E}", es clerto que ttbu(i) = batﬁ) como sucesiones de ele-
mentos de E', pues teniendo en cuenta que ba(Na(E))ficO(El c
Cec (E)"; si 1 es un elemento arbitrarioc de c,(E)' resulta que
@, ("% »= <tb_(@), %> = <k, b _(B)> = <b (%),8> = <a,b_(X)>
y la representacidn de los elementos de cO(E)" por sucesicnes
es Gnica ([ 3], prop.4.7)

Teniendo ahora en cuenta que la aplicacién tbu es conti-
nea para las topologias B(CO(E)‘,CO{E)) y 8(N (E)',N (E)) y to-
mandc &stas como iniciales se deduce de [1],-cap.3,§12, cor.
de prop. 3 se deduce gue la aplicacidn

L n "
; bu' Na(E) — cO(E)
es centinua paré-las topologias respectivas a(Nu(E)",Nu(E}'}
y olc  (E) ,CQ(E) }. .

Ahora podemos pasar del caso particular pirobadoe al gene-
ral, apoyé_ndonos en el resultado antes indicado ([ 4)cap.IV,
cor. de 5.4). Sea w = (wn)nENGNG_(E)' ¥ (wY)YEP ia red de
elementos de Nu(E) convergente a w por la topocleogia débil.sSi
demcstramos que '

-1
o

b ttbu(ﬁl) =W

el resultado quedard probado, ya que b, es biyectiva. La demos-
tracifn de esta igualdad es ya un problema puramente t8cnico
teniendo en cuenta la continuidad probada de ttbCl y dado que

E" es separado con la topologia ¢ (E",E').

COROLARIO 1: N_(E)" Db;I(l“’{E)), va que 1° (E) puede considerar-
se contenido en c_(E)" ([ 3] ,cap.1V, apartadec 5).

" 'COROLARTIO 2; Nu(E] no es semireflexiveo, pues considerados como
subespacios de S{E"), tenemos N, (E) C 17 {E) Cb;l (1" (E)) CN (E}"

y al mencs las dos primeras inclusicnes son estrictas.
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CORCLARIO 3: Si E es nermado NQ(E}" = b;ltlm(E"]); pues en este

caso c_(E)" y 1"{E") coinciden ([3], prop.4.9)

CORCLARIO 4: 5i E = K(R & C) el bidual del espacio de sucesio-
nes x tales que buti) converge a cero, es el espacio de las su-
cesiones y tales que b _(y) es acotada.
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