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Trataremos de cubliertas de la 3-esfera 53 ramificadas so-
bre un enlace (= sistema de nudesj, comoc un procedimiento de re-
presentar las 3-variedades cerradas vy orientables.

La aplicacién simplicial £:M" 5 N entre las n-variedades

(1}

compactas y trianguladas My N se llama cubierta ramificada

31 es una cubierta ordinaria fuera del (n-2)-esqueleto de N,
Los puntos de N cuya preimagen tiene menos puntos gue hojas
tiene la cubierta componen un subcomplejo Bn'_2 llamado ramifica-
cidn. Usaremos la locucidn "f es una cubierta de N" ramificada
sobre B".

Siendo este articulo de exposicidn, finicamente tocaremcs
algunos temas selectos gque ayuden a darse una idea de la teoria.
El material es, en general, conocido, afinque algunos resultados

50N uevos,

RAMIFICACION UNIVERSAL

En 1908 Tietze [T, p 104] preguntd, v en 1919 Alexander
[A] probd que toda M" cerrada y orientable es una cubierta de
s" ramificada. Ramirez [R] a peticidn de Gonzdlez-Acufa did una
versidn mis fuerte de ese tecrema:

(1) Siempre consideraremos variedades triangulares y conexas.
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Tecrema 1 {Ramirez) Toda n-variedad cerrada y orientada es ung

cubierta de S ramificada sobre el (n-2)-esgueleto de un n-sim-

ple.

Prueba del teorema l.-

S5e triangula M y se dan orientaciones coherentes a los
n-simples.

5e divide baricéntricamente la triangulacifn. Entonces ca-
da nuevo n-simple, al tener un orden natural en sus vértices,
adquiere una orientacidn natural.

Pero cada nuevo n-simple tiene una orientacién heredada
del n-simple viejo en el que descansa.

Un n-simple nuevo se colorea de negro si su orientacidn
natural coincide cen la heredada; en otro casc se colorea de
blanco. El resultado es una coloracidn de la triangulacién en
tablero de damas, pues n-simples nuevos, adyacentes a lo largo
de una (n-l)-cara tienen orientaciones heredadas coherentes, pe=-

ro orientaciones naturales incocherentes.

gre ¥y oktro blance, por sus bordes,y ordZnense 1oz n
rasultantes,

La funcién f: M" + 8" envia un n-simple blanco (nhegro)al n-
simple blance (negro) preservando el crden de los vErtices.o

El siquiente corolario proporciona un nuevo modo de repre-
sentar 3-variedades. Sea G el subconjunto de 53 de Figura 1.

Figura 1
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Corolario 1. Toda 3-variedad cerrada y corientada es una cubierta

de 53 con ramificacién contenida en G.

Prueba del corclario 1. Por el teorema 1 M3 es una cubierta de

83 ramificada sobre el l-esqueleto de un tetraedo t.

Supéngase t contenido en R} crt o vy regular. Entonces

una rotacidn de 1202 en torno a un eje de simetria trigonal de
t, define una cubierta de S3 sobre si wisma. La ramificacidn de
esta cubierta junto con la imagen del l-esgqueleto de t es G.o

Es bien sabido (ver [FI]' por ejemplo) gue las cubiertas
de h hojas de s® ramificadas sobre B! estan en correspondencia
biunivoca con las clases de equivalencia natural de representa-
ciones transitivas de nl{S3*Bl) en el grupo simétrico de gradoh

G- 3 :

Pero nl(s -=G) es un grupoc libre en los generadores x e y
de Fig. 1. Por tante, dado un par {o,t) de permutaciones deG;h,
tendremos una representacidn w: nl(s3—G) +G h gue serd transi-
tiva si y s8lo si el subgrupo deG’h generado por (g,t) es tran-

sitivo. Por tanto podemos asociar al par transitivo (g,7)una pseu-

dowvariedad M(g,t), a saber, la cubierta de 53 ramificada scbre
G ascociada a la representacidn w. El corclarioc 1 seé puede enton-

ces anunciar asi:

Corolario 1'. Toda 3-variedad cerrada y orientada puede repre-

sentarse como M{g,t}, para algfin par transitivo de permutacio-

nes fg,1). o .

La siguiente proposici®n facilita la confeccién de la
"lista* de 3-variedades.
Proposicidn 1. Se tienen las siguientes propiedades

1) M(g,t) = M{o}, 7l
i) M(a,T) = M(r,0)
iii) M(U,T) = -M(T +9)

donde el signo menos significa cambio de orientacidn.
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Prueba de la Proposicidn 1

of

Figura 2

i) La simetria con respectc al eje B fija G como c¢onjunto
1
).

ii} La simetria con respecto al eje « fija G como conjunto
1 1
)

iii) La simetria de G con respecto al papel seguida de la

y envia (x,y) a (x 1,y
,X—

y envia (®,y¥) a (y_

rotacién de 1802 en torno a B de unc de los circulos de G, fija

G como conjunto y envia {x,y) a (x,yrl) 0

Corolario 2. M{o,1) es simétrica si o= 6_1 5 1= T-I.D-
Notese que z = xyx_ly_‘l en @, (Sa—G) , luego
Corolario 3. M{o,t}) tiene : comg ramificacidn si y sélo

si ogt1=10 . En este caso la cubierta es regular. o

1]

Ejemplos. 1l.- 8i o= 1, entonces 1 (12...h) y la cubierta

M(1,1) =§°
2.- Sio=rt, entonces ¢=1 = (12...h) vy la cubierta
es ciclica de h hojas ramificada sobre (ED , vy la cubierta
M{g,0).es la lente L(h,l). Por tanto M(U,U_l) =~L{h,1}. NStese
gque o = (123) # (132) = 7L, v en efecto L{3,1}) # ~L{3,1) [sT].
3.- Damos sin demostracidén algunos ejemplos:

M(12,13) = 83, M(12)(34), (13)(24)) = s§3, M(12,123) = s} x s°,

Como se ve, la anterior representacidn, cuyc estudio aban-
donamos aqui tras esas breves observaciones, tiene la importan-
cia de proporcionar una rafnificacién universal. Pero nétése que
el ne de hojas puede ser arbitrariamente altotl).

3_hesg!x 82_. Agui «

libre con h generadores y h tan alto como gueramos.
112 ’
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MINTMO NUMERQ DE HOJAS

Se trata aheora de averiguar si toda M puede representarse
como cubierta de Sn ramificada, de modo gue el ng2 de hojas se

mantenga bajo cierta cota.

Como entonces la ramificacidn dejari de ser universal, de-
searemos gue se mantenga dentro de una clase de subcomplejos de
s” manejable. Por ejemplc, ¢des toda M" cubierta de s" ramificada
sobre una subvariedad de $"?. La respuesta es negativa si se
exige gque la subvariedad sea localmente plana [EB]:

Teorema 2 {Edmonds y Berstein)}. Sea M” una variedad diferencia-

. ' . C s - :
ble spin, que &5 cubierta de s" ramificada sobre una subvarie-

dad localmente plana. Entonces todos los: productos de clases de

Stiefel-whitney de M" valen cero.

Nota.- Este iﬁplica que todos los nfimercos de Stiefel-Whitney,

excepto por el fltimo éue es la caracteristica de Euler mddulo
2, valen cerco. Luego si adem&s de las condiciones del tecrema,
M tiene caracteristica de Euler par, se deduce gue M" es borde

n+l

de alguna Q (Tecrema de Thom).

_ Por ejemplo &l plano proyectivo cuaterniénicoqu2 es spin
ya que tiene cohomologia sdlc en dimensiones 0,4 y 8. Como
wi#(h QPZ no puede cubrir 58 con ramificacidn una e-variedad
localmente plana [EB}.

Tambi&n para el ntmero minimo de hojas se conocen restric-
cicnes [E].

Teorema 3 (Edmonds). Supfngase gue M" es cubierta ramificada

de s” con h hojas. Entonces el maximo rfimero de clases de cchomo-

logia reducida entera de M cuyo producto no es cero, no puede
rebasgar h,

Por ejemplo, este nfimero es n para el n-toro 7", Luego,
si T" es cubierta ramificada de s", el no de hojas @8 > n. Para

3
T™ esto fue demostrado primero por Fox [F2]'
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Pasando ahora a resultados positivos, vemos gue toda 2-va-

riedad cerrada y orientable es una cubjerta de dos hojas de 82

ramificada {(examinese la Figura 3).

1800

Figura 3

1
dientemente por Hilden [H] y el autor [Ml].

Teorema 4 (Hilden y Montesinos).- Toda-3-variedad cerrada vy

orientada es una cublerta, diedral de tres hojas, de 83 ramifi-

cada sobre un nudc,

Nota. "Diedral" significa que el grupo diedral® de seis elemen-

’
tos, es el grupo de monodromia. Asi la variedad 2orre5ponde a una
clerta representacidn transitiva w: ﬂl(S3—K) +€;3 + 0, en donde
K es un nudo. Por tanto w representa necesariamente meridianos

de X pbr trasposiciones. Luego la cubierta es irregular pues el
estabilizador de un Indice no s neormal. Asi un punto de K tiene
exactamente dos preimigenes, de indices de ramificacidn dos y

unoc.

Esbozo de la prueba del teorema 4.- Seguiremos la nueva prueba

de este teorema publicado en [MZ].
El puntc de partida es la representacibdn de 3-variedades,
debida a Lickorish [L} y Wallace [W], mediante cirugia enun enla-
3 R
ce de 57,
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Notamos gue S3

satisface el teorema, pues la cubierta die-
dral de S3

ramificada sobre el enlace trivial de dos componentes
L, asociada a la @Gnica posible representacién de rl{S3-L} sobre

G3, es §°. Llamemos P ¥ Q) a las componentes de L y sean P12, P3
(resp. 013, Qz) las preimégenes de P (resp.0Q ) de indices de ra-
mificacidn dos v uno. Asi P12' Py, Q13, Q2 es un enlace trivial

de cuatro componentes y la cubierta f:8° + §° pliega 83 sobre

si mismo con lineas de plegado PI2 Yy Q13{ del modo en gue se ha-
cen tres dobles en una carta.

Supongamos para facilitar gque la variedad problema viene
dada por cirugia en el nudo N de la Figura 4.

@

Figura 4

Entonces "simetrizamos" el nudo con respecto a los dos

ejes P12' Q13‘ Esto se realiza en

dos pasos. Primero cambiamos

N en N' para hacerlo simé&trico con respecto a P12 {Figura 5).
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Figura 5

Después localizamos puntos dobles de la proyeccifn de N en los
que un cambio local de pasos superiores en inferiores convierte
. N en el nudo trivial (en el nudg N basta el punto indicado en
Figura 4. ) .

Introducimos,en torno al correspondiente punto doble de
N' (Figura 5), una componente trivial T, que puede hacerse simé-
trica con respecto a T. (Figura 6). )

&3

Figura 6
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La conversién de N en N'UT es 1o gque hemos llamado sime-

trizacidn mas arriba. Pues bies, M> se cbtiene por cirugia en

N'UT. En efecto, aplicande el truco de Hempel [H] a T se pro-
duce un cambioc local de un paso superior en inferior y una con-
versidn de N' en N.

La imagen de N'U T mediante f estid formada de dos arcos
cuyos extremos descansan en L (Figura 7)

- —_G_L;r
<

Figura 7

Resta convencerse de que cualgquier c¢irugia realizada en
N'U T es compatible con el pliege que define f. Pero ndtese que
este pliege restringido a N' & a T viene generad¢o por una sime-
tria axial. Luego cualquier curva simple que descanse en la fron-
tera de un entorno regular de N' & T es simétrica con respecto
a tal simetria. Interpretand¢ tal curva como el nuevo meridiano
de la cirugia, vemos gque &sta se proyecta por £, produciendo
una modificacidn en el entorno de N' & T, gque no altera el tipo
topoldgico de 83 {truco de Alexander).

La prueba se acabard cuando consigamos una ramificacién
con una sdla componente. Esto lo veremos en la siguiente seccibn.

E1l teorema anterior es constructivo, perc, en la préctica,
el proceso de simetrizacifin puede aortarse, como en los dos- ejem-
ples siguientes. |
Ejemplo. El nude de la figura 4 se puede simetrizar, economizan-

do puntos dobles, comc en la Figura 8. 117



Figura 8

Ejemplo (Anilleos de Borromeo) El enlace de la Figura 9a es simé-
trico (Figura 9b). '

éigura g
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El toro tridimensional T3 se obtiene por O-cirugia en los

anillos de Borromeo. La ramificacién de la cubierta T3 - 53 dada

por el teorema 4 (y figura 9b} aparece en Figura 10

Figura 10

El anterior teorema nCc puede mejorarse exigiende, por ejem-
plo, gque la cublierta sea regular. En efecto, Tollefson [T] ha
hallado ejemplos de 3-variedades gue no admiten automorfismos
peribdicos; sus cubiertas ramificadas sobre 83 tienen entonces
grupo trivial de superposiciones, y, asi, nc pueden ser regunla-

res.

ENLACES COLOREADOS

Un modo éugestivo Ge dar un enlace L junto COR una repre-
sentacidn u: nl(SB—L) +G§3, ideado por Fox, consiste en colo-
rear los pascs del enlace L usandc tres colores {Vzverde, A=azul

{1)
)

y R=rojo, por ejemplo de modo gue los tres colores de junte

{1} Sugerimos que el lector ilumine por si mismo las figuras.
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& un cruce sean o todos iguales o todos distintos: pues basta

hacer V= {12}, A= {13}, R= {23} Y asignar a cada meridianc de

L su color (o permutacién) para tener . La representacidn es
transitiva si se usan los tres colores {el enlace de Figura 1i0
estd coloreado de modo gue la cubierta asociada es T3).

Podemos entonces enunciar el Teorema 4 asi

Toda 3-variedad cerrada y orientable estd represen-—
tada por un nudo coloreado.

Teorema 4°.

Conclusidn de la prueba del teorema 4'.- Hemos visto que toda

3-variedad viene dada por un snlace coloreado. Para acabar la
prueba consideramos ciertas modificaciones de un nude colorea-

do introducidos en IM3I.

Lema 1 {Montesinos) La jugada

3

\
QA
A

\
v R vV R

-

————

. . . 3
aplicada a un enlace coloreado no cambia la cubierta de §” aso-
ciada

Esbozo de prueba del lema 1. El arco de puntos de la figura se

levanta a2 un arco. La jugada fj se levanta a una modificacidn en
el entorno de un arco y esto no cambia la cubierta.a
N&tese ahora que tfpermuta los dos ramales., Aplicando é?
varias veces a un enlace coloreado resultarid un nudo coloreado.
La jugada :7 sugiere un interesante

Problema 1. Hallar una sistema de jugadas de un enlace colorea-

do que no alteran la cubierta asociada y tales gue dos nudos co-

Joreados de igqual cubierta estan relacionados por una sucesidn

finita de jugadas.
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El interés de este problema es gue si tiene respuesta pesi-
tiva, dispondremos de una traduccidn, en términos de nudes colo-
reados, del problema de clasificacidn de 3-variedades cerradas
y orientadas.

Obsérvese gue en el entorno del arco punteado del Lema 1,
pueden hacerse modificaciones m&s complicadas gue tfy que también
se levantan. Pero todas ellas dependen de :7 -En efecto las modi-
ficaciones ma&s generales aparecen en figura 11

Figura 11-
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Pero o« no puede ser verde, luege tras aplicar jugadas tj
el ovillo D tendrd cero © #1 cruces. S5i tiene cero cruces pode-
mos eliminar los ovillos C y D. Si tiene %1 cruces podemos incor-

porar D al ovillo C obteniendo una situvacidn como la de la Fig.
1l1b). Pero g no es verde, luego tras aplicar jugadasij el ovilie
C' tendrd cero & il cruces, etc... Despufs de un nlmero finito
de pasos no qguedard ningfin ovillo. Asi las jugadas de la Fig.ll
dependen de:i:

En principio esto no significa gue la jugada 3 baste para

resclver el anterior preoblema. Son, en efecto, concebibles otras
jugadas.
Los dos nudos coloreados de la Figura 12 tienen igual cu-

bierta asociada {M4I. ¢Estan relacionados entre si mediante ju-

gadas;!?.

Figﬁra 12
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ENLACES COLOREADQOS SEPARABLES (1)

Obsérvese cbmo los nudos coloreados de Figura 13 se "sepa-

ran" mediante aplicacidn de jugadas U en los lugares marcados,

Figura 13 ~

(1) E1 material de esta seccidn esti tomado de [M3] {ver tambié&n

[F,.].
2 123



Diremos que un enlace ccloreado es separable si mediante
jugadasij se convierte en un enlace separado Llu L2 en el que
L, esté coloreado de verde y L, de azul

El lector puede ejercitarse viendo gque toda trenza de 2
o 3 filamentcs coloreada, es separable [M3]. Sin embargo, hay
algunos nudos coloreados no separables, como se sacard del si-

guiente teorema.

Teorema 5. La variedad asociada a un enlace separable es una

cubierta ciclica de dos hoijas de 53 ramificada sobre una suma

de L, vy L,.

Esbozo de la prueba del tecrema 5.

Una 2-esfera gque separa Ll de L2 se levanta a una Z2-esfera

1!
sobre Ll ¥ L2 respectivamente) ., Pero Ll suma conexa L2 es la cu-
bierta doble de una suma de L1 y Lé, como se ve levantando una

-

que define la suma conexa de L iz {cubiertas dobles ramificadas

2-esfera gque defina dicha suma.n
Las variedades asociadas a los ejemplos de Figura 13 son

todas cubiertas dobles de 83: a saber (y por orden) 53, E1P3,

L{3,1), L{4,1), L(5,2), S’ x 5? y esfera homolégica de Poincaré
rnublerta doble del toraidal (3,5) [swl).

El teorema 5 junto con el teorema 3 implican que hay nudos
celoreados no separables. Un ejeﬁplo es el enlace coloreado de
Figura 10, pues su variedad asociada es 3 gue no es cubierta
doble de §° {el primer ejemplo de enlace no separable se debe a
Fox [F 13. ’

Problema 2. Un nudo celoreade cuva cubierta asoc1ada es cublerta

doble ramificada de 53 f{es geparable?

Problemas 1 y 2 estin relacionados.

Conjefura . (Fox [le) Un nudo coloreado clya cubierta asociada
es simplemente conexa, es'separable

La conjetura 1 implica la conjetura de Poincaré&. Pues si

el nudo es separable, la variedad es cubierta doble ramificada

de s° y para é&stas la conjetura de Poincaré es vélida(l].

(1) Este reclente resultado es consecuencia de la llamada "Conje-
tura de Smith fuerte". Consfiltense las actas {sin publicar toda-
via) ‘del simposio habidc scbre este tema en la Universidad de

Columbia.
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La afirmacién de que la conjetura de Poincaré implica la

conjetura 1, es la solucidn del problema 2 en el casc de gque la

3

cubierta sea 57.
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