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{i) Estructuras disipativas localizadas en un modelo

de reaccidn-difusidn

1. INTRODUCCION

En up artfculo reciente {Bonilla y Velarde, 1979%a)
hemos estudiado las estructuras disipativas globales gue

se originaban en un proceso de reaeccidn-difusidn cuya mo

delizacidn es la siguiente:
A—Y
—
X +Y—2Y

{ley de saturacién)

P

{1)
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Supontiendo que el coeficiente de difusion de A es much{-
simo mayor que-los demés se puede ver que, con condi
c¢iones de contorno de Dirichlet en los extremos del reac
tor, el estado de equilibfio bifurca hacla solucicnes es
tacionarias y periddicas que se extienden a todo el reac
tor, Aqui nos ocupamos del @so, algo mds realista, en
que el ceeficiente de difusién de A, afdn siendo mucho .mg
yor que el de X yv @1 de Y, no es infinitamente mayor que

ellos. Entonces el sistema de ecuaciones correspondiente

al esquema reaccional {1} es con e:.DX/Dy ’D:D)/

YA
0= ~A + DA I+ 2 ) (2.1)
M X X
5= X 05 e
~
Y _A-XY +D (2.3)

_E}—E P R e

con las siguientes condiciones de contorne (Dirichlet)

Ay=A(t)= A (5.1)
X(ot)= X('()t):‘f_\/(’l*i,&) (3.2)
Y(f);t): Y(i)t)= ’L—ﬁ;;\' (3.3

132



que equivalen a resolver las ecuaciones (2.2), (2.3) con
las condiciones de contorno (3.2), (3.3) subs tituyendo

A en ellas por

osh T2
D

ash (2 *p;,:"‘)”1

Nos limitaremos a enunciar los resultades mds salientes

(&)

A(T)z;ﬁ\_

remitiendo para lnos detalles a las referencias abajo in-

dicadas,

2. RESULTADOS

El sistema de ecuaciones (3) tiene la siguiente

solucién estacionaria bdsica (solucién trivial)
A=A 5.1)
X, (V) = A(r—)/(fl..chr)) + 0(D) (5.2
)é (v) = i—g_A(r) 4+ 0(py 69

Un estudio de la estabilidad l1ineal del estado (5)
por el método WKB lineal frente a pexrturbaciones estacio
narias correspondiente a hifurcacién a estados estaciona

rios inhomogéneos arroja los siguientes resultados (Boni

lla ¥y Velarde 1979b):
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1, Les puntos de reiroceso gue hay el La 1inea de
estabilidad neutlra correspordiernve a bifurcacifn hacia
estados estaciorarios vienen dados por las raices del

(6)

polinowiov

LBA-2 3+4-109A ) ,10__('} +99A-—4

A T TR

E(q)= 1q+

cuyos coeficientes son funcicones de A:A(r) (ec.(h)).
2, Scan A= max Al(r), A= min A(r}, A, A (A+< AL)
dos valores entrejryrfﬁ sea q‘. un valor de q sobfe la
1fnea de esta%ilidad neutra.,
3. z{q) tiene (siempre que fa < &) una raiz real
negativa y una o tres raices reales pesitivas. Conside-

rando 9 fijo, z(q) tiene tres raices reales positivas

en el intervalo

A <A <A, Y

¥ una sola junto com dos complejas conjugadas en

A (8)
Ay <A CA
$i notamos por Qys 9ps Gq 2 las raices de z{(q) elegidas

de modo que

<, () £ 9, (A) <q, M

(9)
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cuande A estd en el intervalo (7}, podemos ver que en
el intervalo (8) la raiz positiva es qB(A}. Las funcio-
nes qua), qB(A] son decrecientes con 4 en todo su inter

valo de existencia, mientras que ql[A) es decreciente en

ﬁ_<A <A+ (10)

y creciente en

Al <A Ay a

4, Para gque pertenezca a la 1lfnea de estabilidad

neutra debe ser

qic <:€}3 (Ei)

Entonces hay bifurcacidn a estructura disipativa locali-

zada en un sola regidn del reactor (Fig. l.a)} si

G () <q_ < g, (A (12)
(13}

q‘?,(E) <q‘c < q’a_(A+)

La estructura disipativa estd localizada en tres regiones
del reactor estando dos de ellas pegadas a sus extremos

{(Fig., 1.b) si

(1%)

%, (A) <?-C <9, (A)
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Y porxr 1ltimo la estructura disipativa estd localizada
en tres regiones interiores del reactor [ sin contacto

con sus extremos) (Fig. l.c) si

1, (Ag) < 1. <9, (A) )

o bien

ﬂl’i(A*) <‘fl_c <<i_4. (Ay) : (16)

Fl orden de las figuras l.a-l.c refleja las situaciones
que se obtienen cuando q  va disminuyendo desde qj(A]
] q
hasta 1(A+).
Para la obtencidn de estos datos resclvimos numé-
ricamente la ecuacidn z{q)= O con los siguientes valores

del orden de magnitud apropiado al modelo:

D, =2.0x 102, D =5.0x 10 % (17)
0-o0.1,...,0.9
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(ii) Modelo de Hutchinson (de retardo temporal} con difu

sién
1. INTRODUCCION

Desde no hace mucho tiempo se han venido observan
do estructuras espaciotemporales en diversos sistemas eca
légicos tales coemo poblaciones de plancton en los mares
(steven ¥ Glo mbitza, 1972; Steele, 197h). Un modelo su-
ceptible de reproducir cualitativamente una tal conduc-

ta es el siguiente {ecuacifn de Hutchinson con difusidn):

| 2
- N (x,8)
NGB Nk 1 N(xl,: D], p2 N

ot T

Los resultados conccidos para la ecuacidn (1) sin difu
sidn (D=0) pueden ser resumidos como sigue:

1. La ecuacién (1) tiene dnicamente dos estados
de equilibrio N=0 (siempre jnestable) ¥ N=X (estable o

137



inestable)segﬁn que é_z seqa mMenor o mayor que 1T72).

2, Para N0 y rT jTrfz hay una corona {annulus) en
el plano fase {N(t), N(t—l)} formada por dos trayecto-
rias cerradas {soluciones periddicas de la ecuacién sin
difusién) una interior a otra, que es global y asintd
ticamente estable y la régidn de atraccidn incluye to-
das las soluciones que no oscilen rédpidamente (en el
sentide que los arménicos superiores oscilan rdpidamen:
te} (Xaplan ¥ Yorke, 1975)}.

3. qu resultados numéricos de G.S. Jones(196%)sg
gieren que las dos soluciones periddicas que constitﬁ
ven la corona antedicha son la misma: uwna trayectoria
perifdica que bifurca del estado de equilibrio con pe-

rfodo 4T v amplitud infinitesimal,

2, INFLUENCIA DE LA DIFUSTIONg RESULTADOS
Después de adimensionalizar la ecuaciém (1) y tras

" ladar N a N-K, obtenemos la siguiente ecuacidn:

rba'm#,t) _ ’B(N'(x){:) v jﬁx ’.{,__1)
2> x¥ & (2)
= o lfix 6y SO, t-0)
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"Tras un andlisis de estabilidad lineal y un estudio de
. perturbaciones singulares {método de las dos escalas,
véase por ejemplo Bonilla y Velarde, 1979a)1legam05 a
los siguientes resultados referentes a la ecuacidn (2)
(Bonilla y Velarde, 1979b}.
T.1 Cuvando el medio espacial es infinito, la solu

¢ifn trivial de (2) es estable o inestable {(de modo os

cilatorio) segin sea 0 ¢ r £ r,s 0'bien r Lr donde

4
N, = Xy (a:-}- c")};'él wita =4 / ?

Tjg <@y LT €YO

(3)

: o B .
I.2 Cuando la nolinealidad o es finita, tenemos

una bifurcacidn desde la solucidn trivial a la siguien

te selucidn asintdtica

J xtyy * [f-\'o] [ wtf W &1)(u>+c) o< } °°5[i+ﬁ(”ﬂ[°‘*t+ :,{C]

dicha solucién (#) es estable o inestakle seguin sea rb(o

o bien r})O . El1 coeficiente P»
'J' = (21.0?5!-62) ReA +wc (w2+C2'—1) Iﬁlj\-

Nz
A = -2k + i 20 @5 Zv] +
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| 3 Yrf 2 R i,
w3 [wqc 420 wzc3=qwcq+cs—(iowt:+2.c )(w+c ) (5)
(loz-a-c")
+ 3w Ywetr 2w +3w'c 2c )+(3w dows +2wc—3cq)(w" c,,)ﬂ

[(l}w +(w" &) (w +c2) W+ L}wz'cz'(i-i- AT(W +c’“jg‘)_l
es negativo para ¢ = C y para c30;WC=Q -

I.3 Cuando la nolinealidad 0( ¢os "pequeiia" la solu-

cidr trivial bifurca a

i/
‘J\F(X;t);‘: [WC (Uf2'+c2'~1)(w2+c2)1/2f2, /F'] 2

(6)
¢o g[[i +¥ (¥-¥, )]( ot +ag X/c):]}

de modo supercritico o suvberitico zegin sea P.(O o &1&) Q.

IL.1 Cuando el medio espacial tiene una longitud fi-
nita, L, e imporemos condiciones de Dirichlet er el contor

no, la solucidn trivial de {2) es estable a inestable (de

7% -

medo ocscilatorio) segin el punto —Tz ,'—YJ esté por enci

ma o por debajo de la linea { el parémetro‘ﬁ es la fre-

cuencia de la solucidn periddica en.r:ro):

Q= P@t}': F/SQnF):—B %’_’(P(ﬂ )

del plano a, b.

II.2 Cuando & es finita la solucidn trivial bifurca
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| 2 4
+-¥, T K
R p g 0 G g Tl

donde segin sea negativo ¢ pocitivo el pardmetro Re;\

en este casc distinto de {5} - {B) es estable o inestable

I1.3 Cuando X{{(1,

la solucidn trivial bifurca 4 una

onda estacionaria de amplitud finita

i |
N =2 E_(f'f;% cosft[ﬂ(f-"o’)e]semff ()

o
que es estable o inestable segun sea Re)(O o F?e) SO,

III.1 Cuando el medio. espacial tiere longitud finita

e imponemos condicdones de flujo cero {Neumann) en el

contorno, la sclucién trivial es estable o inestable segiin

sea T mencr © mayor gue -n‘/z-

IIT.2 Cuando C( es finita la solucidén trivial bifurca

a la solucién periddica homogénea

T {w-2) t
Ntz ‘{&K '"""}m i*(f T )[ 3 W+2) 12(W+2)K2i'2,] 3

que es asintdéticamente estable. (10)

IIT.3 cuando o {{ 1, la solucién trivial bifurca a

la siguierte solucidn periddica homogérea asintéticamente

estable

141



e T{r-2) Tt
ﬂ)(t)‘\l 2'1/2, oS 1+ T’ Y, )LTZ(TT 2" 12m+2)r2] _.E.

(11)

Los pardmetros que rigen el comportamiento de este mé
delo juegan los siguientes pavcles en relacién con la solu
c¢idén trivial de (2}):

El retardo T ¥y el ritmo de crecimiento r son desesta
AN AN, -
bilizantes, mientras la difusidn es estabilizante tanto si
el medio espacial es infinitoc como si estd acotado. En el
primer casoc la velocidad de la onda viajera, ¢, es deses-
P s
tabiligante de la solucidn trivial ¥y en el case de medio

finito ¥ condiciones de Dirichlet, la longitud de la caja,

L, actida desestabilizando dicha solucidn trivial.

3. APENDICL: METODO DE LAS DOS ESCALAS

Ilustraremes la aplicacidén del métoco al caso de
condiciones de contorno de flujo cero ¥y nolinealidad fini

ta,

Sabemcs que cerca del punto de bifurcacidn hay una
gran separacidn entre dos escalas de tiempo (este es un
hecho general en problemas de bifurcacién, comprobado in-
clusa experimentalmente): el tiempo propic de la solucidn

asintética y el tiempo que tarda en decaer a la misma una
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cierta condicidn inicial (Fig. 2 ). En el caso que nos
ccupa, la cercania al punto de bifurcacidn r=r la mide
el porametro (2 determinar)
2y 40
(€)=Y + €T, +ET, +0(€")
. ~
vy las dos escalas temporales son t=t (escala de evolu-
cidn rédpida) y v - [r (€ )- rat (escala de evolucién

lenta). Un desarrollo perturbative como el siguiente
32 Jf 4
Jﬁx,t;c;e) = E,ANQ{L (_K,t;t‘,) + 61‘){;(7(,'&,!) 4€ 3()(#;}1) + 0(6 )

conduce ‘a una jerarquia de ecuaciongs_diferenciales tales
que, en el orden mds bajo en € , la solucién ser# and -
loga a la solucidén del problema linealizade perc con

las dos constantes de integracidn dependientes de T;y

de la condicidn inicial. Asf el limite U —3% 105 de-

termina la solucidén asintdtica y su estabilidad,
Hemos de sefialar que en el case gue nos ocu-

pa, la condicidn inicial no es puntual, sino del +ti-

P

Hoxgy = Poo, A ko

nero este heche no aparece en la teorfa puesto que,

siguiendo un métode andlogo al de Bogoliubov-Mitropols
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ky (Murray, 19?6) las funciones a(¥) se desarrollan
as{

o - 2 a ()~ (=T)e! (T) = a ) + B(e)
1o gue equivale a suponer un tiempo 7, suficientemente
largo ¥ gqie todas las condiciones iniciales decaen tras
&1 al estado asintdtice que corrésponda (solucidn ondu

latoria o solucidén trivial).
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