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INTRODUCCION,

Es bien sabide que en la teoria clisica de transmisidn de
calor en un medio homogéneo se admite la hipStesis de que el flujo ca
lorifico es proporcional al gradiente de temperaturas. Se deduce en-
tonces, aplicando un principiec de conservacidn de la energia, la ecua

c¢idn lineal del calor (en ausencia de fuentes):

(0) u, - pu =0

En muchas ocasiones, sin embargo, la hipStesis anterior sobre el flu-
jo calorifico no es la mids adecuada: existen modelos de interés pric-

tico en los que tal suposicién se ve susticuida por una de estas dos:

(51) E1 flujo calorifice es proporcicnal a una funcidn

(en general no lineal) del gradiente de temparaturas.

{52) El flujo calorifico es proporcional al gradiente de
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una funcidén (en general no lineal) de la temperatura.

En consecuencia, las ecuaciones de evolucidn gue se obtie

nen ahora son:
(1) ue o= div(B(grad u)} = 0
(2) wu,_ - ABu) =D

t

Y los correspondientes operadores de difusidn seridn:

(Cl) au - div{B{grad u)}

(02) Bu

-AR{w)

Por otra parte, las consideraciones anteriores se aplican
I
a una diversidad de fendmenos de difusidn no necesariamente relaciona
dus con la transmisidn del calor, como son la distribucifn de un 13-

quide o gas en un medio poroso, estudio del campo de velocidades en

fluidoes no newtonianos, etc.

Huestro interés en este trabajo se centra en el problema

de Cauchy (P) asociado a la ecuacidn {1} con término de absorcidn o(u)

u, - div(B(grad w)) + a(u) = 0 en 2 x (0,7
(P}
u{Q) = Uu(x)

Siendo @ una funcidn continua, mondtonz no decreciente, y tal que
a(0) = 0.

Inicialmente nos centraremos en una eleccifin particular de
B (sobre la que no hemos hecho hipdtesis hasta el momento). Explici-

=2 -1 -
tamente haremos @g{s) = ( |sllp S1sreey }SNIP 5.} siendo

N

5= {81,400, SN), con 1o que (P) se escribird en la forma:
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u, - ﬂpu + afu) = 0 en RF x {0,T}
(%) ‘
u(0) = ug(x) en R

i Ju |P_2 au

N
Siendo by = Zl o, ! i

l <p < s

Obsérvese que si p = 2 se obtiene el operador laplaciano,

Nuestro objetive en este trabajo es obtener estimaciones
sobre el efecto pfoducido por la absorcidn del medio (representada
por olu)) vy la difusibn {de la que es responsable el operader de
segundo urden div{f(grad u)) sobre el comportamiento de la solucién
u de {P*) ({P)). Explicitamente, deseamcs Obtener.una raspuesta a

las siguientes cuestiones:

Cl) (Es posible que la solucibn wu tenga scporte compac
to en la variable espacial x para cada t positivo, aunque el dato
Lo N . .
inicial wu,{x} mno tenga soporte compacto en R 7 Caso afirmativo,

iCome estimar el tamane del soporte para cada t?

€2} (Es posible que el proceso se extinga en un tiempo

finito, en el sentido de que la solucifn se anule a partir de un cier

to instante t; (llamado tiempo finito de extincién)? Case aiirmati

vae, jcbmo estimar dicho 42

Las cuestiones (1) y (2) fueron esiudiadas por H. Brézis
¥ A, Friedman [4] para cierta clase de inecuaciones variaciomales pa-

rab8licas que incluye en particular el problema:

v, - A+ ofu) =0 en Ey * {0,T)
(P}

u(0) = ug(x) en R
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Posteriormente sus resultades fueron obtenidos por otros procedimien-
tos por ..C. Evans y B.F. Knerxr [7]. Es de notar que, mienkras ¢2)
ha sido estudiada en diferentes situaciones {(cf., por ejemplo, Kalash
nikov [10], €. piaz y I. Diaz [5] y la bibliografia alli citada), no
conocemos mis contribuciones sobre Cl} que las anteriormente citadas
[4], [7] ¥ las gue se exponen en este trabajo. La extensifn de los re
sultados de [4] para problemas asociados al operador ﬂpu nos fue pro

puesta por el profesor H. Brézis.

El plan de este trabajo es e} siguiente: en primer luga;
exponemos lus respuestas coneocidas schre Cl) y C2) para el problema
{P*). A continpacibn, enunciamos un resultado general para el proble
ma (P) correspondiente a una amplia categoria de operadores del ti-

po 0Ol), a saber:

M

z
|
ez

3 du
Bl

1 1 1

Siendo £ una Funcidn mondtona cuyas condiciones se pre-
cisan en la seccidn III. Este (ltimo resultado ha sido obtenido en

colaboracifn con J.L. Vazquez [9].

Por {iltimo, un comentario sobre notacifn: diremos una pro
piedad se cumple casi para todo punto, y escribiremos ctp, si tal pro
piedad se verifica en tode ei conjuntec que se especifica, salvo qui-
z3s en un conjunto de medida nula. El simbolo |f " P significard

L

la norma en LP (1 < p < de la funcién £, como es habitual.

Il. ESTUDIO DEL FROBLEMA (P*).

Explicitamos a continuacidn los pasos previos a la obten-
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cidn del Teorema 1, en el que Figuran los resultades fundamentales 80
bre el estudio de Cl) y (2) para el problema (F%). Para mis de-

talles, nos referiremos a [&].

Sean ¢;, ¢, dadas por:

N P
¥ I | aa,.:’ | si uwe L@, grad v & LPRY
i<1 'r i

h=RE
=

¢1{u)

¥

en ofro caso

siendo 1 < p < 4=

[ RCY si u6 LX), vy & LI@H
R
da(u) = :
+w en otro ¢aso
= n(s).

siendo y'(s)

Se Liene entonces que ¢; y ¢ son convexas, semiconti-
nuas inferiormente y propias (ésto es, ¢i I +o, i=1,2) en LEURN)
Existen por tanto las subdiferenciales 3¢,, 3¢2 {una subdiferencial
puede considerarse como el gradiente de una runcibn convexa, ver [3])

y se tiene:

-a)  aga{u) = - ﬂpu
66 D) e ue L) 6 IP@Y),
i
i=1, N,
2 mol .
ﬁpu € L°(R") y se tiene que:
N 3 du |p_2 Ju
E N ax ([ ax, | X ) s ht
i=1 ‘R i i i
N p- -
Ju 3Ju 3h
) | | . =0, Vh & D(¢,)
=1 [RN axi Bxi axi
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B)  3¢z{u) = aluw)
£ € 3pp(u) += £(x) € alu{x)} ctp x 6R.

Por ctra parte, si $(u) = é;{u) + $2{u), se tiene que

D(3®) = DE3d,)  D{3z), vy lu) = —&pu + a{u) en D{3).

Estames en condiciones de emunciar el siguiente teorema

de existencia para el problema (P*).

Proposicifn 1.

Sean £ € L2(0,T: L2®Y), uo 6 LZ@®). Existe entonces

una anica u € C({0,T1; LZORN)) golucidén de (P*)., AdemEis se tiene

que u €W I(s,T: LP®Y)) paracada 6> 0 (8< T, y u(t) 8

€ D(3p) casi para tode t 8 (0,T).

Para el problema (P*) se tiene el siguiente principio del

-
maX 1mo

Proposicidn 2.

@ N N .
Sea-f =0, uy 6L ) N LE®). Si u es la solucién

del problema (P*) dadaen la propesicién 1, se tiene que, para cada

£ > 0, u{-,t) € L?CRN), y ademis:
luC, 0 |1 < lwell o -
L@ @Y

Necesitamos un resultadec que nos permita comparar sulucio

nes de (P*) en abiertos acotados. Para ello, consideramos los proble

mas
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u, - &Pu +afu) =0 en Ox{0,T)
439 1u=g en 31x[0,T]

L uf{d) = uyp en f

v - ﬂpw +a(w) =0 en §x(0,T)

(P2) y w=h en a0x[0,T]

\.[(0) = Wy en [

Siendo g, h E Lm(an [0,T]), Q@ wun abierte acotado y re

' N R
gular en X . Se tiene entonces,

Proposicidn 3.

Sean u, w soluciones de los problemas (P() y {P2) sa

tisfaciendo las condiciones de regularidad de la proposicifn L. Enton

ces, si g<h ctp. y up < wo ctp, se tieme que u{x,t) < wix,t)

ve > 0, ckp Q.

Utilizaremos a continuacifn las siguientes hipbtesis que
versan respectivamente sobre el balance entre absercidn y difusiém, la
magnitud de la absorcidn y la decadencia del dato inicial wus(x) en
el infinito. Por simplicidad (y pot inter&s fisieco) nos reduciremos al
caso en gque up{x)} > 0, si bien los resultados que se obtienen siguen

siendo vi3lidos en una situacidn mis general.

(B J —-—dS—W— < 4o
o (so(s)}

°
(H2) J <o <
o
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w0 6 L2RY o1 wmY)

(H3)

ug{x) * 0 uniformemente si [x| » »
Se Liene ahvra,

Teorema 1.

Sea p > 2. . 8i se verifican (Hj) y (Ha), se tieme

que: 1} Para cada t¢ > 0, el soporle de 1z sclucidn S({t) es un sub

conjunto compacto de ZRN.

ii} [Existe un ty > @ tal que u(x,t) =0 ctp si t > t,

S5i ! <p <2, yseverifican (M} y {Hi), se tienen los mismos

resuitados que en el casc anterior.

Demostracidn., Mos limitaremos a sefalar las lineas generales (una de-
mostracidn completa puede verse en [8)]). Veamos «n primer lugar el ca

so p ¥ 2; el resultado puede obenerse eén dos pases.

1) Construccidn de superscluciones:

N o
Sea tg » 0, xy ER . Escribiremos xg = (XUI,...,on);

- I [ L
X = ({X;,..., xN) representard un punto genérico de R . Definimos

la funcidn:

N
wix,t) = §ltg-t) + ¥ £(x;mx )
5
Donde g(t), f(x) vienen dadas por:
s(t) o ot . ) gls) si s>0
ETO R S R A A
0 4] 5 <0

4

£(x) (s -l/p
J c[J B(E)de] x si x>0, con =iy 1P
0 0

E{-x) = E{x}) si x< 0
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Es inmediate comprobar ques

wi{xg,te) = 0

W, - apu +a(w) > 0 en RN x (0,T)

2.Comparacidn leics del origmen.

Sea £ > 0 fijo; sea SS(O) ={x € RN: ug{x) » ¢}. Ea
virtud de (H;), existe R finito tal que S5(0) © B, = {x 6 R':|x|<R}
M
Por otra parce, sea t >0 tral que i£1 Bx, - %) 2 IIUulIﬁw si

[x-%x¢| > r. $i imponemos:
xo £ S°(0) +r
. . N
Es ficil ver ahora que, si B{xy,r) = {x eR: |x—xo| < r}:

R a{w) > 0 en B(xs,1) X (B,tp)
w > Jug = en  B{xXy,r} % [C,t5]

w(0) > ¢ en B(xg,T)

Mediunte la proposicidn 3, se sigue ahora que O < u < w ctp en
B{xg,r) x (0,t3]. Es ficil concluir ahora que u = 0 ctp al exte

rior de ST(0) + r.

Por otra parte, si se tiene que g{tg) > |lue "Lm {un
tal t, siempre existe, yaz que g{{t) +«@ si t +« )}, la compara-
cibn puede efectuarse sin restricciones en cuanto a la lejania del ori
gen y se deduce la existencia de un tiempo finito de extincidn (preci-

samente ty),

Finalmente, si 1 < p < 2, basta uvbservar que {H;) = (H2)

y se puede razonar como en €l casc anterior.
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Obgervaciones.

1} Un operador similar al estudiado anteriormente es

3]

p-z

- 3 du

Bu = - .Z 3. {lvul ax. 7. L<p<
i=1 i i

siendo !Vul = (‘§1 thgfﬂz}liz. El operador Bu ha sido empleado
como modelo adeciado int;rviniendo en ciertos problemas de glacioclo-
gia (ef. Pelissier {13]), dinfmica de fluidos viscosos fef,

Ladyzenska'ia [11]Y, etc. Un estudic tedrico de este operador puede
verse, p.e, en Livus [12]. Los resultados del Teorema 1 son validos
para el problema obtenido al reemplazar en {P*)} ﬁpu per Bu, baje

las mismas hipdtesis. La demostracién, sin embarge, requiere algunas

modificaciones interesantes (ver [9] para una situacifén mds general}.

2} Los métodos empleados en la demostracidn permiten ob-
tener la existencia de scluciones con soporte compacto en X parz ¢z
da t, en el casec en que los daros tengan soporte compactn. En rea-
ligdad esta propiedad {conocida con el nombre de propagacidn finita de
sefiales} puede obtenerse tambifn para el problema sin absorcidn {ésto
eé, con qgfu} = 0} si p > 2, mientras que tal prupiedad no se cump-
ple en general si 1 < p < 2 {ef. {6]). 51 N =1, este hecho se
corresponde con el diferente comportamiento de los fluidos no newto-
nianos cuande p > 2 {fluidos dilatantes)d p < 2 (fluidos pseudo-

plisticeos).

3 8i {H;} no se verifica, existen contraejemplos (en

dimensidn N = 1), que muestran que en general no se tiene i) ni ii)
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I11. UN RESULTADRO GENERAL.

Desde el punto de vista de la respuesta a las cuestiones
cly y c2), apu ne es un caso aislado dentro de los operadores de ti
po 01), sino que su comportamiento coincide con el de una amplia cate
zoria de tales operadoreas. En esta seccibn nos limitaremos a enunciar
un resultade general en esta difecciﬁn, remitiendo para todo tipo de

detalles a [2]-

Consideremos ahora el problema:

N
u o~ 1

(Blg) + a(w) = 0 en Y x .0,7)
i=1 1 1

(P)

u{d) = ug(x) en FF

Siendo @& comwo en la Seccidn II, B = 3j, donde j: R~ (=, =] es

una funcidn convexa s.c.i y propia, tal que j(0) =0, j >0,

lim inf <& .o

= . Supondremos ademd3s que j verifica la condicidn

||+ o
Az de Orlicz (cf. [1)}. $Se tiene entonces:

Proposicidn 4.

 §£ ug(x) € LZCRN), existe una dnica u € C([0,T); LZCRN))
. "

solucidn de (P). Se tiene ademf#s que ctp t € (0,T), J{

3u -t
3% (t}) €

€ LICRN), *(B( Y(t)) e 1! CR ), para todo i =1,...N, siende
"3

G*sn' = 870 (s,

(c))) el ®Y) y satisface la

i=]
condicidn de integracidn por partes.

N Bu
i I " ax (R~

i=1 x5

Para todo h € L2(RY) cal que e ) 6 L&Y vi=1,...N

i
El teorema de existencia resefiado en la proposicidn 4 se
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obtiene por métodos variacionales, a partir de una adecuada integral
de energia (ver [3] para otros ejemplos en los que se aplica el pro-

cedimiento anterior).

Si definimos ahora las Funciones:

${(t) = /A - /TR(R{eY)

1K)

1

wie)

t
y(t) = J afs)ds
0

Y escribirmos:

1
da

@) [ e ds
, o e v B

Se tiene el siguiente resultado:

L -]

Teorema 2.

Si se verifican las hipStesis (H:}, (Hi) y {H.}, el pro-

blema (P) verific. las sipuientes propiedades:

i} Para cada t > 0, el soport. .te la solucifin es un sub-

. N
conjunte compacto de R.

ii} Existe un tg > 0 tal que u{x,t) =0 ctp si

T > tg.
Observacidn.
La hipbtesis (Hy), referente al balance entre absorcién y
. cm . . -2
difusibn, nos da (H;) si B(s) = Isi[J s.
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