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1 . Introducción .- Sea 2 un abierto acotado de

Lu < f

u < ~
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El problema (P) puede equivalentemente ser formulado en tér

minos variacionales : Hallar

u 8 K = {v 9 H'(9) : u <~ en c .t . punto de 2} tal

( 1 ) lo que exige la condición de compatibilidad : ty > g en r



que
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Lu .(v-u)dx > 1 f .(v-u)dx, Vv S K
S2

u = g

	

en

	

f

tal problema ha sido estudiado por Brezis 121 quien muestra

que, si además

	

f 9 L~(2),

	

E w2 ' -(2), g 9 Ny

a(u,u) > a 11u11H,(2) siendo

	

cc una constante positiva y

a(u,v)=(Lu,v) con L operador L en forma divergencia,

existe

	

una única

	

solución

	

u 8

	

H2 (2) 0

	

W2,w. (2)

	

y por tanto

continua . En realidad él lo hace para g=o pero su método

es generalizable a nuestra situación .

La solución u divide entonces a 2 en dos regiones

2 1 = {x E 2 : L u = f} - conjunto de continuación

22 = {x e 2 : u = ~}

	

- conjunto de coincidencia

Nuestro interés reside en dar una estimación del conjunto de

coincidencia según la información que se posee en la frontera .

Varios autores han obtenido estimaciones sobre 2 2 , bien di-

rectamente : Benssousan-Brezis-Friedman 111 (incluso para domi

nios no acotados), Yamada, Nagai (estos para condiciones de

contorno más generales), bien indirectamente : Brezis 131,

Díaz 141 (en este se puede encontrar una bibliografía amplia) .

Todos los trabajos citados se referían al operador -A+p don

de u era positivo, sin embargo, existen casos en los que re

sultan interesantes las estimaciones aquí estudiadas para ope

radores elípticos más generales . No lejos de nuestro interés

estan determinadas cuestiones que aparecen en Programación Di



námica . En concreto la presente comunicación es la parte téc-

nica de un trabajo, actualmente en redacción, en él que se

dan respuesta a algunas propuestas hechas por el profesor H,

Brezis sobre la ecuación de Bellman-Dirichlet (para detalles

sobre esta ecuación ver Evans I5I) .

2 . Propiedades de m onotonía .- La técnica que se emplea es com

parar con funciones adecuadas . Por tanto, conviene precisar

las propiedades de monotonía de (P) .

Proposición 1 .- "La solución del problema (P) se comporta mo~

nótonamente creciente respecto de los datos"

En efecto, basta considerar la I,V . (1) asociada y utilizar

los resultados de Brezis 121 .

Para nuestros propósitos compararemos con funciones que sólo

verificaran algunas de las desigualdades de (P) . A tal efecto .

Proposición 2 .- " Sean f G L~(S2), iU 6 W2 ' - (2), g 6 w,' -(r)

ú B H 2 (2) verificando :

L u < f

	

en c,t . punto de

	

2,

ú <

	

en c .t . punto de S2,

ú = g

	

en c .t . punto de

	

f .

Entonces , si

	

f < f, ~ <

	

en c .t . punto de S2 y

g < g en c .t . punto de f se tiene u . < u en c .t . punto



Demostración .- Consideremos en la I .V . (1)

v = u+(u-ú) (= sup (u,ú) < ~), con lo que tras una integra-

ción por partes se tiene

a(u,(u-u) ) -
Ir av (u-ú) > (f, (u-u) )

donde au es la derivada conormal de u asociada a L

	

es
N

decir,

	

w =

	

aij eXu cos (n, x* .)
1

siendo n la normal exterior a 2 .

Multiplicando ahora (3) por -(u-2) - , tomando integrales en

2 e integrando por partes, se tiene

como (u-u) r =. (g-g) = sup(g-g,o) = 0, sumando se tiene

a(-u,(u-ú)
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>

a(u-ú,(u-ú) ) > 0 y por tanto aí(u-ú) , (u-2) - ) < 0

finalmente las hipótesis sobre a determinan o = (u-ü)

ú < u en c .t . punto de 2 .

Para nuestros propósitos hagamos u = u-~

	

que verifica

L ú < f (=f-L ~)

ü < 0
(P) 1

(Lü-f)u = o en c .t . punto de 2

ú = g-$

	

en c .t . punto de r

y consideremos en todo lo que sigue los supuestos :

(4)

	

f-LIP > y,

	

en c .t . punto de 2,

	

siendo Y una cons

tante positiva,
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La hipótesis (4) juega un papel importante que se comentará

al final, mientras que la (5) es una hipótesis operativa que

incluso puede ser englobada en la hipótesis de coercividad

que se hizo sobre la forma bilineal a .

Para obtener las estimaciones usaremos la función auxiliar

NC
v(x) _ - 6K Ix-x°I 2 ,

	

_dondex° 6 S2, K II .L a iilli-1

	

. .

Las hipótesis sobre L permiten la desigualdad
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donde E = (51, . . ., N) .2(x -x9)i 1

La desigualdad anterior muestra que

Por tanto

Tomando ~ o = Ix-X01,
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Esto es, la función v satisface

(i)

	

v < 0

	

en

	

2,

(ii)

	

Lv < f, en

	

c .t . punto de

	

S2,

además esta función se anula en x° 8 2 escogido a voluntad .

(2) La última desigualdad está basada en las propiedades algebraicas que
acompañan a la condición de elipticidad sobre L (ver Brezis I3I)



3 . Estimaciones .-

Teorema 1 .- " Supongamos que se verifica (4) x (5)
1

Si

	

x°

	

E
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satisface

	

d(x°,r)

	

>

	

1

	

y

	

sup

	

(~-g)I h ,

	

en-
r

tonces u(X 0 ) _« x°)"

Demostración .- Para un tal x°

V(X)
= -BK jx-x°I 2 < 6K . 6K sup (~-g) = inf (g-~) <

r

	

r

< ú(x) en r .

Luego las propiedades de comparación concluyen

0 = V(X 0 ) < u(x°) -- ~(x°) < 0 .

Corolario 1 .- "Supo ngamos que la solución u es >O, y que

inf ~ > 0 . Si además se tiene (5)

(4)'

	

f-ao .a > y, para alguna constante positiva y,

0 < a < inf

	

entonces

	

u(x) > a,

	

si

	

x 8 52

En efecto,

	

dado

	

x°

	

E S2,

	

con

	

d(x°,r) > I Y

	

a

	

=

	

R,
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ta considerar

	

u

	

solución del problema

	

(P)

	

en

	

B = B(x°,R)

con obstáculo a y dato de Dirichlet o en r . Entonces

u < u en B y por el teorema anterior aplicado a u en B

se tiene u(x°) = a, es decir u(x°) > a .

Para obtener estimaciones cerca de la frontera emplearemos

ahora la función auxiliar

1/2
d(x,r) > I Y .

con

y



6K (Ix-x°I-s)2'
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Observese que

	

w(x) = (Ix-x°I- s ) 2 = Ix-x°I 2 + s 2 -2s Ix-x0 1

es tal que
0x .-x .

8x. w(x) = 2(x i -xg) - 2s I X-x ó
i

Por otro lado,

Volviendo sobre la desigualdad

N

ao ~o <

	

aii I~12,
i=1

y considerando ahora

	

E o = (Ix-X 0 1 - s),

2 0 x i -x i((x i-x i )

	

-

	

s)

	

se .tiene
o

	

Ix- x° I

¡Yj

N

	

x i-x i

	

2 N°-2

	

1

	

a .((x .-x . ).) -

	

s) - a (Ix-x°I - s)

	

< 4

	

Z

	

a . .i

	

i

	

o

	

11 .ii=1

	

Ix-x°I

	

i=1

N
a

	

a 2 w	N

	

N

	

1.

	

C

	

C
lj

	

8x i ax j	2 iL1
aii_2,s

iL1 aii Ix-x0 I +

0

	

0
N (x .-x)(xj-xj)

+ 2s

	

1

	

a . i

i,j=1 1j

	

i

Ix_xol 3

2s

	

a . .

	

1

	

+ 2s

	

a . .

	

1

	

=
i=1 ii Ix-x01

	

i=1 ii Ix-x01



Es

	

decir,

	

la función

	

vs

	

satisface :

(i) v < 0 en

	

52s -

(ii)

	

L vs < f

	

en c .t . punto de

	

52 .

(5 )
Teorema 2 .- "SuQongamos que se verifica (4), asi como que
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Entonces ,
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Demostración .- Bastará con ver que v s (x) < ü(x) en f .

Si

	

Ix-x 0 1

	

> r,

	

entonces

	

vs(x) <

	

6K(r-s)2=-y.Y sup (~-g)<ú(x)~
r

y si Ix-x0 1 <r, es evidente, pues w s (x)' < 0 = ü(x) .

4 . Observación final .- Los resultados anteriores se obtienen

bajo la hipótesis

	

"f-L ~> y en c .t . punto de

	

52,

	

siendo y

una constante positiva" . Tal condición es bastante poderosa

como lo muestra el hecho siguiente

Corolario 2 .- "Supongamos que se tiene (4)(5 ) si g =

	

= 0

en P, entonces existen en 52 puntos de coincidencia de la

solución con el obstáculo a cualquier distancia de la fronte -

ra" .

Corolario 3 .- " Supongamos que se tiene (4) en algún 52'C M5) .

i
Entonces , si

	

x° 6 52'

	

y

	

d(x°,252') >I eK .sup (~-g)~ /2 ,

- y 252'

u(XI) = ~( x°)"
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