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1. Imtroduceidn.- Sea Q unr abierto acotade de R de fron

tera regular T.

Congideremos el problema

[Ig33 i £
u < P
(P} .
{Lu-f){u-¥) = 0 en Q
v =g an r (h

donde L es un operador eiiptico de segundo orden

W k
= - t E .
Lu . Z_ aij IV .g a, u, tanu, a5 € Cr{q},
i,3=1 i3 1=1 i
. i
a,,8_ € L {8), con Tooa.dxy g8, >0 lE]?
i*’%o . 5 ij iv3 =
i,3=1
: N -
para c.t. x £€ 8, ¥V¥E € R, « cte pousitiva, ao(x) > o,

para c¢.t. x & fI.

El problema (P} puede equivalentemente ser formulado en tér
minos variacicnales: Hallar

u g ¥X={venr({ v <P enc.t. punte de 0} tal

(1) 10 que exige la condicifn de compatibilidad: ¢ > g en T
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que

[ Lu.{v-uj}dx > l f.{v-u3dx, ¥v €& K
(1) 19 Q

u = g en r

tal problema ha sido estudiado por Brezis |2| quien muestra
2, 1,
que, si ademds Fe L), pe Wy, gevw’ 1§23 ¥
alu,u) > o “u[iH,(Q} siendo & wuna constante positiva y
afu,v) = (Eu,v) con L operador L en forma divergencia,
L o . 2 2,0
existe upa finica solucidn u € H(R)Y N w {$Y vy por tanto

continua. En realidad &1 lo hace para g=o pero su método

es generalizable a nuestra situwacidn.

La solucidn u divide entonces a 2 en dos regiones

=
1

1 {x €Q : L w=Ff} - conjunte de continuacidn

92 ={x €0 :u=qy} - conjunto de coincidencia

Nuestro interés reside en dar una estimacidn del conjunte de

coincidencia segiin la informacidn que se pesee en la frontera,

Varics autores han obfenide estimaciones sobre 92, bien di-
rectamente: Benssousan-Brezis-Friedman |1| (incluso para domi
nics no acotades), Yamada, Wagai {estos para condiciones de

contorno mis generales), bien indirectamente: Brezis |3[,

Diaz |%| (en este 'se puede encontrar una bibliografia amplia),

Todos los trabajos citados se referian al operader -4+u don
de y era positive, sin embargo, existen casos en los que rg
sultan interesantes las estimaciones aqul estudiadas ﬁara ope
radores elipticos mds generales. No lejos de nuestre interés

estan determinadas cuestiones que aparecen en Programacidén Bi
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namica. En concreto 1la presente comunicacidn es la parte téc-
nica de un trabajo, actualmente en redaccidn, en €1 que se
dan respuesta a algunas propuestas hechas por ¢l profesor H.
Brezis sobre la ecuaciég de Bellman-Dirichlet {(para detalles

sobre esta ecuacidn ver Evans [5])}.

2. Propiedades de monotonia.- La técnica qQue se emplea es com

parar con funciones adecuadas. Por tanto, conviene precisar

las propiedades de monotonia de ({(P}.

Proposicidn 1.- "La solucién del problema (P) se comporta mo-

nétonamente creciente .respecto de leos datos™

"En efecto, basta considerar la I,V¥. €1) asociada y utilizar

los resultados de Brezis |2].

Para puestros propdsitos compararemos con funciones gque sblo

verificaran algunas de las desigualdades de (P), & tal efecto,

2,0

Proposicidn 2.- "Sean fer™ay, Tew (), g e Hi’w(T)

¥ g e 82(9} verificando:

L u < £ en c,.t. punto de 2,
a ﬁ_@ en c.t. #unto de 2,
TR g en ¢.t. puntec de r.
Entonces, si 7 < f, a 2y en c.t. punto de Q@ 3
§ £ g en c.t. punto de I' se tiene a'i u en c.t. punto
de 2,
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Demcstracidn.- Consideremos &n la I.v. (1)
v = ut{u-n)" (= sup {u,u) < w). con lo que tras una integra-

cidn por partes se tiene

ale,(u-0)") - I B8 (y-3)T > (F, (u-)T)

T gV
donde %% es la derivada conormal de u asociada a L asg
N .
decir du . ¥ a du cos {(n, x.J
i 3 .5 ij 3=, : i
i,j=1 i

siende n la normal extericr a @&.

Multiplicando ahora {3) por ~(u-u) , tomando inteprales en

8 e integrandc por partes, se tiene

al-u,{u-0)") + J %2 o (u-u)" > {-fF,(u-0)"),
v z
r
como  {u-u)” r = {g-g) = sup{g-g,o} = 0, sumando se tiene
alv-0,(u-0)") > 0 y por tanto al{w-4)7, {u-u3’) <o
finalmente las hipbtesis sobre a determinan o = (u-0)" =

d < u enrn c.t. punto de Q.

Para nuestros preopdsitos hagames u = u-{ que verifica
L o< f (=£-L )
g <0
(g} L
(Lv-f)u = o en c.t. punto de @

[~
1
m
L F
=

en e¢.t. punto de T
¥ consideremos en tode lo gue sigue los supuestos:

{4} f-L§ > ¥y, en ¢.t. punto de @, siende Y una cons

tante positiva,
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ij "ivi o 8o 2 0s Biby ER.

H N
(5) g a..£.£‘+i§1 a; Es6, + a_ &

La hipétesis (4} juega un papel importante que se comentard
al final, mientras que la (5) es una hipdtesis operativa que
inclusc puede ser englobada en la hipdtesis de coercividad

que se hizo sobre la forma bilineal a.

Para chtener las estimaciones usaremes la funcién auxiliar

vizr) = ix-x°|2, donde =x° € Q, K =

¥ ol
39 I oag
1=1

- '

Las hipdtesis sobre L permiten la desigualdad

2 B " 2
- 1§1 g3 Efgo pEL P S izl S ElE] 2 izi i &l (2
donde § = ( i* ,EN) Temando & = |[x-x°]|,
2{x.,-x9)}
£, = i 7]
i go

La desigualdad anterior muestra que

i 5 [
-2 El a;lx;-x3) - a [x-x°]“ < E a,

i j=1
Por tanto
2y y 2y Y 2
= £r . - (x,.-%9) - -x©
bv = g L a3 - ax L2 (xxd) —a gy [0t 2y
i=1 i=1
Esto es, la funcidn v satisface .
{1} v <0 en Q,
. -t
{(ii) Lv <« £, en c.t. punte de 2,

adem&s esta funcidén se anula en x° € § escogido a veluntad.

(2} La Gltima desigualdad estd basada en las propiedades algebraicas que

acompafian a la condicién de elipticidad sobre L {ver Brezis {3|)
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3. Estimaciones.-

Teorema 1.- "Supongamos gue se verifica (4},{5)

- 1 !
. 2
s8i =x° € @, satisface a{x°,T) > E%- sup (w—g)l/ s ER-

T
tonces uw{x®) =¥ x°)"
Demostracidén.- Para un tal x¢
vw{n) = -g% Ix—xo‘z < -g% . LS sup (p-g) = inf (g-p) <
— Y —
r T
< u{x} en T,

Luego las propiedades de comparacidén concluyen

0 = v{x°) < uix®) - Y{x°) < 0.

Corolario 1,- "Supcngamos que la solucién u es >0, y gue

inf ¥ > 0. $i ademis se tiene (5){3,

&
{u)?t f—ao. A > y, para algura constante positiva vy, c¢on
0<i<inf ¢ , entonces uix) > X, s5i x €8 y
1]
6 Yo
a{x,T) > |— . l‘ .
- Y
!
6¥ /2
En efecto, dado x° € R, con d{x°,T) > " AI = R, bas

ta considerar u solucidn del problema (P) en B =B(x°,R)
con obsticule X y dato de Dirichlet o en T. Entonces
uo< w.en B y por el teorema anterior aplicado a u en B

se tiene u{x®) = A, es decir wu(x®} > A.

Para obtener estimaciones cerca de la frontera emplearemos

ahora la funcidn auxiliar
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%% (1x-x°|-s)2, si Ix-xe| > s
vs(x) = {
o ,  si fx-x°| < s
_ ° 2 2 2
Observese que wi{x) = (|x-x°]-5)° = {x-x°|° + s"-2s8 |x-x°]|
es tal que
=]
X, -K,
0 wix) = 2(x,-%X9) ~ 25 T2 ,+  d=1,...,N
axi ix-x
|xkx°12—(xl—x }2
2-72s8 3 3 1=]
9 J-x2]
3 : P
wi{x} = i,j=1,...,N
dHgaxy. (x-x3) x-xS)
2s ]3 1 i¥]j
e xo
VYolviendo sobre la desiguaidad
N 1]
2 2
- LAy 88, -a 8 < Toayy 1617,
i=1 i=1
y considerande ahora £, * (|x-x°| - s),
a
E 2 ({x %) e } se tien
R e L-R.) - s iene
Dok R ke
H o xi-xz 2 N
-2 ] a.({x,-n.)} - s) - a ([x-x°] -8} <4 § a..
i 8 fx-xo| ° i=1 P
Por otro lado,
N 2 N N
d w i
(i T—— = 2} a..-2s } .. +
i,5=1 13 ¥ ey izt *? i=1 1 |x-xof
N (x_—x?){x.-x?)
+ 2s E a, . 1 2 ]3 J
i,j=1 ) fx-x°]
Y N N
<2 oaym § ey —A—ase §oa, —io.-
i=1 i=1 Ix—xol i=1 |x~x°|
N
=237  a,.
P8 ii
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Es decir, l1a funcidn Ve satisface:

(i} v, 50 en Q
(ii) Lv, 2 f  en c.t. punto de Q.
. ©_ .
Teorema 2.- “Supeongamos gue se verifica (), asi como que
o 6K e -
Jx° € ry r > ~  Sup {w-g) , tales que g(x} = Pp{(xn)
r
en PN B{x%,r).
Entonces, u(x) = ¢(x} en 9l B(x°,s),
1
6K £
s = r - |—-sup {y-g)
Y r .
Demostracidn.- Bastari coen ver que vs(x) < al{x) en T.

i -x° Y posy? =L 8K e )<
Si |%-x°| > r, entonces v _(x)< 6K<P s) T s;p(ﬂig)fp(x},
y si {x-x°] <r, es evidente, pues ws(x) < 0 = ulx).

"4. Observacidn Final.- Los resultados anteriores se obtienen

bajo la hipdtesis "f-L P> y en c.t. punto de 1, siendo ¥
una constante positiva™. Tal condicidn es bastante poderosa

como lo muestra el heche siguiente

Corolario 2.- “Supongawmos que se tiene {4}, si g = ¢ = 0

en T, entonces existen en § puntos de coincidencia de la

solucidn con el obsticulo a cualguier distancia de la fronte-

ra®.

Corolaric 3.- "Supongamos gue se tiene {(U4) en algin {Q'C Q,{6]).

1
Entonces, si x° € @' y d{x°,3ap"') > gé-sup (Y-g3 /2 ,
an’

u{x®) = P{x°3!

156



$. Bibliografia.-

1]

A. BENSOUSSAN, H, BREZIS and A. FRIEDMAN, Estimates on

the free boundary for gquasi variational inegqualities,
Comm. Partial Differential Equaticns, 2 (1877), 297-

-321.

H. BREZIS, Problemes unilateraux, J. Math. Pures Appl.

51 (1972), 1-188.

H. BREZIS, Solutions with compact support of variatio
nal inequalities, Russian Math. Surverys, 29 (197&4),
103-108.

I. DIAZ, Socluciomnes con soporte compacto para ciertos

problemas semilineales. Aparecerd en Collectanea Mate

mitica.

L.C. EVANS, Application of Nonlinear Semigroup Theory
te Certain Partial Differential Equatiens, Nonlinear

Evclution Eguations, M.G. CRANDALL ed. Academic Press

New York(1978) 153-188.

197





