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Ltany 1955 Paul . HALMOS treu a "Comoositio Mathematicae,
vol.12" ltarticle "Alsebraic Logic! en el que déna una for-—
malitzacid alzgebraica del concepte de deduccidé, A 1lfentorn
dels anys seixanta llescola dtAntonisc MONTEIRO déna una ma-~
teixa ?reéentacié algcbraica de la ldgica nerd, en lloc de
centrar la seva atencid en la logica booleana, debilita la
qilestid al substrat positiu de la ldgica.
La idea gue hi ha al dessota diamuesta nresentacid és la se-
ailent
si nensem en el calcul de nrovosicions construit sobre un
conjunt no buit X de lletres com en 17dlgebra lliure ?{X)
sobre X d'operacions —q i —s (mondria, la primera; biniria,
la segona) tenim que, si x @ X, aleshores x i 1= x s6n
dues exoressions diferents en P({}. Aleshores cal intro-
duir - i s'introdueix = una relacid dtenuivaléncia en P{X)}
cue identifiqui, dtacord amb el que nosaltres esnerem el
cdlcul de oroposicions, certes fdrmules.
£l cami sintictic consisteix en donar el concejnte de demos-
tracid : s'agafen certes exyressions distingides en P(X) :
sﬂl={ 2w (g—en), on 9, a € LX)} ;
R, == (g a>r))—=({>—>a)=(0—r)), on n,a,re P(O};
C%3
i una regla de deduccid, anomenada Ymodus oonens™ ¢ M.P. @

R=4(p,p>aq,0) 0,0 PLOT U { (P—>q,0,9) s p,a e (XD

={ 1 p—p, on 2 P(X)} ;



3tanomena teorema tota expressid a2 & P{X) tal Aque:

existeix una successié finita dlexnressions > LD,

17 n
pie P{x} {i=1i,...,n} amb Py =P tal que

F]

Lo, & By Kyw by, o wé
2. existeixen Doy (d,k <« i} 1 (pj,gk,pijﬁ R

Diem que una exnressid és un teorema usant el simbol : % 2.
Aduesta idea es pot generalitzar a qualsevol conjunt ASP{X)
i introduir els A-teoremes {A y— p}. Ilom considera els

axiomes UP} {A) = oAlU UDQZUAB WAL

Diem que p:=a si, i només si, y— 9 -+ i tQ—ep.
Es una relacid diequivaléncia i resulta que P{(X)/== és

una 3dlgebra de Boole : l'dlgebra de Tarski-Lidenbaum.

Semblantment, p q si, i nomds si, Av— N—w=q i Ar-q—=7;

EA
resulta que P(X)/.-'_;,,,_\ é= també una dlgebra de Boole.

Es aquest ordre d'idees el que recull lfescola d'A. MONTEI-
RO (A. MONTEIRO [1960]; [197t}; Antonio DBIEGO [1965\;{19661)

quan defineix les dlzebres de Hilbert i les prea‘\l:cfebr-es de

Hilbert.
Hom diu que una terna (A,.,D) és una predlgebra de Hilbert

si, i només si,

PH, . . és una operacid bindriz en A;
PH,. D& A;
PH3. x.(y.x}) € D, per cada parell x,y & A;
. PH, . {(x.(y.2))}. {{x.y) . {x.2))& D, per x,y,s & A;

PHS. M.P.: six&€DlD i x.ye D, aleshores y&D.

Es important d'observar que la relacid en A,
x (.'D y si, i només si, x.y €D

és una relacidé de preordre - tal com passava en P{X} -

i, per tant, tenim una relacid d'eﬁuivaléncia =

o

22



L'dlgebra quocient, ja que =, és comnatible amb ., ddéna

(A/ED)-)D) s

on . é5 una operacid en A/= e J\/ED i D és mixim

D,

en (Afz= »

b’ D} '
Anuest tipus d'estructures s'anomenen algebres de Hilbert
- i sén la réplica de les 3lgebres de Boole quocient - i
es caracteritzen ;

Una terna (A,.,u), on . &s una operacid bindria en A

i ue A, és una dlgebra de Hilbert si, i només si,

AR . La relacid x =y si, i només si, x.y =u &s una
relacidé d'ordre;

AHZ. X.0=1; U.X=x}

AHS' x.(y'.z)=(x.y).(x.z).

Aquesta definicid es troba en Francesc d'assis SALES L1971},

D'aquesta manera hem introduit de forma natural el conces=-
te d.'élgebra de Hilbert, que podem pensar com l'ent algebraic

més idoni per a descriure la ldgica nroposicicnal positiva.

En una ilgebra de Hilbert {(A,.,u) els sistemes deductius D

sén els subconjunts D < A tals que
SDl. u & Dy
SDZ' x.ye€e D i x € D,aleshores y€ D.
Hom pot veure que [ ={D.= D és un s.d. de (A,.,u)} és un

sistema clausura — una col.leccid de parts de A tancada per

interseccions arbitriries - que verifica: &s finitari; el

teorema de la deduccid de Tarski.

Finitari: xe: D si, i només si, existeix una col.leccid

finita x_,...,x d'elements de D i xg€D(x,,...,x )
—_— 1 n 1 n
- 5.d. engendrat per KisorosX -
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Teorema de la deduccié : x & D(D,y) si, i només si, y.x €D,
on D &s un s.d., x, y &€ A arbitraris i D(D,y) és

el s.d. engendrat per D i per y.

En aquest ordre dlidees s'insereixen els treballs de Helena
RASIOWA i Roman SYKORSKI. Veure H. Rasiowa [1970], (1974]}.

Els sistemes deductius irreductibles serveixen per a donar

una representacid de Stone de les dlgebres de Hilbert.

Convé indicar - tan sols de passada — que les topelogies que
hom troba amb aguest tipus de representacions sén topologies
poc desitjables des d'un punt de vista topoldgic i de 1'and-
lisi.

Un altre ordre d'idees {cf. Rasiowa, op.cit.) que hom pot
plantejar-se un cop summergit en aquest Ambit és el que ens
nlanteja la segilent qtlestid :

a partir d'una operacidé . de Hilbert, és possible d'alguna
manefa introduir operacions reticulars en el conjunt orde-
‘nat (A,.,u)? {(Pensem que en les dlgebres de Boole, gricies
a la complementacid, podem, a2 partir de la implicacié, defi-
nir les operacions reticulars; ara perd no disposem pas de

negacid.)

Les dlgebres de Abbott-Sales (Abbott [1970]; F.A. Sales [1974);
J.Fla {1977)) permeten definir, a partir de ., un suprem per
a cada dos elements, Cal indicar que aquestes dlgebres tenen
una particularitat curiosa i €s : si tenen element minim
sén 3lgebres de Boole; i els seus sistemes deductius irre-
ductibles, maximals i primers coincideixen.
Diem qué és una Algebra de Abbott-Sales : £€s una Algebra de
Hilbert (A,.,u) tal que

(x.v).y=(y.x).x (caracteritzacié de Sales [197471).

Aleshores

xvy={x.¥).y és un suprem en (A, = ).

——
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Si azafem d'entrada un reticle (A, A , v ,u) i una oneracid
bindria . en A tal mue {A,.,u)} sigui una 3lgebra de Hilbert,

obtenim els anomenats reticles de Hilbert (cf. Sales [19741;

J.Pla [1977);11978}) si l'ordre del reticle i l'ordre indult
per . coincideixen.. {(3i en lloc d'un reticle prenem un su-

prareticle obtenim els suprareticles de Hilbert.)

En agquest context hem pogut donar un tractament unitari de
les dlgebres de Abbott-3Sales, de Heyting, de Boole. Totes
elles sén generalitzacions reticulars del substrat eminent-—

ment ldgic de les 31lgebres de Hilbert,

Hom demostra fque els filtres de reticle de (A, A, Vv ,u} sén
sistemes deductius, que els sistemes deductius orimers cain-
cideixen amb els sistemés deductius irreductibles i s'obté,
amb certes limitacions, una representacid de Stone dfaques-

tes noves estructures ldgic-algebraiques.

Una qliestié que hom pot nlantejar encara en una 51gebfa de
Hilbert (resp. en un reticle o en un suprareticle de Hilbert)
és la qilestid de les negacions. Aixé porta a introduir el
concepte algebraic de negacid en un conjunt ordenat {resp.

en un reticle, en un suprareticle}.

Si {A, =£ ) és un conjunt ordenat {cf. G.BODIOU 119641}, tota
aplicacid

Tt A — A
tal gue Nl. X< y implica Ty =< Tx 3 H,. x €T x
‘s'anomena negacié.
Una negacié forta és tota negacid due verifica 'czx =x,
ver tot x & A. S35i A és un reticle, T és una negacid reti-
cular o de Morgan si és negacié i, a més :Ns. Ti{xAry) =
Txwvw Ty; Txwvyl= TxATY.
{No cal pas que sigui forta, si bé tota negacid forta és re-

ticular, si estd definida en un reticle). {Sobre qtlestions
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generals de les negacions en reticles complets, cf. F, ESTE-

va L19741).

Si portem aquestes idees a les 3lgebres de Hilbert veiem
que, per a tot a & A, ltaplicacié
T; A e A
X p— 'Ca(x) =x.a

és una negacié. 3i 't%'és forta, A té minim i a=min {A).

De forma semblant hom pbt analitzar en els reticles de Hil-
bert cém sén les negacions reticulars. 3i b& Haskell CURRY
{19521 realitza un andlisi en aguest sentit no coneixem fins
avui cap treball exhaustiu en aquesta liniz i, per tant, cons-
titueix una qilestié dmplia oberta.

Continuant en la semintica que s'inspira en la ldgica clis-
sica, podem llggar les negacions amb els sistemes deductius
via el concepte de consisténcia. .

Féra interessant efectuar, també en agquest sentit, un estu-

di exhaustiu que, avui per avui, no s'ha pas fet.

Una altra idea desenvolupada per P.R. Halmos {op.cit.) i ia-
dependentment per L.HENKIN-J.D.MONK-A.TARSKI [1971} i L.Hen-
kin-A.Tarski [1960}, {1961)), consisteix en introduir en les
dlgebres de Boole operadors que, d'alguna manera, recullin

la idea dels quantiFicadors. Aixi Halmos construeix les 3il-

gebres monddiques i H-M=T construeixen les dlgebres cilindri-

ues. A.Monteiro recull aquestes idees en A.Monteiro ({1957};
[1960}; 1196735 [1974]) i les aplica a estructures més febles
com s6n les Algebres de Heyting. No coneixem, perd, cap tre-
ball de reticles de Hilbert monddics, ni tampoc d'dlgebres
de Hilbert monidiques. La dificultat rau en el fet que per
introduir els citats operadors hom utilitza les propietats
reticulars i no coneixem cap treball en que s'introdueixin

via l'operacié de Hilbert . (que &s lloperacid de la 1dgica).
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Creiem que, en les dAlgebres de Abbott-sales, nodriem perfecta-

ment introduir operadors existencials o universals i obtin-

dre ilgebres de Abbott-3ales monddiques. Hi estem treballant.

Donem la icdea de Halmos d'dlgebra monddica. Sigzui
(A, A ;v 7 ;0,u) una Alzebra de Boole i sigui

J: A ——a A
tal que

E,- Jo=0 ; E,. x= 3 x ; 53. Gi{xvdy)=JxvIy.

En aquestes dlgebres els sistemes deductius monddics sén els
sistemes deductius tals que, si 3 x & D, aleshores x¢g D.
Observem, de passada, que els axiomes de l'operador E] es do-
nen a través de les opneracions reticulars i dlordre.

Convé dir, a fi d'ésser figurosos, que, si bé les dlgebres ci-~
lindriques intenten algebritzar el cdlcul de predicats i fan
intervenir variables, les 3lgebres monddiques algebritzen les

187iques modals.

Una segona via per a donar el concepte de ldgica algebraica
fou introduida l'any 1930 per A.Tarski (cf.A.Tarski [1930]))
i 1a idea expressada en aquest treball la podem descriure se-
minticament de la forma segtlent :
"Donar una ldgica equival a donar el conjunt
de conseqilléncies de cada conjunt',
Formalment una ldgica abstracta &€s una parella (A,C), on A£@ i
C:P(A) — @ (a)
verifica :
C,- Per tot XS A, X< C(X);
C,- siXeYe< 4, c(X)= ¢(Y) ;
(:3. s5i X< A, C{c(x))=cC(X).

LToperador C s'anomena operador de conseqiléncia.

Realment A.Tarski imposava dues restriccions : C,. Card{A)s¥,
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icl. c0)=\JC(F), on Fg X'i P s finit (en lloc de (2)).
Aquesta definicidé de A.Tarski, si bé inspirada en el cilcul

de proposicions i correcta a L'hora de formalitzar el cdlcul
de proposicions, esdevé massa restrictiva ja que exclou, dfan-
tuvi, les ldgiques infinitdries cada cop més importants. Hem
pogut veure (V.VERDD [1978)) que laz ldgica probabilistica (en

el sentit o ) és una légica infinitdria..

Hem indicat ja, en el cas de les 3lgebres de Hilbert {reticles
de Hilbert), que la col.leccid dels sistemes deductius &s un
_sistema clausura i un teorema general de MIWARD [1942] ens diu
gue un sistema clausura If i un operador de conseqliéncia C
és el mateix; si fem {='*X:C(X}=Kﬁ- és
c(x)=f\{r:vye®& iv=2xy.
Teoremes com ¢l de Schmidt - diu: un operador C és finitari
si, i només si, el seu sistema clausura és fortament induc-
tiu - i el de Pierce - diu: si C és finitari, els elemunts
del sistema clausura Zf irreductibles constitueixen una ba-
se minima de ﬁtrsuggereixen la nossibilitat de donar pronie-—
tats de C a travers del seu sistema clausura associat.
Una qilestidé important que cal resoldre i en la que hem tre-
ballat {cf.J.Pla[1976]; Vv.verdd 119781} consisteix en impo-
sar ce 20 s a C (a z?) per tal que es verifiqui el teore-
ma de la deduccidé de Tarski. Ara bé el teorema de la deduc-
cid de Tarski és un teorema intimament lligat amb 1lfoperacid
i pot océrrer que, en A, no es disposi de cap operacid .
Quines condicions ha de satisfer, doncs, C (o‘?) per tal de
poder introduir en A una operacid . que ens permeti d'enun-—
ciar el teorema de la deduccid :
vy € C(xX,x) si, i només si, x.y € c{X) *?
Les respostes donades per J.Pla i V.Verdd difereixen en el

seglient sentit @
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mentres nue el primer déna una condicid que permet definir,
en A directament, una operacid . qu-e verifica el teorema de
la deducecid, el segon fa la seciient construccib :
Tot onerador C permet de definir una relacid dlenuivaléncia
induTda per la relacié de preordre :

x éc y =i, i només si, ¥ EC(.{;{})‘

fodem doncs passar al cuocient A/—— . i considerar 1!'3lgebra

C
quocient (A/EC,E}, on C és
€: @ (a‘\/E:-C) _ q:'(A/-_:_'C)
i es defineix de forma natural.
Aleshores V.Verdd imposa condicions a (A,C} deforma que, en

{K,E), es verifiqui el teorema de la deduccid.

Lt'anterior consideracidé ens proporciona una légica (A,C) ,
una ldgica (A,C} i una aplicacid compatible amb C i E; 1a
projeceid candnica T

Sabem que "W és epijectiva, que (A,C) estd generat projectiva-

ment per (A,C} i per =1 i que, per tot x, vy € A, =i {x) =%(y)
si, i nomds si, C{x)}=0C{y).

Aquesta idea és la que recull el treball de D.J.BROWN-R.SUSZ-

KO [1673] de forma general quan introdueix el concepte de

morfisme bildsic. 3i (AI’CI} i (Az,Cz} sén dues dlgebres

abstractes 1 h: Al — = A, #s una aplicacidé nue verifica:

MB, . h és morfis;e (i.e. h_I(Y)E é’l, per cada Y€ €’2);

MBZ' h genera projectivament (A1’C1) a partir de
(A,,€,) i h (ie. £ =n"1(¥): YEX,);

MB3. h és epijectiva,

direm que h és un morfisme bildgic entre (Al,Cl) i {AZ,CZJ.

La importincia real d'aquesta definicié - que justifica el
seu nom - €s la seglent :

h és un morfisme bildgic entre (AL’CI) i (AZ,C )

2
8i, i només si,
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(1} h és un enimorfisme;

{2} =pE=c, !

(3) h &s una bijeccid sobre els tancats;

é&s a dir: hql(h(}{}}-‘:){, Xe ::;‘;;
RNy =Y, Ye £

{(Aquf convé observar que, si h &s un morfisme bildzic, la rela-
cié dlequivaléncia que indueix en A és més petita que la rela-
cid d'equivaléncia natural induida jper Cl.}
Es clara la importincia dels morfismes bildgics ja que conser-
ven els tancats (€s a dir la 1dgieca).
Aquesta situacid permet plantejar de manera natural el segilent
tipus de qllestions : cém sén les ldgiques abstractes (A,C) que
admeten un morfisme bildgic amb una ldgica abstracta {A',C')
booleana, de Hayting, reticular de Hilbert, de Hilbert,...?
(Quan diem una ldgica booleana, etc. volem dir una légica en la
gue A &s una 3lgebra de Boole, etc, i C' &s lloperador de conse-
glléncia associat al sistema clausura de tots els sistemes deduc-
tius de A!.} En V.Verdd {op.cit.} es troben respostes en aques-
tz lfnia i més encara, ja que s'arriba a caracteritzar {A,C) de
forma que sigui bildgica amb la ldgica or -probabilistica que
és infinitdria.
Dltaltres qiiestions que es poden plantejar en relacié amb els o-
peradors de conseqlléncia sén: (i) la qtlestid del nuclis deduc-
tius, (2} la qUestié de les negacions.
La qliestié dels nuclis deductius -~ introduits per A.Tarski [1930}
&s la segllent : donada una 3lgebra abstracta (A,C) hom pot pre-

guntar-se pels sistemes d'axiomes independents {i.e. un conjunt

N < A és un nucli deductiu de X ¢ A si, i només si, C{N)=¢c(X)
i, si xg N, x¢ c{w —-{x'f).} Es veu que aixd equival a trobar

un conjunt N minimal en la clisse dels conjunts Y amb C{Y)} =C{N)}.

Sgbre els nuclis deductius podem formular les segillents preguntes :
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- en quines condicions existeixen nuclis deductius? (Hom pot
pensar en els espais vectorials 1 en els A-mbduls. Com no-
dem introduir formalment una propietat fue ens faci el paper

de teorema de Steinitz?) Tarski (o3.cit. demostra que tot X

admet una base ordenada (aixd és una successié (xn)neN tal
fue
c(x} _—.C(A‘xl,...,xn,,..}) iox ¢ CHXL""’xn‘ ¥)

nerd una base ordenada no és nas necessiriament un nuéli de-
ductiug

- en guines condicions un conjunt X admet un nucli contingut
en X7? .

- en quines condicions tots els nuclis tenen el mateix c_:ardi-
nal? ‘

Un primer andlisi es pot trobar en F.A.5ales-J.Pla [19763.

La gilestid de les negacions lligat amb les ldgiques abstractes
(A,C) es troba en A.Tarski [1930]; D.J.Brown-R.Suszke [19733;
Rasiowa [1975); J.Pla {1977); V.Verddi [1978]) i es planteja en
els termes segillents :

cdm associar a cada x € A un element x' que,' en certa manera, Si=-
gui una negacidén de x? 35i pensem amb uma negacid dtordre cal dis-
posar en A d'un ordre i, en general, en A no n'hi tenim cap, pe-

rd si que tenim un ordre en A= Aixé ens suggereix passar

c
al quocient i veure si el que hem definit en A déna una negacié

en el guocient,

Un altre cami, perd, és el de la consisténcia. Diem que XCA és
consistent si, i només si, C{(X) £A. Aleshores podem donar les
segitents definicions @ .

* diem que x' és una negacid clissica de x si, i només si,

per cada XS A, x € C(X} si, i només si, C(X,x"} =A (Brown~-Suszko)

* diem que x' és una negacid intuwicionista de x si, i només

5i, per cada X< A, x!' € C(X) si, i només si, C(X,x)=A (Rasiowa)
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+ diem que x! és una negacid Feble de x si, i només si, ner

cada X< A, Clx,x'}=A i C(x) M C(x') =C(g) (Tarski)

Aquestes sdn totes les negacions nue hom pot definir vinculades
a ltoperador C7?
Quines relacions existeixen entre elles? quines sassen al quo-

cient com a negzacions dfordre?

Tot el que hem dit fins ara és ja cldssic en el sentit que se-
sueix una linia iniciada els anys 1930 al 1950. Perd recerques
pos posteriors han posat de manifest altres implicacions - en
el sentit algebraic de la paraula - que no estan gens vincula-
des amb la implicacid de Hilbert i que, per tant, el seu coneixa-
ment és mol més vague.
3i pensem en una 3lgebra de Boole com en un reticle amb el mixim
1 i minim O, distributiu i complementat, podem preguntar-nos qué
i com féra una estructura algebraica gue fés :

(1} 4dlgebra de Boole a menys de la distributivitat;

(2} Algebra de Boole a menys de la complementacid.

Podriem fer un estudi formal d'aquest tipus d'idlgebres, nerd
aixd podria semblar una disquisicid ben poc interessant. No és
pas aixi.

{1} Les Alzebres ¢ reticles ortomodulars.

Llandlisi de la Mecanica Quantica s'enfronta amb l'dlge-

bra dels subespais tancats d'un espai de Hilbert. Aques-

ta dlgebra constitueix un reticle complementat via l'or-
togonal que no és distributiu - ni tan sols modular. Ara

bé, verifica la llei ortomodular :

X gy implica y=x W (xL A ¥), per tot x,y.
(cf.Bodiocu {op.cit.), $.5 Holland {19663,7.M.JAUCH [1976]).
En les dlgebres ortomodulars podem definir una implicacid

{en el sentit de Rasiowa,op.cit.) i una operacié$ ordenado-

ra (en el sentit de F.A.Sales [1974]):
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X —wy=x¥ y (x aAy)

Que no és de Hilbert. Estem estudiant-les aliestions rela-

tives a les renresentacions de 3tone d'anuest tinus dtil-

gebres.

(2) Els conjunts "difusos" (Fuzzy)

3i EAY 1 I=Y0,1) < R, anomenem classe dels conjunts "difu—
sos™" a

I ={x:t x:iE—= T}.

Definim xvy=sup (x,y), x Aay=1Inf (x,y) i xC=1-x.

Obtenim un reticle amb € i 1, distributiu, aue no és com-

Afquest reticle - i aixd constitueix un cam» totalment verze -
admet moltes operacions implicatives (i.e. donats dos conjunts

difusos x, y, definim

a { si x ¥ H
X. = .t t ?
( Y)t {at si xg Yi» on a, & (0,1).)

Entre les oneracions implicatives trobem: l'oneracid imoli-
reativa dé E.’0ST (-que orodorciona a IE l'estructura dfdlge-

bra de Heyting és 1'dnica operacid implicativa clissica o de

Hilbert possible} i l'operacid de J.LUKASIEWICZ (-ue dota a

E N . .
I d'estructura d'dlgebra completa no classica en el sentit

de J.Pla [1976) i d'dlgebra de Sales, que no &s de Abbott i

anqui queda justificada la nomenclatura Abbott-Sales.) En a-
quest context resta obert el problema de classificar totes
les operacions implicatives sossibles i A. TORRENS hi estd

treballant.
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