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LA VARIEDAD DE 105 MODULOS Y LA TEORIA CLASICA

DE INVARIANTES PROYECTIVOS

por

FEDERICCO GAETA *

El propSsito de esta conferencia -dirigida a un
pﬁBlico matemitico amplic y no especializado en Geometria
algebraica- es dar cuenta de la “resurreccifén" actual -
pese a todos los augurios(l} de una teorfa matemdtica del
siglo XIX de la que todos han oido hablar, aunque no sea
mas que por los ﬁestigios gque se usan en la teorfa elemen-
tal de las cHnicas y cufdricas....... Hay mds de un moti-
vo, por supuesto, pero hemos elegide uno muy concreto que

(2)

estid de moda: el de la construccifn de la llamada va-

riedad de los m&dulos Mp para curvas algebraicas de
géneroc p prefijado. BEste problema y sus generalizacio-
nes naturales ocupa un lugar preferente en la investiga-
cifn actual en la Geometria algebraica - aunque su ori-
gen se remonta a los pioneros y en especial al propio

RIEMANN.(B) Empezaremos por definir MP {(cf£.5 1) ¥ lue-

* Unlilversidad de Barcelona, Universidad del Estado de Nue-
va York en Buffalo, U.S5.A.

(1) Dice DIEUDONNE (cf. loc.cit.” Comentarios bibliogr&fi-
cos" finales que a la teoria de invariantes se la ha exten-
dido el certificado de defuncidn muchas veces, pero como
el Ave génix siempre ha resucitado de sus cenizas....

{2) C§ | cuantos matemfAticos actuales de primera linea se
ocupan de ese problema;MUMFORD,BOMBIERI,...DELIGNE, {Meda-
llas Field de los dos fltimos Congresos Internacicnales

de Matemiticas)

{3} ¢fr. sus obras completas en alemdr o francés.
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go; en el casc general para p >3 esbozar un intento pa-
ra construirla algebraicamente en el gue la clésica teo-
ria de los invariantes relativos del grupo lineal GL({V)

4]

jugarfa un papel crucial.... si se pudieran calcular.f.

como no se puede ~ hoy por hoy las investigaciones recien-
tes se concentran en el estudio de las propiedades de la
Mp que representa biyectivamente las clases de equiva-
lencia birracional de curvas algebraicas de género p pre-
fijado: p =0,1,....i{Tcdo menos la construccidn explfcita
que parece hoy dia inabordablel(s)

1. LOS DOS CASOS EXCEPCIONALES: p =0,1. RIEMANN

afirmdé que el conjunto de las clases de equivalencia bi-

rracional (&> conforme‘ﬁ;de las curvas de gé&nerc p{3z 0 )}

{4) Hay grandes esperanzas gue los potentisimos ordenado-
res actuales puedan impulsar la resurreccidn actual...,
perc los expertos de invariantes no suelen conocer los
computadores y reciprocamente..... Jean GIRAUD tuvo la
amabilidad de decirme gue D.LAZARD en Paris se propone
establecer este puente calculando sizigias con computado-
rasa,

{5) Es desclador y excitante gue los finicos casos bien co-
nocidos sean los triviales . )

{6) En.sus origenes la Geometria algebraica aparecid como
una rama de la teoria de las funciones analiticas. RIEMANN
introduje sus "superficies™ al estudiar la periodicidad

de las integrales abelianas helomorfas.... En el campo com-
plejo equivalencia conforme es lo mismo que equivalencia
birracienal. La Geometria algebraica sobre un cuerpo ba-
se conmutative arhitraric es muy posterior, va bien entra-
do el siglo XX.
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formaba un"continuo”" ...... de dimensidn compleja d‘.p=.3_p:-3

{sip > 1l). Naturalmente hoy se guiere gue la Fp(clau—
sura de M p €on sus puntos de acumulacién) sea una varie—
dad algebraica de dimensifén compleja dgp-

Grosso modo los "mddulos" son las 3[3 -3 coordenadas
locales definibles en%ntorno abierto de un punto no sin-
gular de ﬁp. ... pero antes de seguir adelante con el ca-
so general serd buenc ver los dos ejemplos naturalesP=0,l
gue al mismo tiempo son excepcionales y triviales.... N

P =0. La Mn se reduce a un punte porque -es bien sa-
bido que una curva Ces de g&nerc cerc sii es birracicnal-

mente equivalente a una recta - es decir sii C es racic-

nal. Por consiguiente dos curvas de g#nero cero son siem-—

pre birracionalmente eguivalentes.

(7}

P =1. Una curva eliptica I { & de género uno)
tiene siempre un modelo plano gue es una cfibica plana irre-

ducible y lisa T 3" gi’ [“3 es proyectivamente equivalen-

{7) Las curvas de género uno se llaman elipticas porque
pueden caracterizarse por ser representables paramétrica-
mente mediante funciones elipticas: { < maromorfas do-
blemente periédicas). Por ejemplo xX=pu, y=P'u, es’'la
representacidn paramétrica de la cibica: »y":{,x’_slx-g
donde P es la funcifén de WEIERSTRASS ¥ 43' su deriv
da.....+.. El nombre es desafortunadisimo: la elipse no es
eliptica' es un caso afin particular de cdnica irreduci-
ble y por tanteo racional f P =0! peroc no se puede cam-
biar el pnombre a estas alturas.....({todo porgue la recti-
ficacién de un arco de elipse necesita las "funciones elip-
ticas".....)!
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te a Ty también lc es [, 1. El reciproco es cierto: si

F3 b T; son cfibicas planas lisas birracionalmente egui-

vaientes también son proyectivamente equivalentes. De aqul

resulta que la clasificacifn birracional de las curvas elip-
ticas es equivalente a la clasificacifén proyectiva de las
clibicas planas.....(B) {lo que ya hace asomarse a los inva-
riantes......).

Ante todo fno sersi que dos cfbicas planas lisas son
siempre proyectivamente equivalentes? { entonces el Gnico in-
_variante serfa cero)...... La respuesta es NO. Aparece en-
seguida un invariante cl&sico, el invariante de SALMON que
resuelve el problema completamente.

Fijemos-por &l momento- un punto 0O cualquiera de 1la

g plana lisa. Existen exactamente cuatro rectas distin-

tas ¢, ta,t3,t, que pasan por O y son tangentes al, .

8i hacemos variar O en I’y esta cuaterna se mantiene pro-

yectiva a sl misma.

€i ordenamecs ( t1,F2ft3 % )gid razbn doble r = (ty.ty,E3.ty)
se conserva, - esta ordenacifn puede conservar-

se en un cierto entorno de ©. Globalmente no es posible:

(8) Tcda cbnica irreducible compleja puede escrihirse como

xX + x! + x' - 0. cf. SCHREIER-SPERNER l&f En el P (D)
hay ya doE tlpos proyectzvamente dLStlntOS de cuddricas:
Xy +x R +x =0 {lisas} y T, +x + x =0 gon un solo punto

doble (conos). Ambos son -§in embargo—racionales, es decir
birracicnalmente eguivalentes a un plano.
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al circular O dentro del torc - superficie de RIEMANN de
r3 se permutan de todas las maneras posibles los seis
valores - generalmente distintoa(g) de ¥ perc hay un co-
nocido invariante racional J (funcifn simétrica de los
seis valores de la razén doble) gue se llama el invariante

de SALMON.

La condicifn necesaria y suficiente para que dos cibi-

sean proyectivamente eguivalen-

cas planas lisas Ty o+ Fé

tes {¢p birracicnalmente equivalentes) es que tengan el

misme invariante de SALMON: J(r3} =g F;)-

iLa necesidad es obvia'! La suficiencia se prueba obser-

vando gue si uno cualquiera de los seis valores de la razdn
doble es ry puede elegirse un sistema proyectivo de refe-
rencia tal gue la ecuacidn de I, sea

t1) Y =X ( Xx-1){x-r) . (10)

J es el mbdulo por antonomasia y el nombre est$ rela-

t9)Recuerde el lector que hay sdlo dos casos, el arménico
y el equianarmfnico en el gue la razdén doble toma menos de
seis valores (-1, 1/2, 2) en el armdnico} o bien las dos
raices cibicas imaginarias de -1 en el equianarménico.
(10) Por tanto, a diferencia del caso conocidisimo de las
cbnicas f{cf. nota (B)) aparece un nimero complejo arbi-
trario F definido a menos del grupc de la razén doble Tw T,
1/1,1-%,.en la ecuacidn normalizada (1) de la ciibica pla-
na. Naturalmente hay seis formas normales {(salve si la cfli-
bica es armdnica o equianarmdnica.donde hay sdlo tres o
dos respectivamente, Cf. nota (4).
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¢cionado con la funcidn modular (11}

(2) JF=J (1
donde 1 pertenece al semiplanc superior de POINCARﬁ 51
5 ~{u | tmuxo}
La ecuacifn {2) establece una relacifn entre el m&-
dulo algebraico J {unfvocamente determinado por la clase

birracional de 7T ) vy el mbSdulc transcendente v . Exponemos

{12

a pié de p&gina }una indicacién brevisima de la teoria

{11) La funcidn modular es auntomorfa, respecto al grupo mo-
dular. Precisamente la o satisface la propiedad: J(z)=J(%)
donde a,b,c,d son enteros y ad-be=1. Las aplicaciones €
Trp2T28 transforman 5,1 en s5i mismo y forman el llamado grupo

modular de género uno,iy.

{12) Otro camino natural de buscar la variedad de los m&du-—
los seria caracterizar el reticulo de pericdos R del que
proviene la superficie de RIEMANN {toro)} de I” como cocien-
te €/R . Para ello es natural considerar una base (&, )
positivamente orientada de R . §i $: € —Les la proyeccidn
candnica las funciones meromorfas F: € — (Ce) invariantes por
las translaciones de R

Fuy= Flarw ) w ek
coinciden con las de la forma F=fog donde F; Cr *(Ea) es
una funcidn racional en el toroc {& en f; si el lector

prefiere....... Y.
ahora bien otra base ({1, , Q ) positivamente orientada
es de la forma: 1 = Qid, v-&w -ﬂa*cw‘f-d'w {a.,fr,c,d c—,?,ad'-‘c.-:j}_

% e / Sl se elige la coordenada compleja
de.suerte gue sea W, = 1 re-

/sultan las bases 1, T Con C&S
definide a menos del grupo modu-
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transcendente a la gue no pude referirme ni de cerca en la

- 13

exposicién oral.( }
Podencs resumir la construccifn con el siguiente enun-

ciado:

M : Las clases de eguivalencia birracional de las
1

curvas algebraicas de género unc corresponden bivectivamen-
(14)

te a los puntos de la recta proyectiva compleja.

2. LA VARIEDAD DE LOS MODULOS Mp PARA p » 1. RIEMANN
descubrib que d p = 3p -3 (p>» 1) mediante un cémputo de
censtantes que aparecen en la construccifn de la "superfi-
cie de RIEMANN" de n hojas (n convenientemente alto) en

la gque aparecen los 2P -2+ 2n puntos de ramificacifn

{13) Cf. mi pré&xima conferencia: Tecria transcendente de

la variedad de los médulos para curvas algebraicas.

{14) 0 también al cociente S /y¢, (cf. W), La accibnMGx g —7
—>, es propiamente discontinua - es decir puede descri-

birse mediante una pavimentacidn (pavé}, tessellation,....)

o embaldosado - como pasa con las translaciones del reticu-

lo R respecte al toroc cociente € /g + se consigue

entonces un embaldosade - en el sentido mas pedestre y mu-

nicipal- del plano de la variable compleja en el gue las

baldosas son paralelogramos (o rectdngules, © cuadrados, ...

poco importa agquil. ]

En la accién Qﬂ'.dxs‘ -5, , las baldosas son trifingulos for—

mades con arcos de circule ¢ rectas perpendiculares al eje

real....:.. La recta proyectiva compleja es homeomorfa a

la baldcsa tipica (identificando los pares de puntos del

contorne eguivalentes respecto al grupo modular) .
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en los que se pegan dos hojas distintas -copias del plano C
seqglin la construccifin clisica....... Para P = 0, 1 hay que
"descontar" la dimensién @I) del grupo de LIE G ; . de
los avptomorfismos birracionales de una curva de génerc P
Veamos: Para P =0 las transformaciones birracionales de
una recta en si misma son las proyectividades que forman
un grupo de dimensifn compleja @0 =3. Para P =1 las
transformacipnes birracionales de una curva eliptica for-
man un grupe que si la curva tiene m&dulos qeneraleslls)
tiene dos compeonentes conexas. La gque contiene la identi-
dad estd representada por las translaciones del toro. Para
D = 1 RIEMANN intuyd gue no habia que descontar nada....
iestaba en lo cierto porgque segfin el teorema de SCHWARZ-
KLEIN -. demostrado despufs- el grupo (;p es siempre fini-
"to (y se reduce a la identidad para "curvas de mSdulos ge-

nérales“...)(leh

{15) En nuestro argot algébrico-geométrico es tradicional
decir gue una preopiedad P de las curvas de génerop

se verifica"para médulos generales" sii £ es falsa en
una subvariedad propia de /A, . Por ejemplo en el texto que-
remos decir que aparte de las translaciones del toro exis-
ten siempre las "simetrias".... Pero para curvas alipti-
cas de médulo particular ?ueden existir otras......

{16) Cf. Observacidn precedente.
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La fdérmula correcta para la dimensién de MP es pues
(3) dP = 3p-3 +Bp
dondef,=3, B,=1 ¥y BP= o para p > 1,

Queda por estudiar, casi todo..... Dejemos a un lado
que se han comprobado casi teodas las intuiciones de RIEMANN @

I es una variedad algebraica proyectiva irreducible

{generalmente no lisa) de dimensién 3 p =3, etc. con un
largo etcétera..... cue incluye muchas cosas pero no cier-
tamente la construccidn explicita de la Mp ; gue sigue pa-
reciendo INABORDABLE.

EL CAS0 GENERAL: CQMO INTENTAR CONSTRUIR Mp . FAPEL

DE L{OS INVARIANTES PROYECTIVOS

3. FAMILIAS DE CURVAS CANONICAS. En el casc p > 1 exis-
te una aplicacidn natural
(4) Tw P,ItPJ — ﬂ-;“( 'y )
definida a partir de una base cualguiera UU=[“§.“J,---,019
del espacioc vectorial complejo de dimensifSn p de todas

(17)

las diferenciales holomorfas sobre la curva de género

{17} Llamadas también tradicionalmente diferenciales abelia-
nas de primera especie. El1 estudio de estas diferenciales vy
la polidromia de sus integrales fué la motivacifn original
de la Geometria algebraica. En los cursos elementales de
‘cdleculo integral aparece - despuds de aprender gue todas
las funcicnes racionales son integrables elementalmente que
fR(I,Vuui.a}“b se racionaliza, cuande R (z,g) es racional.
Se trata de una integral abeliana sobre la cénica ¥ 33% frse
El caso general seria jmz,ald-u “sobn "{t-ﬂ.;}ﬁo,y funcidn implicita...
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p (o si el lector lo prefiere sobre el disco con p
agujeros provisto de una estructura conforme fija). Precisa-

nente:

La imagen estd siempre bien definida y es casi siempre in-
- {p)

yectiva. Precisamente Y no es inyectiva sii r es una

{18)

) _ (p)
delo canfinico de T construido con & . Dos bases W, w'

- ¢}
curva hipereliptica La imagen yw(r) se llama el mo-

L]
- definen la misma imagen sii W » (Ae € ,A# 0
Supongamos de momento gue ™ no es hipereliptica. En-
-tonces Yw( T ) es una curva irreducible y lisa de orden Z1p-2

del espacic proyectivoP 1que noc esti contenida en nin-
P- .

‘donde [ugzes una curva plana irreducible, generalmente no

racional. Si en vez del radical anterior tenemos fPeg don-
de P {x ) es un polinomio de orden m >Zentonces la integral
puede explicitarse con funcicnes elipticas sim =3,4. Pa-

ra 2% 4 tampoco bastan -en general-las funciones elipticas

.... Som las "integrales hiperelipticas™.........-
{(18) ¥ se Ilama hipereliptica sii tiene un modelo pla-
no del tipo }" = a ) {cf. nota {(16)) o lo gque es egquiva-

lente pero mas intrinsecelsii ¥ posee una funcidn ra-

cicnal R bivalente. [ R toma cada valor estrictamente dos
veces {contando multiplicidades). 81 f es hipereliptica
. Yo (rm } s una "curva racional normal de orden -1
en P que debe contarse "dos veces"): y,(Fl=f, (f') sii
. Py P son los Guicos 'cercs de uni E9ncidn racicnal bi-
} valente., - : . .
¢ Las curvas de género 0,1,2 son siempre hiperelipticas.
Para P 3 1la propiedad es opcional. Las clases hiperelip-
ticas forman una subvariedad de dimensién 2p + 1 de p
{son "de mddules particulares......... " {gf. nota (143}

B e o Ea T
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gfin hiperplanc. Esta curva canfnica es uno de los mejores

modelos provectivos de I’ ; entre los medelos "buenos®

es el mds sencillo y entiendo por "bueno" que el problema

de la clasificacifn birracicnal se reduce a una clasifica-

cidn proyectiva de curvas canfnicas I“"’2 c P . -En efec-
=825 -

p=2
(Fm } depende esencialmente de

to, la censtruccibn de y

la eleccién de @ ., Mas concretamente:

Dos curvas canfinicas del ﬂjrd son birracionalmente

equivalentes sii son proyectivamente equivalentes.

1) ¢Hay alguna manera razonable de decir que las cur-
vas algebraicas de orden 2p —2 del &i‘(c) forman
una variedad algebraica V p?

2) ¢Se puede afirmar que el cociente % @ai. de Vp
por €l grupo proyectivo Eed- de/ﬁ:I es una variedad alge-

braica?

La contestacifn a &stas dos preguntas nos hace velver

a la Geometria proyectiva clésica y por lo tante a los in-

varliantes.
M&s precisamente:las llamadas coordenadas de CHOW (cf.
e
§ 4) de una variedad V del /P provienen de las llamadas

d n
formas ascociadas gque son invariantes en un cierto sentido.

Para contestar a 2} serfa suficiente calcular explicitamen-
te todos los invariantes de los "puntos de CHOW" variables

en V pertenecientes a un espacic vectorial suficientemen-

P
te alto..... y ver si pueden definir una inmersién del co-
ciénte VF /éf;_1 en un espacio proyectivo.....

Fs -
Veremos mas detalles de estas dos cuestiones en los

dos - § siguientes,

il ]



4. FAMILIAS DE CURVAS ALABEADAS. Es fdcil ver que las
cénicas del planoc proyectivo forman un espacio proyectivo
de dimensifn cinco porgue los seis coeficientes de una ecua-
cibn fix ,% /X, }=0 gque la represente pueden considerar-
se come coordenadas homogéneas en }PS . Algo anfilego po-

drfa decirse de las curvas planas de cualquier orden

(forman un "espacio proyective*de dimensifn _n_(__zn;B)_ =

= (" ;2) -1}, o para las superficies de orden 70 del P 3
o en general para una hipersuperficie H de orden n  en
E ceis La propiedad esencial que se utiliza en to-
dos estos casos es que H se representa por £ =0 donde
f es una forma no idénticamente nula de orden n  deter-
minada a menos de un factor de proporc¢ionalidad no nulo...
8i la codimensién m - d de una vé = ):Dmes mayor gue
uno la v 4 no puede representarse -en el sentido usual al
MEeNOS...,....- Por una sola ecuacidn. Sin embargo en un sen-
tido mis sofisticado -gue nc es el habitual- siempre se

puede caracterizar una V d {variedad algebraica de dimen-

sifin 4 del E ) por una sola forma F -no idé&nticamen-—

te nula-(en varias series de variables) univocamente deter—

minada a menos de un factor de proporcionalidad no nulo.
Los coéficientes de F son las coordenadas de CHOW de V
Daremos mids detalles para una curva alabeada FCP3 :
Existe una forma F : V X V?{(o bien (x ,¥ ) F(x,¥),
x,y@v&donde P3 = [.D (v a) proviene del escacio vectorial
v, de dimensién cuatro: P, = V, —4}L, tal que

3 4
(5) F (X,y)=0

2



sii la recta guewne los dos puntos' (x), {y) del espacio

ordinaric se apoya en [ .
gi fijamos ( y ) (fuera de T )
la (S] representa el cono proyectan-
& te de T desde { y ). Por tanto

(5} representa la curva ©' como in-

terseccién de los conos proyectan-—

tes desde todos sus nuntos exterio-

- res.
Hay un m&todo dual: Existe una forma {(u ,v) l—@{u,v]
&
en dos variables u,v del espacio Vz. dual de V tal

que § {u,v) = 0 sii los dos planos de ecuacidén {u,x >=0

(V.,x » = O sge cortan en una recta gue se apoya en [. '

Obsérvese gue tante F yoomo § representan - de
un modo indirecto- el conjuntc de rectas del espacio que

se apoyan en T bien sea por pares de puntos © por pares

de planos. Precisanente, la F {§ } puede expraesarse
comec una forma de orden ™ igual al de la curva en las

coordenadas grassmannianas puntuales ptl {o duales

955 ):

13 xi xj ‘:'J_ ui u h]
p*? =\ ; \ 9 —\ i j\
oy A
lo gque parece natural observando gue los pares (x,y }
({u), (v))}) pueden sustituirse por otros (x',y ') ((u'),

{Vv) ) que representen la misma recta.......

Es decir, ¥ , @ representan la& condicidn de con-
jugacién e un par de puntos (planos) respecto a un *com-

pleje” ¢ de rectas de P PREREEE { «» dos puntos (pla-
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nos) son conjugados respecto a € sii la recta que deter-
minan pertenece a .

Pero C es un complejo " especiall.toda recta por un
punto P . de r pertenece a { , y reciprocamente si toda
recta nor P pertenece a ( , P pertenece a r SN

Esta construccifn tiene una extensifn -perfectamente
anfiloga, pero mds sofisticada para las subvariedades %”CJE

F(xl,xz,..'.,x-m ) o bien § (o, Bpennns a, y con
m -d (= codimensifén de V en Pm } variables (vecto-

res de V) la primera, d+l la segunda (“"covectores" de V* ].

Estas F , § son las formas ascociadas (&P formas de

CHOW, Zzugeordnete Formen} tratadas por CAYLEY (1821. en

un caso muy particular), SEVERI, VAN DER WAERDEN, CHOW
y muchos otros....... Sus coeficientes ordenados de un
modo arbitrariamente prefijado son las coordenadas de
CHOM .,

E & , G T TR W

La {o la } son expresables por las p
de un P variable gue se apoya 'en V nor lo
m-d-1 d

que pertenecen a un espacic vectorial de formas en m-d
{ d+1 ) variables vectoriales, invariantes por la accidn
de GL{m-d; v ) { o bien GL( é+1;v*)) pero no Lllenan

tode el espacio.Precisamente;Las F § son formas aso-
{19)

ciadas a variedades sii sus coeficientes satisfacen

cierto sitema de ecuaciones polinomiales homogéneas. En

o
este sentido se puede afirmar que el conjunto de las \,;
forman una variedad algebraica (gue generalmente no es

irreducible) cuyas componentes irreducibles llamaremos

{19) © mejor a ciclos de dimensidn d delfp (combina-
ciones lineales formales libres con coeficientes enteros
positivos de un nlmero finito de subvariedades irreduci-
les de dimensidén 4 del fP

.
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M
familias de variedades V 4 . Por ejemplo las cuérticas
alabeadas forman una variedad algebraica cuyas componen-

tes gon entre otras: la familia de las cufrticas de pri-

mera especie (interseccién de dos cuddricas), las de se-
gunda (restos de un par de rectas gue S& Cruzan respec-
to a una culddrica y una superficie cﬁbica],las cudrticas
planas,; ...

5. EL COCIENTE HF= g %&EOMO VARIEDAD DE HéDULOS.

INTENTO DE CONSTRUCCION CON LOS INVARIANTES.

El problema de construir todas las.familias de va-
riedades de un espacioc proyectivo - ne trivial cuando la
codimensidn es mayor qué uno- es un problema clisico -
nada fdcil- incluso en el caso mas conocido vy mejor es-
tudiade de las curvas alabeadas del espacio proyectivo
ordinario ﬂ>3 (C ) . se comprende que el problema se
complique terriblemente - si ademis es preciso identifi-
car variedades de una familia gque sean proyectivamente
equivalentes: [y &sto es precisamente lo que necesitamos
hacer con la familia de las curvas candfnicas dalﬁig .

Suponiendo resuelto el problema de estudiar la fa-
milia % de todas las curvas algebraicas de género p
vy orden 2p - 2 del espacio proyectivo @ix -gque como

sapemos son curvas canfnicas (cf. . )- adn no

tendrfamos resuelto el problema de construir la variedad

de los m&dulos M Su supOnemos % correctamente

o -
construida como lugar geomftrico de los puntos de CHOE
de las curvas que representa ain necesitamcs identi-

ficar pares de curvas equivalentes respecto al grupo
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nroyective 521 porgue dos curvas canfnicas son birra-
gionalmente equivalentes sii son »royectivamente egui-
walentes.

Veanwos cding - si supiframos calcular explicitamen-
za una kase de invariantes de un espacio de las F (@)
asociadas a las curvas de % ~ podriamocs construir la

H? =i ﬁ¥¢ siempre gque, claro estd, ciertas propie-
dades gue necesitamos en la construccifn se verifiquen.
..... Para ello conviene recordar como se definen los
invariantes:

El grupo lineal completo GL{V) de un espacio vec-
toriai complejo de dimensién n+1l actfia tambi&n de un
modo natural sobre otros espacics vectoriales funtorial-
mente ligades a V {ﬁor ejemplo V*, Qv,sm(vy . }?V, i:o',‘ V:.

{dual, potencias tensoriales simétricas ¢ exteriores,

sus duales, etc..... }

(20) Teodos esos ejemplos muy estudiades hoy en laos planes
de "primer ciclo" - como parte del Algebra tienen inter-
pretaciones geom@tricas interesantisimas y fundamentales.
Sefialemos rP ¥ como espacio ambiente de la-Grassmannia-
na fg (d;n} que representa {§ I’;CIP,‘} ~Ps™ve)

como &€l espacin gue representa las hipersuperficies de
qrden m de &:f{\ﬂl..
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Sea W uno cualguiera de Estos espacios y GL(V)x¥W —

-3 W la accifin correspondiente. Una forma I de orden )4.
sobre ¥ con valores en Q.- H
I:w-=€
se llama GL{V) -~ inveriante sii

134)
{6} orI =Z(a).[

donde Z(d) eq, ,I(a();# 0. Un razonamiento clisico demuestra
{22)

gue en todos los casos que realmente nos interesan re-

b’m e GLLY

w
sulta :f(ot) = {det o ) dende w. es un entero 3p 0

llamado el peso del invariante relativo 1 . 81 w=o0,1
es un invariante absoluto. Probablemente en &l caso maS

conocido del lector I es el discriminante det (G'.g] de

+

una c¢bnica o cuidrica Za ':j X x'f { ag-;ﬁ }. Enton-
ces w = 2.
Nos interesa naturalmente el caso gque W sea el es-

pacio F  de las formas asociadas a las curvas canbnicas

de gé&nero P . Supongamos gue se ccnociera una base e
Tgrevens . I de un espacio vectorial I de formas in-

variantes de paso w sobre F: l;: P

-1
[21) Obviamente =] estd definida por oI (w ) = I(xW)
{22} La representacidn inducida GL(V) -—>GLI(W) por la
accién CGLI{V) X W —» W debe ser racicnal.
El caso general puede reducirse al caso particular que
dicha representacidn sea entera homogénea.

L7} ]
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w

si F es ascceiada 2 una curva canfinica f rzgul-
ta
w
(7) I”fc{F}=(df-2tq) IV {F},y=l,2,..,N
i @ i
© dende AP as asoclada 3 la curva of ! Luego la  M-pla

ariznada 42 niimeros complejos (Il(F )V, EZ{F Youins
I N { ¥ 1) es candidata a ser las ccordenadas homogneas
de un punto en ﬁii que dependeria solec de la clase bi-
rracional de | ....... pPara que realmente lo fuera ha-
brfa gque demostrar las siguientes propiedades nada trivia-
les:

1Y Que congciérames rvealmente una base de un g
conveniente.....(ya lo dejames por imposible),

2} Que las I;(F } no sean todas nulas para cual-

quier F .2 una curva cantniea,

3) Que las {...,Iy { F),...) sean realmente coorde-

nadas homogéneas.....

Hemos olvidado mencionar gue interesan sdlo los I, ho-
? R

mogénaos (Iv AF) = A I,(F}} del mismo grado J’ , para

“todo ¥ ..... luego (3) no "seria” dificil....
En fin la propiedad invariantiva asegurarfa que el
punto’ (...., I, 4{F),..... )} dependerfa solo de la clase

e}
de [-

Asil se definiria pues una aplicacifn

(8} (F : MF ﬂ—?ﬂj

Moz
jhun precisaria saber si ? es inyectival

-

En fin todo £sto es un esbozo de un problema colosal

que justifica el intento de resurrecci®n ..,.. con que
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empezSbamos y la confianza {¢justificada?} en las compu-
tadoras.

) Dar detalles scbre algunos progresces llevaria mas
tiempo del gque dispongo y nos obligaria a salir del cua-

Cre informal y de "gran pfiblico” con el gque COMELZamOSs.

Esperc gue mi libro en preparacién: Teorfa de invarian-

tes v Geometria provectiva constribuyz a disipar alguna

duda o curiosidad del lector gue desee conocer mds sobre
el tema., De momento, <reo que .es justo seiflalar que los
mismos sfmbolos *, ® ,s", .} ++.. etc, del Algebra

multilineal bourbakista constituyen de por &f uvna sehal

del progreso realizadeo e puede inscribirse dentro de
qu

la "resurreccidn".....
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Comentarios Bibliogrdficos
El iibro d& DIEUDONNE-CASSELL establece el "puente”
entre ambas époeas -en particular gefiala las contribucio-
nee de MUMFORD y NAGATA. El tiltimo libro de la épocaviéja
fué WEITZENBOCK 1923 - que no usa representaciones jex-
pbfottamente.....). GUREVICE aunque posterior — usad muche
loe tensores— se mantiene en la linea antigua. WEYL esta-
blece la identidad con la tsorfia de la represencacidn de
grupaos.
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