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Introduccid.~ Le combinetbria apareix ja a 1'antiguetat lliga- -

da a molts problemes “populars" al tractar ds donar resposts a-.—.

la pregunta : de quasntes meneres hom pot fer una certa cosa?
Estava tembé ¢n relacid amb problemes de Teoris elemental de
Fombree {oue no és pas certament senzillal) i, molt després,

amb problemes de chleul de probabilitats.

El fet de que sigul poe corrent el tenir contacte amb
1°aAnhlisi Combinatdrie degut als vlans 4 estudl sctuale &3 uns

de les motivecions d squesta conferdncia.

El nom Anhlial Combinatdria és degut a August de Morgea
(Differential and Integral Cslculus, Londres 1842, p,.335):
"Conslateix principalment en 1 anhlisl de desenvolupaments
‘complicats ver mitjh de la consideracid i sgrupacié a priori
de les diferents combinzcions de termss que entran en els coe-
ficienta". Veurem gue en certs casos s’ha donet la volte a
ailxd : ela chleuls de certes combinacions es fan mitjencent

1l’eatudi de desenvolupamente (ussnt lea funcions generatrius),

48 modernmament (Riordan) es diu objectiu de 17A.0. el
trobar el nombre de meneres que hi ha de fer alguna operacid
ben definida, Berge ho defineix com la recerca de configurse

cions (89 2 dir : aplicmeions d’un conjunt d‘objectes en un

(x) Conferbneis feta el 7 de desembre-de 1977 a 1ls Universitat

Autdnoma de Barcelona,
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conjunt abstracte finit), la seve emumeracid i Eﬁooﬁfte.

Hom pot distingir viries qiieatlions-:: Estudi d‘una confi-
gurecié coneguda, recerca d‘una configuracié desconeguda, re-
compte exacte del nombre de configuracions, recompte aproximat,
enumeracid de configuracions 1 r.;lassi_fié:acid° Per agueates @1-
times tasques és galrebd impreseindibls 1’6@ de eslouladors -
sutomhtice. E1 matelx succeaix per les aplicacions & problemes

‘d’optimitzacid, de les que el problema del vistjant de comerg

n’és un sxemple 3 Coneixent el coat per anar 4'una olutat Ay
B une Ag , qulna ég 1la manera més econdmica de fer un recorre-
gut sortint de ls ciutat origen ao i tornent a ella després

d‘haver passat per totes les altres?

Apareixzen problemes combinantoris en chlcoul de probabili-
tats, eastadistics, teoris de nombres, topologla, estructura
guimica, recerca d’operacions, teoria de le informacid, ete.
Sovint &s important "reduir® un problems & combinatdria, perd
pot égser encara molt Aiff{ell. Per exemple, hom ha 4 omplir un
tauler de n f1les 1 n columnes possnt a cada quadre unse lletra
1 un. nGmero de manera que cada lletrs 1 cade nmero han de
aparbixer exactament un cop a cads flle 1 e cade colummg, perd
no es pot repetir cap de les verelles (lletra,nfmerc}. Una tal
configuracié s’mnomens un biquadrat 1lati ortogonsl. Es conel«
xien antigament exemples fins a n=5 . Buler dlgud que per a
n>5 no hi havia solueld. La resvosta exacta no ha estat dona.
da ainé al 1960 en qué hom provh que hi ha solucié per a tot
a diferent de 6 .

Pem un pardntesi per = destacar que en el treball amb cal-
culedor sutomhtiec &8 habitual, per la emmeracid de conflgura-
elona, el generer-les sgrdensdament® ( pexr exemple, les permu-—

yacions 0 als subconjunts d‘un conjunt donet}. Si les configu~—
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yecions gue cerquem esten sotmeses a lligams es verifics al els:
- compleixen, Es bhale per 1 estalvi de tepps el tractar de deci-
air lo nés aviat possille (Bd¥uc & mig generar) =1 la confige-
recid gue es genara satisfarh les copdicions establertes. Sl ne
éz aix{ hom pessz a la seglient. La thdenica enopansda backiree-
.king esth basade en agueata obzervacidé. Por exsmple, podem pre—
. guntar-pos quimn g ol mombdre mhxim de malts del cavall en un
-tauler 4°oscecs de manera que les liniss que uneixen els centres
dels quadres successivament ocupsats pela cavalls no es tallin.
Ele temps de ohloul aén molt grans. o és sinéd recentment que
hom ha trovat la solucié usant backtracking : 36 . Es ja pro-
bleme giificn la estimacid acurada del nombre de passos a fa_i-.

En problemes d’optimitzacié dlacrets és molt corrent ussr
la mateixa thonica si bé hom la coneix sote el nom de mdtode
do branch and bound. Si el nombre de passos a fer per asconsse-
guir l'b'ptim és inabagtable hom pot generar configuraclons
aleatbrisment. Aix{ potser no kom arriba el dptim perd si a
aoluclions quasi-b'ptimes.

Paxrlarem = continuacié &‘ons poca temes dintre de 1°A.C. _ '

‘a.

Eloments.- Sebem que si Ceard(A)e=mnm 1 Card(X)=%n 1llavors
Card{f l£:x —°A} = m‘!l 1 s8’obtenen las variasclons amb mpe'ﬂciéo

Card {£{£3% —= A, £ injectiva) = a(med) s (mndl) = (m), o varie-
clone. Si ®=mx tenim el nombre de permmiacions, Dh].tra. banda ~°
Card{Be}’(A)ICard(B)an = ( ) (combinaciona, donades pels coe— '
.fioie_n'ta binomisla). Diguem que €1 polinomi factorisl (x)n

pot escriure conm

0 1 non
(x)n= ﬁn"‘ Elnl +u.. +an y
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a._.c:rfﬁ ;’g$ ;; anomenen nombr:s de Stirlingkd_e prli{.mira gsibcie s
satipfan laa ralac:l.cfrfs_l‘: ,aﬂ. od,#a = 1, an&l“ 5 . -n sn_ °

+Un altre nombre de tipus factorial é&s (m) —m(m-!-l) oo (m&N—1
que ens. diu de ;quantes maneres, hiom pod coldocar n ohjecies or-

dangta en m capaes,
$i- & 6 un cofvjunt ordenat llavors: Card{f|f:X —=4,f creixe
(m) D/nt: i tenifi'lss comhinaecions amb repeticis.,
Eom generali'tza fhcilmen't Bls nombres hinomia.la al: i F e 2
nomials t .

EAE Gy

B
ard {f[f+ X —> X x,coxX. C_ard(f-l(x Y=n, , n,=n =
e x g gonsatpon,, T ayen)

’ ( S ) nf
e Fee - S gneo gl -= P °
E P TTn
"i=1" T
T n
Eg clar que .¢l nom Bé de que (> a ) E TT=
Z 1,50 nl,.”,n.p 4=1 1
' 1-1-p, Zn =n
i=1

Un.sxempla de aplicac?.d és el chlcufl, del nombre de camins

de coordenades crelxents a & entre &= (al, .o .,an)T 1
. n . .
b= (blg_'o'oa'bn) que- val

Z( -'9‘]1)- H EY I

":J
1

- e 0t [ ro -_. B
F - - . L 1

. hi amnb N A
_ i A Y

8i Card{X)=n per una particid de X del tipus 1 ~2 ..k
entendrem una particid en 8y perts de 1 element c¢ada una, 8,

.
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de 2 ele:ﬁents, etc, El nombre de talp particions val bbviament. .-
nl
k ai
TTe, (1)
1=l
El nombre de¢ particions de X en m clssses {no buides),

m€n es diu nombre de Stirling de segona espicle si 1 &a 1o
mateix que

r_:T Carﬂ{flf : X — 4, exhaustiva} .

n
Hom weu fheilment que = = Zsk { x)k i que Sl= %=1 '
= n W

k k-1 k
E1l total de Aplicscions de X en A d'imatge mhxims
maneres de partir m=1 2 3 4 5 6.
X en clapsss és n=l| . 1 3 & 5 6
sts ... 4503 2i 1 6§ 12 2 30 n£m
n n n
{nombre de Bell). 3| 1 24 60 120
Hom demostra que 4 1 14 120 360 n! (2)
= 5
Sty 3B B U 2B
L n! ! & 1 62 540 1560 1Bod~ 72
n
primer exemple que n2m mt Sn

donem de funcid gensratriu.

Puneions generatrius.- Sipgul S= {a,b,...} un conjunt desorde—
nat, La funeid generatriu de subeconjunte (formal} és
{(13+e){(140){l4c)eee =L1é8+bIosd...bnbIact... {1=4) .
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Per generar amb reveticld ens cal lz funclé generatriu

(1+etantaned .., } {145 bbd Bbbeootooceoe =
S 1
1-a 1-b * 00 . L]
3fgd 3 = {a,b1c,...] un conjunt ordenat, 31 wolem ea-
eriure’l de totes les maneres possibles segons 1’ordre {per-

mutacigns). la f.g. és

Per

2000 O D

ses ) o B

L3 NN NE N )

B0GocseOO
-]

Per serveix per a désignar el permenent, dofinit aix{ :

Per(a ) = E:: ]_[36(1)’1 , & O Sn vol dir el grup simbiric.
O'ES 1=1

1,3= l-n

Destaquem que P{AB) ¥ P{A)*P(B) . E1 chlecul de Dst{A) requereix

0(n3/3) operacions {usant la triangulacid d4e Geuss; a pertir de

ia definicid és O{{n-1}n!} }. Per contra, lo millor gue hom ha

obtingut quant al ckicul de P{A) & fer-ho sn 0(n2n‘1)operaeions,

1 és problems obert el millorar-ho.

s1 Zaij=1 ] Zaij=l la metriu A es diu Goblement
* 3

eatorchstica, Llavors van der Waerden va conjecturar que
Tar{A} a!/n" s, i que €l minim s’obté si 2y
éda certn en dimensié baixs, que el vunt donet és minim locsl,

=1/n ., Se sap que

perd no hom t€ encars una demoatracld de la conjectura.

La f.g, de subconjunts ordenats s’obté fhcllment com

g a
Per jT &b b

© o

LI U
[]

El genersasdor de subconjunts de m elements ordenats &s

(8304 ...0(84 D3 0oc)eos = (BDEcd ,..)}", 1 si volem tots



{

1
l-{at¢db¥...; ° -

Es posaidble oonsiruir f.g, mmbriques : Si donem & certem

els subconjunte ordenats ens cal usar

variables valor 1 1 a d”altres el zero guedaren ela termes gue
porien totes les varlables aab 1, 1 els podem compiar. Exemple : -
guants subconjunts de k elements hl ha en un conjunt de n ele-
mentes? Donem a tots sla elements el velor x . La f,g. val ara
{14 x)n. Llavors només ¢sl veure el coeficient de X : (;J .
Quants subconjunts ordenate amb reveticid hi ha de k¥ elements?
Cal caleular simplement el coeficient de xk a 1_3' ,. és a dir xi.k;
En genersal, donade una succesald (ani hom defineixen fun—
cions generatrius ?(t} = zgntn 1 Yty =3 bntn/nf , 1 en vh-

ries wvariablea ¢(t,u) = an ktnuk + Vogem uns guants exemplaes
’

de 1749 de les f.g. Der a oblenir informocid sobre successions

donades per recurrkncles @

Considerem la successid de Filbonaccl: F°= ?1= 1, 1 Fn=
F_.4F _ . Llavors hom té ¢—1+t+ZFt

n-1 n-2 e
1444 ) (F Ly = 1+ t$+ %9  que implica $= ——= R
n-l 2
n=2 lat=-% -
Si ) i r, 9én les arrels del denominador éa immediat que '
F o= (rn+1 . rn&l)/(r -7 )
n 1 4 1 2 .

Aguest tipue de raonament &s eplicable a molts polinomls
ortogonala, funclons esvecials, nombres de Bernoulll i d‘EBuler, ete.
El mbtode usat pel nombres de Fibonacei pot usar-se per fota
equecid en diferdneles finites de coeflcients constants, Pels

nombres de 3tirling tenim les segllents f.g. @

n n
X X t
1-;{9“;;1: = (14 8%, 1+an;t—!-uk= exp(u{e®-1)) .
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Vaegem algunes aplicaclons no tan elementals de les f.z.
El problemea de Catalan consisteiz er caleular de quanies mene—
res hom not posar pardntesi en la expressid del producte
P = Xix o.,x « Per exemple, 8l n=4 poden escriure P= X? X2

DK = (21K = X(PeT) = HE-X) i &, = 5 o La Tecu~
n-1
rrdncia 4s Z"};B ¢ Bmd 2 =0, a=l. Cons‘truim la

funcié generetriu ¢ P(t) = t4 Za =t Zt (Zskan_k

$4 Z 8 =16 S att) (S ath e t46%(s) 4 tent
T - 4 T AT g e o
¢(t)=§(1-./1-4t) = %[1-{(1/21( —4t) ] de on an=§ (2;‘_“12) ,

gue sfn els anomenats nombres de Catalan.

S1 bom considerz els partnitesi commutatius (Wedderburm)
per ns 4 tindriem (X?oX)X = (Xoxz}x = X(X?ox) = x(x»xz) i
només ens reste b, = 2 ., La recurrbkneia és méa complicads 3

4

b?pl-l = blb2p-2+ ave ¥ bn_sz s si p=2
b 31

}i & aixd surt
2p=b1b2p_l+ocu+b lwlb( p2)9 pal

b

() = t3 2¢ (t)4-2¢(t ) . Si fem ¢ = $ -1 tenim finelment
1’equacié funcional §2(t)+ $(1°) 42t = o . La seva solucis
&8 encera vroblema obert, i hdhuc la estimacid asimptdtica dels

“Teoeficlients rombn desconeguda,

‘Prineipi d‘ipelugid-exclugsib.~ 5Lsa base n'és lo que en probabi-
_ 1itats hom conelw com & fhrmule 4 Euler-Polncard :

Card(U A = 2 Card(ai) - 2 Card(ANA )+ «eo
1 Ci=i£n il=1<j=n
n-l
& (—l) Cal’d(ﬂlnk2ovoﬂﬁn) a
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Silguf X un conjunt de n objectes, Hom diu que uma parmute~
¢id & de X 4a un desarranjament si no té cap punt fix. Comptem
els dessrranjements usant ia fdrmula d'Euler-Poincard s

n
d(n)=n! - (n~{p-1)1 - (2)(n—2)! $.00) =1 (1--51-!— + -]-“!— -“'*'(-Tl:)'“)

= nt/e {si n &3 gran) .
La f.g. dela desarranjaments éa e-t(l-t)-l .

Veger generasiiltzacions del desarranjaments: Un kxn rectan-
gle 1letf{ éa una matriu 4’aguestes dimenpions, formada amb ele-
ments de X tal que a cap flila ni cojumma ki he elements repetits.
51 k=2 tenim els desarranjaments. .31 k= 3 hi ha recurréncies
i estimecié asimptbtice del nombre de rectangles llatins, perd
51 k>3 no tenim ni 1'uns cosa nt 1'altre. Si k=n hom parle de
quadre%s llatins., Actualment es coneix ls seglient taula :

| n 2 34 5 & 7 8
nombre de quadrats 1latins| 1 1 4 56 9408 16942080 535281401856
L "eatudl per n>9 &3 problema obert i diffeil.

Dintre aguesta famflia hi ha el ben sonegut problbme des
ménages : En uns tauls rodens hi ha n perelles alternades {home-
dona}. Quantes maneres hi ha d‘asseure’s sénse que ningd tingut
al costat le sevs prdpis parellas? Hom-fa ol chlcul per reduccid.
Primer hom suposa totes les dones sssegudes {ni+2 poseibilitats).
Sigui ﬁ(n) el valor reduit, Definim una permutecid o tel gque
o(1}£1, 481 sf 1=1:n-1 3 oc{n)#1l,n . '

S1 Ay 4= {e1F(1)=1}, t=1-n
Ay = {olo{1) =141}, 1=1n-1( hom t6 p(n)=Cerd(a,) .
A2n = {G!G(n)sl}

Llavors s’arriba a 'P(n)_=‘2:(-l}#{n-5k)! v, (n} , on V. (n) és
< .

7



ol nombre de maneres d’escollir k elements de un total de n en
une taula rodona sense agafar-ne dos de consecutius. 5i diem
uk(n) 2l nombre de maneres 4 escollir k elements d’una linia
de n gsense sgafar-ne dos de cousecutius,ftenim vk(n)==uk(n—l)&
+ uk(n-3). D’altra banda &3 clar que uk(n)==uk_l(n—2)a-uk(n—1)o
Juntament amb els valors ub(n)= 1, ul{n)=:n, dobté per indue-

cié que uk(n) = (n-l;&»l) 1 par tant vﬁn}:;ﬁ—i [n;kj. Pinal-
ment oueda r&(n) = Z (-l)k(n-k)! 2112—131{ [2nk- k) v

Fem ol lligem smb permenents. Comptar el nombre de permm~
tacions en que i no té permds anar & parar a un 1loc 3} &s fheil:

Per(aij}, amb a, =1 8i { — } eath permds ; a,. = o si no ho

13 13
eath. Per exemple, d{n} i u{n) venen expressats com
ol 1l...1 0 0 1oasl
l1ol...1 1l 6 0uanl

d{n} = Per|{l 1 o0...1| , r(n) = Peril 1 Q0...1| o

111...0 o0ll...0
Desenvolupant d{n) per 1 dltima fils 1 desgprés lo que gqueda
ver 1a primers tenim la recurrdncia . d{z#l)=n(d(n} 4 d(n-1)).

Donat un krn rectangls llat! el nombre 4’ sxtengions a
(k41)xn rectanglies s’obté per la recepta de posar zeros o uns

en una matriu i calcular el permsnent, Per exempla, sl el rec-

coo¢oll
12345 loloewe
tangle és (3 145 2) ¢l nombre d‘extensions és Perioc o o 1 1| ,
53124 llo00
01l1loo

és s 31r, & .

Hom demoatra que si A 43 unz matriu que té la sumn de cads
© £ila 1 de eada columne constent llavors P{A} # 0. Per tant 1’gx-

tensid fine gl quadrat és sempre possible,

30
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Velem que t& interds ol valor de Per{A} si +& zeros o uns
en aij 1 rj éa el nombre de ung en la fils § . Hom ha demostret
que sn agquest cas Per{A} < ﬂ{rj!l/rj + ‘C} s T = .14 ... ., Hom

b

conjecture que es pot treurs 1la T , 31 =ixd &s cert el nombre

de quadrats llatins satisfard L <( T7 ) | st & certa
k=lin-1 on-1 n2
1a conjecturas de van der Waerden esmentada abans 3 Ln = n! /n

L]

Una altra menera 4 introduir el permanent 4 una matriu éa

aix! s Per(au} = Icoeficiant de I XyeesX €0 el desenvolupament

(nl,... ,ns)

de (Z&ljxj Qa‘?jxj)“'%a"ﬂ;j . E,: general defislim Per . .(3131
8 s
com el coeficient de %X ... X e {Zaljxj} vas (Eaijj} .
S‘obtd qz;e .
'ooo,n ) n
Pte;rn1 ® = coef. de :le... xas a m s ON

X= (xisij) . Acuest resultat &s el que hom coneix com a teorema
mestre de Mackahon.

Es pot aplicar el dit teorema a la fHrmula d inversid de
Lagrange per funcions de vhries variebles . Si y=x+4 £(y}, yeRo,
f{o} =0, Got{I-Df)# 0 i vull expressar G{(y) en funcid de x :

o n
o) = T =) i DY..D % (1) Leet (2 a(xe

«det{I-DL) .

Part;cions.- Sigul n = al-i»az«a- vow +ap ' al- 9.22 vae = ap>o '
i I'Tp el nombre de particicns com le anterior de n en p trosaoa,
31 pensc gue tenim p caixes 1 vosem un slement a cada une 1 la

resta del elements en 0,1,...,p caixes, obtenim le recurrdneia

3



ﬁ’; =, " HTy T oo 4-173‘1’
D’aguesta relacid junt amb la corresponent s '('[n'"l surt que
nn ﬂ“"l “"’ . Si ni afeglim ng =5 o 1ng= o i qep,
tenim deteminats tots els valors del ngmbre de particions.
La f.g, vel £(x,y) =3 Znn"‘p RePo 77 —2— | 8s odva

n=o p2o gz0 1 - xay
n
que TI° = Zﬂn té por f.g. [T .
P a8
. =0 eg 1l=-x
De manera anklogs hom construeix les f.g. de les particions
en parts senars : T (x)-— "'T(l 23"13 , 8n parts perelles
4 (x)- W(l—- -1 , en par’ta d4ferants f {x)= TT {14 xg) s
da
g=l
én quadrass f (x) = [1{1~ %> } , en primers 1] (l-xp}-l 9
=] pEP
on primers diferents TT(I-&— -, on ¥ &3 o1l conjunt de nom-
pe P

bres primers, etc.

Es difieil treballar amdb aquestes f.g. Hom té alguns resul-
tats asimptdtics, per exemple TTRN exp(ﬁx/?n/?,)/(d»n\ﬁ) .

Entre les particions hi ha algunes identitats. Per exenmple,
com que fs(x) = TI7 (1_x2s)/{1_xs) = JT{1+ x7) , tenim com a
g=1 s=1

" ""'eonseqldineia que el nombre de particions en parts seners és

igual =21 nombre de par‘ticions on paris dlfsrents.

El nombre de particions en parts de tmmany 53t és el gue

_ 7 A .
t4 per f.g, {1- x)1W (1- x‘SB l)(l- 1534'1}4., D"altra benda la
a=l

f.g. ée les particions en parts de temanys no consecutius és
2 m

me TT(1- xj) » Remanujan va provar que les dues f.g.

m=o j=1
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coincldeixen, 1 per tant els dos tipua de particions tenen, per.
8 cada n,el mateix cardinel, l¢ qual no &s pas evident!

En une orimera xerrada sobre A.C. no volem Iintrodulr més
eonceptes, 1o gual ¢ns obliga & no dir rés de permutecions,

accions de grups, grafs i molts d"sltres camps. Segueizen unaaw_
refertneies bhslques per qui hl estigul Ilnteressat :

Berge,C.: Principes de Combinatoire, Dunod, 1968.

Comtet,l.t Anslyse combinatoire,I 1 II, Presses Univ.
de Franoe, 1970,

Percus,J.K.: Combinatorlal Methods, Springer, 1971.

Riorden,J.: An Introduction to Combinatorial Analysis,
wiley, 1958,





