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l.- Cuasianaliticidad en los espacios El.

En £ 3} se ha Iintroducido, para cada espacic de sucesiones X , una
clase de funciones diferenciables, designada por E)(A), formada por las
funciones f infinitamente diferenciables en 4 (subconjunto de R") tales

que

(\"fnﬁA) ¢ X es decir pu(f) = Eﬁfn\\\'\un\é vp \;(un)a pe

Aquf nos timitaremos a considerar el c¢aso en que A sea un intervalo arbitra-
ric de la recta e indicaremos simplemente “fn\‘.= ls\fn“A. El problema que
tratamos es -el de encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre el
espacio by {gue se supone normal y contenlends al espacio de las sucesio-
nes casi nulas) afin de que la clase EX(A) sea cuaslanalitica, es decir,
no exfstan funciones no triviales fé¢ E)‘(A) tales que fn(xo) = {, para cada
n30, en algdn punto X, de la recra.

En primer lugar, y bajo ciertas condiciones, reducimos el problena
al caso en que A sea toda la recta. Obsérvese que al aplicar a la varia-
ble independiente una homotecia de razén k,las derivadas de la funcifn
quedan afectadas en un factor l_(n; es por ello que, utilizando un proce-

dimiento “standard", que no detallamos e posible demostrar las sigufentes:

Proposicifn 1.- Sea * un espacio de sucesiones tal que E}(I) sea un 41-
gebra, donde 1 es un intervalo compacto de la recta, vy tal que si (un)é;\-
es (knun)e b para todo k »0; entonces Em(!} ne es cuasiaznalitica si y sé-
lo si existe una funcién f¢€ El(I), ne trivial, cue se pueda prolongar

per ceros fuera de I a una funciédn indefinidamente derivable en la recta.
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Proposicidn 2.~ Con las mismas hipdtesis de la Proposicién anterior, to-
mando come 1 un intervalo abierte acotade de la recta, El{l) no es cuasi-

analftica st y sélo si poasee una funcidn no nula con soporte compacto.

La proposicién anterior es también vilidad i 1 =R, o si I es una

semirrecta. Se obtiene asf :

2 >
Corolario.- S5i las clases E {I) y E (R) (I intervalo de R} son #lgebras
y > es estable frente a las transformaciones u ----- > (kn)u para cada k)0,

A
entonces E {I} es cuasianalftica si y sédlo si lo es EX(R).

2 by
Las condiciones que aseguran que E (I} o E (R) son 4lgebra dependen
sélo de » . Las hipStesis del Corolaric son sélo necesarias para la equi-
A p S
valencia de la cuasianaliticidad de E (I) con la de E (R}, pero no inter=~

vienen en el estudio de E}(R) que iniclamos a continuacidn.

2,=~ Cuasignaliticidad en 13 recta v problema de Hatson.

El problema de Watson consiste en encontrar una funcién holomorfa
en un abierto G del plano con ciertas condiciones de crecimiento. Vamos a
considepar shora una variente de dicho problema que, como veremos, estd
relacionada con la cuasianaliticidad de las clases E)(R). Las condiciones
que nos conviene considerar para una funcidn F, holomorfa en G, son las

sigutentes i

(ui) 0 # FER(G) , =2 hz" F(z)ﬁ u\ ¢ %® para cada ue A

-y 0

(N;) Q0 ¢ FEH(G) , suE ZNF(z)i.\unh o para cada us A
L R

(H;) 0 # FeH(®) , E Y z-rﬁ“{z)“c .\un\‘_ 2 para cada u &\

wy e
) 0 #Feu©@ , svp = | 2"r(a |u\so para cada uweld .
ZEG W
81 G, es el semiplano ablerto Ga = \ z€C ¢ Re(z} > a ‘] »¥ existe una
funcién F cumpliendo lz condicién (w?} en G_ entonces existe una funciéa,

la raotziccidn de F, cumpliendo (H?) en tods G, con b »a. Bs mis, para que
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exista F cumpliendo (H:) en Ga es necesario y suficlente que exista ¢

N
cump liendo (Hl) en G0 (es suficiente tomar @ (z) = F(zda) v observar que

n
‘---.E-.-.-l £ 1

z 4+ a

se tiene

puesto que Re{z) >0 y a 30}, S5e tiene un resultado andlogo paraz la condi-

cdén (u;}. '

Proposicidn 3.- Para que exista ﬁ cumpliendo (H}) {1 =1,2) en uan (o en
todo} semiplano Ga’ coﬁ a‘;o; es necesario y suficlente que exista F cum=-
pliendo (w;) (§ = 3,4 resp.) en el disco D =lze € 1 J1 - z\c 1.

Para verlo es suficiente observar que, segln las observaciones an-
teriores, se puede suponer a = 1f2 y relaclonar F{s) = + (z) con 5 = 1/g.

En cuante a la relacidn entre las distintas condiciones de Watson
introducidas observemos, ademis del enunciado anterior, el hecho de que
las condiciones (‘J‘l) ¥ (H);) son mids fuertes que las respectivas (H;) ¥
(”2)5 sin embargo, ¢omo consecuencia de un resultado posterior, se pondrd
de manifiesto que, de hecho, son equivalentes,

Abordamos ahora la relacién entre la existengia de funciones que sa-
tisfagan las condiciones de Watson relativas al espacio de sucesiones

¥ la cuasianaliticidad de los espacios E}(R) E

Teorema l.- S5i E} = ér(ﬁ) no es cuasianalftica, entonces existe una funcién

F holomorfa en Gys que cunple (H’}) en cada semiplano G_, con a>0.

Dem.- De la hipétesis se deduce que podremos tomar en E* una funcién £
tal que f(x)} = 0 si x £0, f(x) ¥ O para algfn x> 0; 'f estard acotada por
ser “f“R\ué ' Mu = pu(f).

La transformada de Laplace, F, de f, definida por

[ 4]
Flz) = / E(x) e 7% dx
[+]

es anal{tica en Go ¥ se tiene ta 1ipualdad (integrande por partes) :

o
"F(z) = / £ 0™ ax .

-]

Por consiguiente, fijade a >0, se llega para cada u €EX a:



LY

. 2]
Z gt:pa \z.nF‘(z)\,kuﬂ\‘II < Z sup \ }o f(ﬂ)(x).e-z’t u dx\ <

G uy g 266y

Z sup fcﬂ n f(n)“R iu“\e-xRe(z) dx =

wlhoo ZEG@ L]

o
2\ f(“)‘.‘.R \u_y Bupj xR} 4 ¢
v

w2 z2eG,
£ ifa . Z“ f(n)“R \un[.r. o ff
wh @

Teoxema 2.- Si existe una funcidn ? cumpliendo la condicidn (w;) en

el semiplano Ga’ a> 0, entonces H& * 1o es cuasianalftica.

Dem.,- La funcién
F(z) = ?...(.E)---
22
es holomorfa y no idénticamente nula en Ga ¥, para M >0, conveniente, se
tiene =

|r(2)| ¢ --}fi- s1z=2x 4 1y

¥

Puesto qua en le desigualdad IF(:)\.\u0\5 M se puede tomar v = 1 v ade-

mis :

. S
- 2
12 y
De acuerdo con las propiedades de la transformacidén de Laplace, F es
la rransformada de una funcidén no idénticamente nula {pueste que F no lo
es), £, tal que :

b
£(x) = L/20i o cin).e? dz

b=ie

integral que es independiente de by a, y f{(x) = O para x40, Vamos a pro-

bar que la funcién

R mememmam- 3 e-cxf(x) donde b=1(a$cl)f2,



pertenace a E}L , Lo nue termina la demostracidn. Estd claro que la fun-
¢idn que acabamos de definiy es indefinidamente derivable y si uw ¢ X un

cdlculo prueba, para z = b 4 it, la desigualdad :

‘o de
\if(X)-e-ch(n)\-\ur& ¢ /20 \zné(z)\.\un\e-(c-b)x I;F-
_ -

Puesto gue para x LO es f(x) = 0, se puede suponer x 20 lo yue implica

e-(c-b)x ¢ 1, llegéndose entonces a

‘o
n dt
S ey o €172 [\ e o
wy e o
o
¢ van [ - =
» 1242 v
Es decir,
Z, “g(“)\‘ R '\un\ = %ﬂ i\ S(R)\\R‘ \un\\ < AP

donde g{x} = f(x).e-cx.!f

3.~ La funcidn de Ostrowski y la condicidn de Carleman.

En el apartado anterior hemos reducido el problema de la cuasianali-
ticidad de los espacios E'k a la existencia de funciones que resuelvan el
problema de Watson asociado al espacio de sucesiomnes i- ., Ahora es fécil
encontrar condiciones de cuasianaliticidad que se refieran direcramente
al espacio '\ . Puesto que una sucesidn pertenece al % -dual de un espacio
de sucesiones si y séle si estd mayorada por una sucesién de dicho « -
dual, resulta que las condiciones (HT) v (W;) se pueden interpretar como

las de un problema de Watsén ordinario relativo a una sucesién de cons-

n,
tantes \v_{ , donde (v ) e . as?, pues si para cada v = (vn) e A
n i1

definimos la funcidn de Ostrowskl Tv : (0,00) ~a=mma- (0,®] en la forma
n
r
T {x) = sup -~r--=-
Wni

X
se obtiene que existe una funcién F qie cumple Lo condicién (N3) en el
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disco D si y sdlo si existe un vector v € » tal que

==
log Tv(r) :
———————— dr & 4 g5
i

r2

Asf, la convergencia de esta integral es equivalente a la ne cuasi-
analiticidad del espacio B X ¥, a 5u veg, a la existencia dea solucién
para una cualquiera de las cuatro formas del problema de Watson. En vip-
tud de un resultado de Carleman, cualquiera de estas condiciones os aqui-
valente a la existencia de un vector v = (vn) -2 3: que haga convergente

a alguna de las serfes :

s 5 S b

c ¥ P ¥
vz O\vnql\ -3 (\vn\ ) wp o Fn

donde (\v“\)c ¢s la repgularizada corvexa de (\vn\) por medio de logaric-
mos , mieuntras que G = inf v . En eétas dltimas condicilones se supone
n k»n k lft‘l )
implfcitamente que se cumple ! 1lim 1vn\ = ¥ , necesaria para poder
n
regularizar la sucesidn (\vn\). En caso contrario es un hecho conocido

4 2
el que elle implica que j log Tv(r)fr dr = =
\
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