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STRATIFICATIONS PARFAITES
ET THEORIE DES POIDS

VICENTE NAVARRO AZNAR

Abstract,

In this paper, we emphagize Deligne’s theory of weights, in order
Lo prove Lhat sorne stratificalions of algebraic varictics are per-
feel. Tn particnlar, we study in some detail Lhe Bialynicki-Birula’s
stratifications and the stratifications considered by F. Kirwan to
compute the cohomology of symplectic or geometric quotients.
Finally we also appoint the motivic formulation of this approach,
which contains the Hodge theoretic formulation. '

Introduction

Il est bien conmi que Yespace projectif complexe P*{C} admet une
filtration P™(C) O P*~1(C) D --- qui donne une décomposition cellulaire
P*(C) = C*uUC» ' U~ & partir de laquelle on pent obtenir les nombres
de Betti du P*{C) familiers & tous. En outre, on peut changer légérement
le point de vue et obtenir cette décomposition cellulaire du P*{C) de la
théorie de Morse, car P*{C) admet nne fonction de Morse avec n + 1
points eritiques d'index 0,2,...,2n, et il résulte alors de la parité de
ces index gue les inégalités générales de Morse entre nombres de Betti
¢t nombres de points critiques sont dans ce cas des égalités. On peut
finalernent considérer la réduction de P*(C} & un corps fini Fy, on obtient
alors la décomposition P*(F,) = Fy U[F:;_' - - qui permet de compter
les points de P*(F,), obtenir la fonction zeta de P™(F,) et retrouver, de
nouveau, les nombres de Betti par les conjectures de Weil.

Dans cet article, nous nous intéressons aux décompositions ou strati-
fications des variétés algébriques et aux fonctions de Morse sur celles-ci
provenant de Naction d'un groupe algébrique sur la variété, Dans ce cas,
la théorie des poids, qui est née des conjectures de Weil, nous perrnet de
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formuler un principe qui établit que toutes ces décompositions et fonc-
tions de Morse sont parfaites, ¢’est-a-dire que pour elles les inégalités
de Morse sont toujours des égalités. Nous préciserons ce principe pour
les décompositions de Bialynicki-Birula des variétés complétes lisses sur
lesquelles opére un tore algébrique et pour les fonctions de Morse qui ap-
paraissent comme carré de la norme de Papplication moment de 'action
d’un groupe algébrique réductif qui opére linéairement sur une variété
projective complexe.

Remarquons que Atiyah-Bott ont donné dans [1] un critére pour
qu'une stratification soit parlaite en termes de cohomologie équivariante
et que, en utilisant ce critere, Kirwan ([15], [16]) a déja obtenu la plupart
des résultats de cette note, bien quinniguement pour les décompositions
filtrables, car le critere de Atiyah-Bott n’est disponible que pour ces
décompositions. Par conire, 'approche de cette note, basé sur la thécrie
des poids, n’a pas bescin de cette hypothése, ce qui infirme Uopinion de
Carrell et Sommese, pour qui cette hypothése paraissait essentielle {[6]).

1. Poids et caractéristiques d’Euler pures

Dans cette note, k désigne un corps algébriquement clos de
caractéristique p > 0, et on appelle k-schémas les schémnas séparés ot
de type fini sur &.

On fixe un premier { distinct de p, et pour tout k-schéma X, on note
H*(X), resp. H}({X}, la cohomologie [-adiquc, resp. & support compact,
de X, c’est-a-dire qu'on pose

HYX) = H'(X, @)

et
H} (X)y=H:X, Q).

Sip =0 et k est un sous-corps de €, on peuf alternativermnent considérer
la cohomologie singuligre rationnelle au lieu de la cohomologie -adique,
c’est-a-dire que dans ce cas le lecteur pourra interpréter dans tout ce qui
suit H*(X) et HX (X}, par H' (X @€, Q) et H}(X ®C, Q), respective-
ment.

Daprés la théorie des poids de Deligne ({7]), on sait que ces groupes
de cohomologie ont une filtration croissante: la filtration par le poids
W, et & partir de celle-ci on peut introduire les caractéristiques d’'Fuler
pures de X, définies, suivant Durfee ([11], mais ol elles sont appelées
mixtes), par

Xm(X) = (—1)dim Gr)f H'(X)

i
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et
XX =3 (-1) dim Grl Hi(X).
i

En particulier, si la structure de H*{X) est pure de poids 4, i.e.
Gr?¥ HY(X) =0, pourtout m#i,

ce qui est, par exemple, le cas si X est lisse et complet, et on note §,(X)
les nombres de Betti de X, on a

X (X) = bi(X).

Mais, en général, ils different et ces caractéristiques d'Euler pures ont un
meilleur comportement que les nombres de Detti face aux suites exactes
de cohomologie.
Finalement, nous introduisons les polyndmes de Poincaré purs de X
par
PP!H'(X! t) = z Xm{ X) 2"

T

el

Po(X, )= 57 xrx) e,

Tl

2. Décompositions et stratifications

Puisque les définitions de décomposition et stratification d’une varidté
algébrigue varient parfois suivant les autenrs, nous allons préciser notre
terminologie.

Définitions. Soit X un k-schéma, une décomposition de X est une
familie finie de sous-schémas localement ferinés de X : { X, baca, quisont
disjoints et tels gque X = U X,,. On appelle cellules de ta décomposition
les sous-schémas X,

Une décomposition de X est dite filtrable §'1 existe une suite
décroissante Fy D Fy 2 -+ D Fiqy de sous-schémas fermés de X telle
que Fy = X, Fop = ¢ et Fg— Fgyy est une cellule de la décomposition,
B=1, ..,m.

Une stratification de X est une décompaosition telle que la frontiére de
toute cellule est une réunion de cellules.

Il w8t clair que toute stratification est une décomposition filtrable, et
qu'il ¥ a des décompositions hltrables gui ne sont pas des stratifications.
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Théoreme 1 {cf. [11])}. Soit X un k-schéma et soit X = U X, une
décomposition de X. Alors on ¢

XMX) =) X0 (Xa), pour tout m.
o

Démonstration: 81 N = dim X et X;, X5,..., X, sont les cellules de
X de dimension N, on va prouver le résultat par double récurrence sur
N et r. Le cas N = étant évident, on suppose N >0 et r > 1.

Siunedescellules Xg, 8 =1,...,r, est un ouvert de X, par récurrence,
il suffit de prouver le cas particulier suivant du théoréme: si X = X;UX,
eb X est un ouvert de X, on a

X (X)) = x{(Xq) + X X2)-
En effet, cecd résulte immédiatement de la suite exacte
T Hé(Xl) - Hi(X) - Hé(xz) -

car le foncteur CrY est exact.

]
Dans le cas général, soit X, Uintérieur dec X,. Il est clair que la
décomposition
[~} o
X=X, =] XaL (X: - X,)
aFEr
a7 — 1 celluies de dimension N, donc par récurrente on a

XX = X)) =D xP(Xa) + X2 {Xe — X, )-
AT

Puisque pour les décompositions

o

X:XO',.U(X—XT}

et o R
X, = X, U (X, - X,)

on peut appliquer le cas particulier du shéoreme déjh prouvé, on obtient
o a
XTHX) = xT (X)) + XX - X,

et

s}

X?(XT) = XSI(XT) + X?(Xr - XT‘):

d'oq il résulie le théoréme.
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Corollaire. Si X est hisse et connexe, et les cellules X, sont lisses,
équidirnensionnelles el de codimension d, dans X, on a

Xm(X) = Z Xin—2d,, (Xcr)'

Bérnonstration: En effet, par dualité de Poincaré, on a
X.::n (X) = X2 dim X—m(X)

(527
X:}'(XQ) = X2dim X, —‘m(Xn):

douce le résultat suit immédiatement du théoréme 1.
3. Décompositions et stratifications parfaites

Soit X = U X, une stratification (ou méme ung décomposition filtra-
ble) de X, il est clair, en changeant les sons-index si nécessaire, qu'il
existe une filtration de X par des sous-schémas fermés

FiD2FR2O2F 2

telle que
FG‘ - E\'-f—l = ch

pour tout . Alors, pour tout &, on a une suite exacte
= HY{Xo) = Hi(Fo) = HiFasr) = -

et on dit que la stratification est parfaite si tontes ces suites se scindent
en des suites exactes courtes

0— HY{X,) = H{F,) — H{(Foy1) = 0.

Si X est lisse et connexe, toutes les cellules sont lisscs et connexes, et
notons d, la codimension de X, dans X, il en résulie alors que

bi(X) = sz‘—zdﬁ(){a) ,  pour tout 1.

En général, si X es lisse et connexe et X = U X, est une décomposition
de X, avec des cellules lisses et connexes, nous dirons qu’elle est parfaite
si elle vérifie 'égalité antérieure entre nombres de Betti.
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Nous nous intéressons plus particulierement aux décompositions de
Bialynicki-Birula {[2]}, qui, en général, ne sont filtrables que dans le cas
projectif ([4], [14]). Rappelons que ces décompositions s’obtiennent de
ta maniére suivante.

Soit X un k-schéma lisse et complet sur lequel agit un tore algébrique T
et soit X7 = U X! la décomposition de la partie fixe X7 en composantes
connexes. Alors X a une décomposition X = U X, telle que X, est un
k-schéma lisse, X7 est un sous-schéma fermé de X et X, est une fibration
sur X7, en particulier, le mmorphisme

H*(Xo) — H'(XJ)

est un isomorphisme.
Ces décompositions sont le sujet du résultat suivant.

Théoréme 2. Soit X un k-schéma conneze, lisse e¢f complel, qui ad-
met une décomposition X = U X, telle que chague X, est un k-schéma
lisse, conneze, de codimension d, et a un sous-schéma complel Y, pour
lequel le norphisme

(X)) — H(Y,)

est un isomorphisme. Alors,

bi(X) = Z bi_oa, (Ya), pourtout i,

et, done, lo décomposition de X est parfaite.

Démonstration: Puisque aussi bien X que les cellules X, sont lisses,
et puisqu’on a
Xm{Xa} = Xm(ya}:

il résulte du corollaire au théoréme 1 que

Xm(X) = Z Xm—?do(ya)-

Orona .
GrlV HY(X,) =0, si m<i,

L

car les X, sont lisses, et on a

Gr,“:H"(Ya)z(J, §1 m >,
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car les Y sont complets, dou
oWy _ oo s
Gr,, H'(Y,) =10, sl m#£1,

et il en résulte que
Xm.()/cr) = brn{vr.‘r)‘

Puisgu’on a aussi
Xv'n(’Y) = bm(f\r)s

X étant lisse ef, complet, ceci prouve le théoréme.

Corollaire (cf. [3], [6], [12], [18]). Soit X un k-schéma conneze,
lisse el complet sur lequel agit un tore algébrique T. SiXT = UXT estla
décomposition de X7 en composantes councues el d, est la codimension
de la cellule X, de ta décomposition de Bialynicki-Birdle de X, on @

b(X) = Z hicou AXDY, pour toul i
.

Remarque, Dans [3] les nombres de Betti de X sont donnés par une
expresion équivalente & 'antérieure mais légeremoent différente. En effet,
rappelons que, assocides 4 la décomposition en composantes connexes de
X7 on a deux décompositions de X

X:UX;—:U.XJ.

aEA rE A

Alors, la fornwle du corollaire antéricur pour la décomposition X =
U X1 doune

b(X) = bia, (XD,
ol dy = dim X — dim X}, Tandis que la formule de [3], pour cette
décomposition, est

bi(X) = Z bi_z,i;t(Xi
ot d} = dim X} — dim X!, Or, puisquon a

dim X = dim X 4 dim X] — dim X,
il résulte que ]
dn = dim X — dim X(_i (=:d),

et ainsi la formule du corollaire obtenue & partir de la décomnposition XA =
U X} coincide avec Ia formule de [3] obtenue A partir de la décomposition
X =UX:.
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4. Théorie éguivariante

Scit G un groupe k-algébrique linéaire et X un G-schéma, i.e. un &-
schéma sur lequel G agit, la echornologie {-adique équivariante de X est
définie comme la cohomologie {-adique du schéma simplicial B{X, &),
obtenu par la construction barre géométrique; ainsi. si on suppose, par
exemple, que G agit a droite sur X, on a

B(X,G}y =X x G7,
et

60(3:1 Gy, ga, ... ;071) - (Ig'l: g2, .. ':gn)
‘51'(‘1:! a1, g2, - - :S’n} = (ZII., 1y G Gitls - - - ;Qn):

sil<i<n—1,et
6?1(:1:! g1, g?.:"'!gﬂ) = (I: gl)"':gﬂ—l)!

{voir [8, 6.1]). Il en résulte que les groupes de cohomologie équivariante
HE(X) et HE (X) ont aussi une filtration par le poids, qui vérilie le
théoréme suivant (cf. [8, (8.2.4)]):

Théoreéme 3. Soft X un G-schéma de dimension N. Pour touli = 0,
on a:

1} Les entiers m tels que Grll HL(X) est non nul vérifient les con-
ditions suivanies:
(i) me[0,2N[i~N,i+N|.
(i) $i X est lisse, m € [i, 24 N[z, 2+ N
(iti) Si X est complet, m € [0, ¢5)N[i — N, 1]

2) Les entiers m tels que Gr)y Hg (X) est non nul vérifient m €

0,4 N[i - N, 1.

Démonstration: Les différentes parties du théoréme résultent des pro-
priétés des poids des faisceanx d’images directes R* f,Q du morphisme

[ B(X, 6} = B(G),
analogue simplicial du morphisme classique

X XUG/G—? BG:
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car 2(G) se comporte cohomologiquement comme un schéma lisse et
complet, c'est-a-dire, que si 7 est un faisceau lisse pur de poids n sur
B(GY), alors HY{B(G), F) est pur de poids »n + 1 {¢f. [9, (3.3.6)] et
[8, (9.1.4)]). Nous nous bornons & donner une esquisse de preuve du
théoréme.

En général | le faiscean REf, @ est mixte de poids dans [0,24] M [5 —
N, e+ N ([9, (3.3.8)]), dong on obtient 1) (i).

Pour prouver 2}, on considére les faiscennx d’images directes & support
propre f* i @ qui sont mixtes de poids dans [0,4N[i— N, 4] ([9, (3.3.8)]),
et ainsi, les groupes He, (X) sont mixtes de poids aussi dans (0,4 N [i —
N, 1.

Si X est lisse de dimension N, le faisceau R £.Q; est le dual du faisceau
R2N- £y Qi (N), est donc mixte de poids dans [3,2i] O [i,2 + N], d’o il
résulte 1) (ii).

Evideminent, 1) (iii) est un cas particulier de 2).

Si on dispose de la résolution équivariante de singularités, par exemple
si & est de caractéristique 0, on peut cdonner une aulre preuve de ce
théoréme, méme en termes de structures de Hodge mixtes, car on dispose
alors des ingrédients essentiels pour suivre la lighe de démonstration de
Deligne dans le cas non équivariant ([8]}. En ellet, si X est lisse et
complet on a

HL(X) = (HY(X)® H*(Bg))"'“°,

ot G est la compaosante connexe de G (voir [15, 5.8]}, donc ces groupes
ont des structures pures. Si X est lisse et non complet, par Sumibiro
[17] et Hironaka, il existe un G-schéma. lisse et complet X qui contient
X comme un ouvert de Zariski dense et tel que X — X est un diviseur &
croisements normaux, on peut alors suivre les arguments de [8] et prou-
ver 1) (ii). Si X est propre, par Hironaka, il existe unc hyperrésolution
dquivariante de X et il en résulte 1) (iii) par descente cohomologique.
D’ott on déduil aussi 2} en utilisant encore le théoréme de complétation
équivariante et la suite exacte de cohomologie correspondante. Finale-
ment, il en résulte anssi 1) (ii) par descente cohomologigue.

11 résulte de ce théoréme que pour la cohomolopie équivariante les
caractéristiques d’Euler pures sont définics, bicn que la caractéristique
d'Euler ordinaire n'cst pas en général définie, car on peut avoir un nom-
bre infini de groupes de cohomologie non nuls. On définit donc les car-
actéristiques d’BEuler équivariantes pures de X par

XE(X) =" (-1 dim Gr}) H5(X)
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et
XG (X} =D (1) dim G HE (X).

On définit la série de Poincaré équivariante pure de X par

PS(X) =Y xB(X)tm,

qui, éventuellement, peut étre une série formelle non polyndmiale.

Si X est un G-schéma, on introduit, comme dans le paragraphe 2,
les G-décompositions, les (-décompositions filtrables el les G-stratifi-
cations, et une démonstration paraliéle 4 celle du théoréme 2 donne le
résultat suivant.

Proposition 4. Soit X un G-schéma et soit X = U X, un G-décom-
posttion de X. Alors on a

XG (X)) = Z XG ol Xa), pourtout m.
[#3

La dualité de Poincaré n'étant pas valable en cohomologie équiva-
riante, pour obtenir 'analogue équivariant du corollaire au théoréme 1,
nous devons utiliser la cohomologie locale équivariante et introduire les
caractéristiques d’Euler pures correspondantes.

Soient X un G-schéma et ¥ un G-sous-schéma localement fermé de X,
Alers, il existe un G-sous-schéma ouvert IF de X tel que ¥ est un fermé
de U, U — Y est donc aussi un G-schéma et on définit la cohomologie
locale & support dans Y : HE (X)), comme la cohomologic du cone du
morphisme

BU -V, G} — B, G),

(voir [8, {6.3}]), cohomologie qui ne dépend pas du ouvert I/ choisi. Cette
cohomologie a quelques propriétés en commun avec la cohomologie locale
ordinaire, ainsi cette cohomologie a une filtration par le poids, vérifie la
propriété d’excision, llisomorphisme de Thom et on a la suite exacte
longue de cohomologie que, par exemple si Y est fermé dans X, est

C HE (X)) > HE(X) o HG(X =Y) — -

Proposition 5. Soient X un G-schéma et Y wn G-sous-schéma lo-
calement fermé de X. Les entiers m. tels que Gr¥¥ HE (X)) est non nad

e
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sont positifs et pour chagque m il n'y a gu'un nombre fini d'entiers 1 2 0
tels que Gr¥¥ HL (X)) est non nul

Démonstration: Elle suit immédiatement de la suite exacte antérieure
et du théoréme 3.

On peut done définir les caractéristiques d'Touler pures pour cette co-
homologie locale éguivariante par

Xy (X) =D (=1 dim Gr)ll HE (X)),

T

Proposition 6. Soit X un G-schéma et soift X = UX, une G-
décomposition de X. Alors on a

XE(X) =30 XE.x,(X), powr ot m.
ix

Démonstration: Il nous convient pour le ralsonnement qui suit de
prouver le résultat plus général suivant.

Soient Z un G-schéma, X un G-sous-schéma localement fermé de Z
et X = U X, une G-décomposition de X. Alors on a

xé&r x{Z) = Z XG x. (Z), powrtout m.

En cffct, nous pouvons maintenant suivre le méme argument que dans
la preuve du théoréme 1. Par la méme récurrence, il nous suffit de
prouver lz cas ou X = X, U X5 et X, esl un ouvert de X. Mais dans ce
cas, on a la suite exacte

T Hé:,,\'z(z) - Hé‘,x(z) - HE’,X[(Z) —
ct on obtient

XC x(Z) = xG x (Z) + & x,(2)-

Corollaire. Si X est lisse el connexe et les cellules X, sont lisses,
dquidimensionnelles el de codimension d, dans X, on o

XHX) =) i HM(Xa),

PSAXy =) # PG (Xa).

¥
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Démonstration: En effet, il résulte de l'isomorphisme de Thom
HE(Xo) S HE ¥ (X) (do),

que
2d,
xa (Xa) = XTC?_;(,: (X}
donc le résultat suit de la proposition antéricurc.

Exemple 1. Nous allons maintenant montrer comment on peut
déduire du corollaire précédent les formules de F. Kirwan ([15]) qui don-
nent inductivement les nombres de Betti d'un quotient. symplectique ou
géométrique d’une variété. Nous rappelons, d'abord, le théoréme de
décomposition de [15}, suivant Uapproche algébrique de [15, Part II), et
renvoyons & loe. cit. pour plus de détails ainsi que pour la relation avec
la théorie de Morse et le carré de la norme de Papplication moment en
géométrie symplectigue.

Soient X un k-schéma projectif et lisse et G un k-groupe algébrique
réductif qui agit linéairement sur X. Alors, d’aprés [15), il existe une
décomposition filirable de X

x=J s

peB

telle que Sg est Ponvert X5¢ des points semi-stables de X, et pour tout
B € B, 870, Spest isomorphe & G x Y§*, ou Y5 est un sous-schéma
P

de X localement fermé et lisse, et Pg est un sous-groupe parabolique
de . Bn plus, il existe une fibration algébrique localement triviale et
Ps-équivariante

pp V" = Zf

avec des fibres des espaces affines, ou Z5® est 'ouvert des points semi-
stables, par rapport & un sous-groupe réductif maximal stebF de Fg,
d'un sous-schéma fermé et lisse Zg de X.

Soient Sg . les composantes connexes de Sg de codimension d{f3, m).
Alors, il résulte du corollaire précédent que

—2d
XA (X) = Z xh 2 |U‘g’m)(.S'ﬁ‘m), pour tout p,
ou bien, en termes des polynémes de Poincaré purs

PG (X) _ Z t‘Zd{,ﬁ,m) P;gu‘ (Sﬁ,m)A

pur
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'ul

résulte des proprwtc‘: de la cohomoelogie équivariante que

Soient Yﬁ"’;” et Z5°, les composantes correspondantes de Yg*° et ng‘ ¢l

HG (Sﬁ ‘”l} = IIP; ( 8 m.)
PIPf;( (‘?'m) HP (Z"? m.)

et

‘HPﬁ (Z“‘i m) If*mbﬁ (‘/ m)
d’on

P-_gw (Sﬁ,m) P;:J?bﬁ (Zﬁ m)

el on oblient la formule récursive

PCAX™MY=PS(X)— > 2B prlabBgae ),

pur
pes
Q< me<tdim X

En utilisant pour chaque Z3°,, cette formule, on obtient récursivement
des sous-schémas fermés et lisses Zg i, 00 8 = (f1, 82, ..., F,) {(voir {15,
16.4]}, telles que

Xy = PG (XY = S (—1)0 248 Pt (7 ),

;mn ( s
g

d’oli, si & est connexe, il résulte

PS (X% = P(X)P(Be) — Y (—1)7£*E™) P(Zg ,n} P(Brasg)-
B

Finalement, si on suppose X* = X%, ie que X* a un quotient
géométrique M, alors

HE(X®%) = HY (M),
¢t, puisque M est complet et n'a que des singularités quotient, H* (M)
ast. pur, donc on a
pm( qs) ( )
11 en résulte la formule de I, Kirwan

P(M) = P(X) P(Bg) - Y (—1)71*"E™ P(Zg,.) P(Bstars),

et comme corollaire que la décomposition X = U Sy est équivariantement
parfaite,
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It faut souligner, toulefois, que T. Kirwan a déja prouvé dans [15] que
la stratification X = U Sp est équivartantement parfaite méme dans le
cas général, ek que ceci est équivalent & la pureté de A2 (X°®), mais nous
n'avons pas de preuve directe de ce fait.

Exemple 2. Pour terminer ce paragraphe, nous donnons un dernier
exemple d’application du corollaire au caleul des nombres de Betti des
quotients géoméiriques étudiés par Bialynicki-Birula et Sommese ([5]).
La situation considérée par ces auteurs est la suivante. Solent T le fore
Gy, X un T-schéma lisse et complet sur C, ¢t IJ un ouvert T-invariant
de X — X7 tel qu'il existe le quotient géométrique //1° et est complet.
Alors, il est prouvé par Blalynicki-Birula et Sommese que, si

X= xr= x:
aEA e A
sont les décompositions de X, il existe un sous-ensemble de A non trivial
A~ tel que
v=J xr- U %
aE A~ aEA™

Nous allons retrouver les formules pour les nombres de Belti de U/T
obtenues dans {5], en utilisant le corollaire & la proposition 6. En effet,

puisque
U xi=vuv lJ x:,
aEA~ ag A=

S© 4 P (X = P (U) + Y #1 PL(XD),

car rappelons que

on a

d. =dim X — dim X;’

e

df =dim X —dim X

s

On obtient donc

2(.! —
'P;fuv z t'zd pur (X+) Z t pur cr )

Or
me; (X-! ) p‘m (X )
= P(X.) P(Br)
_ P(XT)

1—¢2
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et analoguement
- PIXTY
! -y 1
F;'nu'(Xn - ﬁ
Et puisque
PI (U) = PLUT),

pur

UJT étant complet et & singularités quotient, on obtient finalement

o 4205 — g2t
PUITY =Y PR

Y=

5. Une version motivique

Dans les paragraphes précédents, nous n’avons considéré que la fltra-
tion par le poids de la cohomologie, car nous avons supposé & de car-
actéristique quelconque, or s1 & est un corps de caractéristique z€ro, on
peut formuler les résultats obtenus pour tout le systeme de réalisations de
sa, cohomologie {[10]} qui, en particulier, contient la structure de Hodge
de cette cohomologie. Cette version motivigue des résultats antérieurs
s'obtient de la maniére suivante.

Dans ce gui suit, on considére done & un corps de caractéristique »éro.
Soit SRM(k) la catégorie des systémes de réalisations mixtes sur k,
qui est une catégoric tanakicnne ([10], ¢f. [13]), et soit SRP(k) la
sous-catégoric tanakienne de SRM{k) engendrée par les systémes de
réalisations pures. Pour tout m, on a des foncteurs exacts

Gri¥ . SRM(k) — SRP(k).
Nous noterons KoM (k) et Ky Pk} le groupe K de ta catégorie abélienne
SRM(E) et SRP(%), respectivenent. Ces groupes sont, de fait, isomor-
phes, car le morphisme

B Gr¥ L KoM (E) = KoP(k)

cst. un inverse du morphisme Ko P(A) — KoM (k) induit par 'inclusion.
Si X est un k-schéma, notons SRM*(X) et SRMI{X) les systémes
de réalisations mnixees de 7*(X) et (X}, respectivement ([10], {13]}).
On déhnit, dans KoM (k), les caractéristiques d’Euler motivigues de
X par
Xmat ()‘r} - Z {_l)t [SRHJ:{X)J
T
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et
Xmot,o{X) = D {(=1)" [SRM(X)].
i
Finalement, on définit, dans KoP(k)}, les caractéristiques d'Euler mo-
tiviques pures de X par

Xinot(X) = Z (=1)" Gy [SRM(X)),

i

et
Xror(X) =3 (=1) GriY [SRM(X)).

i

Aprés ces préliminaires, les versions motivigques des résultats des para-
graphes précédents sont claires, par exemple la méme preuve du théoréme
1 mais avec X, . et SRM; au lieu de x et Hj nous donne:

Proposition 8. Soit X un k-schéma et soit X = UX, une décom-
position. de X. Alors on a

X:zot,c(X) = Z X::iat,c{){ﬂ') . pour toul m.
0

Pour exprimer la dualité de Poincaré dans ce contexte rappelons qu’on
a dans SRP(%) des foncteurs exacts: le foncteur de dualisation

SRP(k) — SRP(k)
M s MY := Hom(M, 1}
et les twist de Tate
SRP(k) — SRP(k)
Me— M(n):=M®& Ln).
Ces foncteurs induisent des morphismes
M — MY
ct
KoP(k} — KoP(k)
M — M(n}.
Alors, st X est lisse, la dualité de Poincaré entraine
—m v
X::ot,c(x) = (X-rzr{\;t (X)) (_f\r):

ol N = dim X, et on obtient immédiatement les résultats suivants,
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Corollaire. 5i X est lisse et connexe, et les cellules X, sont lisses,
connexes et de codimension d, dans X, on a

Xt )—iniim% Xo){=de).

Proposition 9. Soit X un k-schéma connexe, lsse el complet sur
lequel agit wn tore algébrigue T. St X7 = UXY est la décomposition de
X7 en composantes conmezes el do est lo codimension de la cellule X,
de la décomposiltion de Biclynicki-Birula de X, on a

[SrM (X)) :Z [SRACT24 (X )] (—da},  pour toul i

o

En pariicubier on en déduit 'égalilé swivanle entre nombres de Hodge
(cf. [6:)
hpq /\ Z Le- el it —th (XI)

Finalement, nous établissons la version motivigne du corollaire & la
proposition 6, qui se démontre par les mémes argnments gque ce corollaire.

Proposition 10. Seit X wun G-schéma et soit X = WX, une G-
décomposition de X. Si X est fisse el connere et les cellules X sont
lisses, equidimensionnelles et de codimension d,, dans X, on a

> 2d,., G
jmm‘. pur Z i ‘rmo!‘ pur /Yﬂ) (_dﬂ)'

Alnsi, powr Pexemiple 2 du paragraphe 4 on obtient

u( —dg) — %% (=)

mot U/f) Z PmoL (){T) _ tg(_l)

aEA™

d'oll

(SRMIU/D) = > > [SRMI7TB(X])) (—s)

MEAT AT <Cs<dy

et, en particulier, on obtient pour les nombres de Hodge

ooy =y S e xD)

0EAT AT <s<dd
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