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Abstract

COHOMOLOGIAS ELIPTICAS

(Un ensayo introductorio)

GUILLERMO MORENG

A lo memorie de un amigo: Pere Menal -

Let o and 8 be any angles then the known formula sen{a + #) =
seneccos B | cosorsend becomes under the substitution @ =
sena, y = sen d, sonf{o +B) = @/ 1 -y —yvl — 2 =: F{x.y).
This addition formula is an example of a “Formal group Law”
which show up in many contexts in Modern Mathematics,

In Algebraic Topology suitable Cohomotogy theories induce a
Formal Croup Laws, the Blliplic Cohomologies are the ones who
rendize the Euler addition lormula (1778 Fi,u) = (z/ Ry} +

yo /1 — ex?y?). For f{z) = 1 — 2627 - ez the above case
correspands to g =10, § = %

In this survey paper we define this Cohomology theories and es-
tablish its relationship with Glohal analysis (Atiyah-Singer The-
orem) and Modular Forms lollowing ideas of Landweber, Hirze-

bruch ot al.

“IEntre lag disciplinas intelectuales, la Matema-
tica ocupa una posicidn dnica. Desde muchos
puntes de vista es un arle, pero también es el
lenguaje de las ciencias, A pesar de que gran
parte de la Matematica proviene de fuentes ex-
ternas, mucha de su ereatividad estd motivada
internamente.” [ M, SINGER.

“Por la gloria del espivibu omane”. G, T JA-

COBI

Una de las caracteristicas fundamentales de la investigacién en Ma-
tematica (basica) hoy dia, es la interrelacion y trastapamiento de sus
diferentes ramas; éstus se entrelazan a veces de la manera mas inesperada
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y poco evidente para dar lugar a nuevas teorias, desde las cuales los
problemas de investigacion viejos toman un nuevo cnfoque y dan lugar
a nuevos problemas con nuevas soluciones.

Este es el caso del tema que nos ocupa, “Cohomologias Elipticas”, que
se podria describir como la interseccion de varias imuporiantes ramas,
cada una con su problomdtica especifica, a saber: Topologia Algebraica,
Teoria de los Nimeros {La Teorfa de las curvas elipticas), Analisis Global
(E! indice de Atiyah-Singer) y Fisica Teérica {El modelo sigma no lineal).

En este articulo introductorio trataremos de establecer los diferentes
ingredientes necesarios para la definicién de dichas teorfas procurando
obtener los antecedentes necesarios para poder comprender las interrela-
ciones de las que habldbamos; la idea fundamental de la exposicidn es
hacer resaltar una constante en la investigacidon matematica que consiste
en notar que et muchas ocasiones dos problemas {0 mas) nos llevan a la
necesidad de resolver un mismo problema numérico, es decir, se reducen
a estudiar un misme formalismo. Eso no quiere decir en primera instan-
cia que los problenias sean el mismo o de la misma naturaleza, empero
en ocasiones nos hace adivinar causas o contextos estructurales-de los
dos problemas para que el modo en que se presentan y la naturaleza de
las scluciones de uno tengan que ver con la del otro.

En nuestro caso dichos problemas son el estudio de la Cohomologias
generalizadas compilejo-orientables en Topologla Algebraica, el estudio de
las curvas elipticas llamadas Cudrticas de Jacobi y el estudio de ciertos
invariantes bajo cobordismo de variedades llamados géneros (donde la
signatura es el principal ejemplo). FEstos tres temas nos llevan a un
mismo formalismo, a saber, €l estudio de ciertos “Logaritmos de Leyes
formales de Grupo”, que son los que se pueden escribir como integrales
elipticas correspondientes a las funciotes senc generalizado de Jacobi.

En la Seccién 1 daremos un repaso de dicho lenguaje formal; en la
Seccion 2 estudiaremos ciertas curvas elipticas, las cuarticas de Jacobi,
desde un punto de vista formal; en la Seccidén 3 estudiaremos el forma-
lismo ligado a una teoria de eochomologia {Complejo orientable); en la
Seccidn 4 definimos las cohomologias elipticas recogiendo los datos de las
Secciones 2 y 3.

En la Seccidén b revisaremos la nocidn de logaritmo formal, en la
Seccidn 6 veremos lo que se entiende por género eliptico que es, por
decirlo de alguna manera, la otra cara de la moneda respecto a Coho-
mologias Elipticas.

En la Seccién 7 discutiremos la relacién entre cierto género eliptico
y el indice de Atiyah-Singer del operador de Dirac. En la Seccion 8
trataremos de motivar el estudio de la relacidn de los temas expuestos
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con la problematica de la teorfa de super cuerdas, refiricndo al lector
a otras fucntes mas completas, dado nuestro cardcter de turistas en el
tema.

Este articulo surgié de platicas y conferencias impartidas en la seccidn
de Matemdticas de la Universidad Auténoma de Barcelona en Bellaterra,
en los departamentos de Matemadticas del CINVESTAV y UAM-Iztapa-
lapa, en ¢l Instituto de Matemdticas de la UN.A.M. y en ¢l CIMAT en
Guanajuato. A todos los colegas de estas instituciones que parliciparon
agradecemos sus comentarios, muy cn especial a L. Astey y a X. Gomez-
Mant.

“Pero nos preguntamos: (Bl erecimiento del
conocimienlo matematico hard eventualmente
imposible para un solo investigador eutender
todas las partes de diche conocimiento? En
respuesta permitascine schalar cdmo interna-
miente, por la misma naturaleza de las cien-
cias matemdticas, cualquier progreso real lleva
dentra de s{ el descubrimiento de herramien-
tas mids incisivas ¥y métados simples los cuales
al mismo tiempo facilitan la comprension de
las teorias previas v climinan los anteriores de-
sarrollos wids escabrosos. Por la adquisicidn
de cstas herramientas mds precisas y métodos
simples, el investigadaor por s mismo obticne
éxito oricntdndase on las diferentes ramas de
las matetndticas. En ninguna olra ciencia es
posible hacer csto en €] mismo grado”™. DAVID
HILBERT (1900}

1. Repaso sobre Ley de Grupo Formal

Definamos a A como un anille {graduado) con 1 ¥ a = una indetermi-
uada (de grado —2) M[[z]} denota el anillo de serics formales en x con
coeficientes en M, un elemento tipico es de la forma

fla)y= Zaimi ey € M_g;.

iz0

M ||z, y]] denota el anillo de series formales en dos variables x e y (dc
grado —2 ambas) con cocficicntes en M. Un elemento tipico es de la
forma

Flz,y)= Z aij:r"yj con az; € M_geiygy-
1,520
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Definicion. Una ley de grupo formal scbre M es un elemento F(z, y)e
M|z, y]], esto es, una serie formal que cumple las siguientes propiedades:
1) F(z,0) =z, F(0,y) = y (Identidad}
2} Flz,y) = F(y,z) (Conmutatividad) .
3) PPz, y),2) = Flz, Fy, 2)) {Asociatividad)
4} Existe ¢(z) € M|[z]] tal-que F{z,i{z)) = 0 {(La existencia de un
inverso). .
Se puede verificar TAcilmente que las proplcdades definitorias son las
tres primeras; ya que 4) se puede derivar de ellas. Observamos también
que 2} nos dice que

aij = aj; paratodad,j > 0.

Ejemplos. (a) F(z,y) = z + y “La ley aditiva” es decir que ag; =
a10 = 1y a;; = Oen todos los otros casos. Se puede decir inmediatamente
que i(z) = —

() Fla,yl=z+y+ay=(1+2z)(1+y)~1  esdecic

ap1 = a9 = 1 ¥ @11 = 1 a;; = 0 en todos los otros casos, esta ley de
grupo formal es conocida como “multiplicativa” es facil deducir también
que
1
)= ———1= -1 z".
(@)= > (-1
n>=1
il teorema principal de la teorfa de grupos formales al menos en lo

que a nuestra discusidn concierne es:

Teorema de Lazard. FExiste un anillo L graduado conmutalivo y con
I y una ley de grupo formal F,(x,y) sobre L tal que para todo otro anillo
M y serie formal F(z,y) sobre él, existe © : [. — M homomorfismo de
anilles graduados con lo propiedad de que si

F(z,y) = Z Cyy Ci; € L, enlonces
§,§>0

Flz.y)= Y © (Cu)'ry

1,50

Este teorema se puede resumir diciendo: dada una ley de grupo formal
sobre M a ésta le corresponde {un unico) homomorfismo de anillos de L
a M. Tal anillo universal se puede construir: L = Z[t1,13,...] donde &l
grado de ¢; es +2(i + j) + 2.

Para una completa version de esta seccidén recomendamos el libro de
M. Hazewinkel, vea [H] en la bibliografia.
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2. Grupos formales y funciones elipticas -

Tomemos € y § como pardmetros y definamos R{z) = 1 — 2622 + ez?
un polinoniio de cuarto grado, y con €] definamos

Tods

Esta g{z) es conocida como una integral eliptica de Jacobi (vea [Ha)
én la bibliografia).

Para ciertas sustitucioncs de los pardmetros § y € esta g(z) nos es
conocida:

Sie=0yé=2 glzy = f; ‘/lii_f—T, = arcsen .

Sie=0yé=-3 gl&)= [y o= = arcsenha.

Sie=-1yé=0 glz) = fox 7% = arcsenl z la funcidén inversa
del seno lemniscatico.
Si0<ka<lye=kyd=F8t go)y= ff——>dr =

{(1—7T2){14k2r2)

arcsen Jz; esta es la funcién inversa de lo que se conoce come el seno de
Jacobi que interviene centralimente en el problemia del pénduto matemd-
tico.

El nombre de eliptico, como es bien sabido, proviene de que el intentar
calcutar la longitud de un segmento de elipse nos conduce irremediable-
mente al cdleulo. de integrales de este tipo, que no sc¢ pucden evaluar
con funciones clemcntales. Nuestros tres primerocs ejemplos provienen
del easo circular, hiperbélico y lemniscatico {vea [Ma] en la bibliografia,
pdginas 96 en adelante),

De la trigonometria eleinental sabemos que para dngulos dados v y 8
la ley de aditividad del seno es

sen{a + B8) = sencxcos 8+ cosasen §.

Si hacemos la sustitucidn * = sena y = senf y recordancs que
cos? B =1 - sen? f y similarmente para &, podemos ver que

senf{o + 3} = 2/ — y2+yv1—2? =2/ R(y) +yv Rz}

para £ =0y § = 1 en la formula de arriba.

Claramente £z, y) = 2/ R{y) + v/ 2{2) es una ley de grupo formal,
verifigue que cumple las tres propiedades mencionadas.
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La ley de aditividad para ¢~ (z), es el caso gencral de la anterior, y
es la ley de grupo formal

o/ + /R
1—exly?

Frulz,y) =

que es conocida como la ley de aditividad de Buler y data de 1768. (Vea
[Ma] para una demostracion, especialmente el Capitulo IV).

Dade un polinomio P{x) de grado 3 6 4, a la curva que define la
ecuacién y? = P(z) es conocida como una curva cliptica, o téenicamente

una curva algebraica de género 1; a la integral g{z) = fﬂz ‘/‘% se le

conoce como integral eliptica asociada a la curva y? = Pz} y ala funcién
g~ {z) como la funcién eliptica asociada a la curva.

Existe una teoria general para asociacidn de vna ley de grupo formal
a una curva eliptica dada; lo que nosotros hicimos arriba fue entender ¢l
caso particular y? = 12632 +ex* = R(z) conocida como la cudrtica de
Jacobi. {Vea el libro de Silverman [Si] en la bibliografia, especialmente
el Capitulo V). :

Aclaramos que en toda la discusién de esta seccién hemos considerado
funciones a valores realcs definidas sobre R, pero para evitar posibles
problemas técnicos podemos pensarlas definidas y con valores en C, los
nimeros complejos.

3. Ley de grupo formal y topologia algebraica.

Sea E*{ ) una teoria de cohomolagia multiplicativa con anillo espectro
E vy coeficientes m (B} y CP™ = lifrln CP" el espacio proyectivo complejo
infinito.

Definicién. La tecria de cohomologia E*{ ) es complejo orientable
si E*(CP®) = . (E)[[z]] v anillo de series formales sobre el anillo
graduado 7, {E) con z una indeterminada de dimensién —2.

Ejemplos.

(1) Si E*( }=H™( ;Z), entonces tenemos la cohomologia ordinaria
H*(CP>.Z) =2z C 2][z]].

(2) Si B~ } = K*{ ) la K-tcoria compleja, entonces K*(CP%9) =
2[[z]] donde £ = £~ 1 y £ es ¢l haz de Hopf candnico sobre P,

{3) St B*{ ) = MU"( } es el cobordismo complejo, entonces ten-

dremos E*{CP™) = 7, (MU)[[=]].

(4) E*( }= KO*{ ) la K-teoria real no es complejo orientable. {Ver

[Sw, Capitulos 17 y 18] en la bibliograffa).
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Como H"(CP;Z) ¢s libre de torsién entonces

E*(CP™ x CP®) = E{(CP®) Q) E*(CP®) = m(E)[la1, )
m ()

Si £@7 denota el producto tensorial de haces lineales sobre C P x C £,
entonces existe p : CP® x CP™ -« C'P*, el mapceo clasificante, el cual
induce una multiplicacion salvo homotopia en CF°, Alternativamente,
u puede ser definida como la multiplicacidn de lazos en

CP*® =K(Z,2)=0K{Z;3)
Suponiendo que E*( ) es complejo-orientable, tendremos que
ph ECP®) — EY(CP® x CP™)
define un homorfismo de anillos de series formales
pt e m B[]} — ma(E){[x1, 2al)-

Luego p*(x) = Fr(z1,32) es lo ley de grupo formal asociada a E*( ).
Ejemplos.
{a) St F*( ) = A*( ;Z}, cntonces no es dificil ver que Fuz (z,x2) =
zy + z2 vea ejemplo (&) de la Seccidn 1.
(b) Si E*{ ) = K*( ) entonces K*(CF®xCP>*) = I[[z1,z2]], donde
21 =& —1y xy =n—1, denotando £ y n dos copias del haz
candnico de lineas de Hopf, entonces

Frlez) =i+ 1){z+ 1) -1 =2+ a2+ 7172

Vea ejemiplo (b) de la Seccidén 1.
El teorema fundamental sobre la relacién entre teorias de cohomologias
complejo orientables ¥ leyes de grupe formal es:

Teorema de Quillen. El anilio de Lazard L es isomorfo al anillo de
cobordismo complejo . (MUY y lo ley universal de grupo formal sobre L
es I {1, 33) = Fyulzy, 22), la ley de grupo formal asociade a MU*( ).

Para una demostracién de este resultado, vea €l libro de J. F. Adams
[Ad] en la bibliografia. En nuestra interpretacién del teorema de Lazard
en la Seccion 1 habiamos senalado que L ¥ F,{z,y) como objetos univer-
gules en clerta contexto i.e., estos “dominaban™ a toda pareja M, F(z,y).
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De aqui que el teorema de Quillen nos dice que todas las teorias de co-
homologia complejo orientables estdn dominados por MU*{ } ¥ conse-
cuentemente por “encima” de MI7*({ ) no hay teorias complejo orlenta-
bles; tratando de ser mdis precisos, consideremos el diagrama

7 Y= . o MU )— K ) = HY(2),

donde m;{ ) denota la cohomotopia cstable y las flechas la factorizacidn
del mapeo {“edge”) arista en la sucesion cspectral de Atiyah-Hirzebruch,
entonces las teorfas de cohomologia a la derecha de M/ L/*{ } son complejo
orientables y a la izquierda de MU*( ) no admiten el formalisme de las
leyes de grupo formal.

Esto quizd sefiale al lector lo inaccesible que es el calcular la cohomo-
topia de cualquier espacio o en otras palabras cuanto mds a la izquierda
estemos en el diagrama mas dificil es el calcular pere més informacion se
obtiene y cuanto mds a la derecha es menos dificil calcular pero menor
es la informacion que se obtiene. {Para esta scccidén recomendarnos la
lectura de [Ad, Scccidn 2]).

4. Cohomologias elipticas

De acuerdo con la Seccidn 3 toda teoria de cohomologia complejo orien-
table tiene una ley de grupo formal asociada, bien nos pudieramos pre-
guntar: ;jDada una ley de grupo formal sobre ciertos coeficientes apropi-
ados existe una teoria de cohomologia complejo orientable con esos coe-
ficientes y con dicha ley de grupo formal asociada?

No se conoce una respuesta completa a esta pregunta, pero para casos
particulares se puede obtener una respuesta afirmativa; notablemente sc
tiene.

Teorema (Landweber-Stong, 1985}. Pare Fpnfr,y) =
I—-——;—;—‘“mm’ “R(I}, la ley de grupo formal asociada o lo cudrtice de Jacobd

l—zxsy
y? = R(z) en la Seccidén 2, emiste una teoria de cohomelogia complejo-
orientable que denotamos por E11%( ), Hamade la cohomologia eliptica.
{Vea los ariiculos de Landweber en [La).

5. El logaritmo de una ley de grupo formal

Poco dijimos acerca de cohomologias elipticas en la Seccidn 4 mads alla
de su definicidén. Para eso necesitamos mas herramicntas tedricas.



COHOMOLOGIAS ELIPTICAS 797

Definicién. Sea F(x,y) una ley de grupo formal sobre M un aniilo
{como arriba) ln diferencial formal asociada a Fz, y) es

W(T) = (01 g; Yo, f;))~I dt € M[[T))dt.

Ejemplos.
(a) F(x,y) =2+ y entonces a" =1, asf Wi{T) =

(b} S Flz,y)=a-+y+uay enmnus a =1+y W)= lff:.r

(c) Flz,y) = Fenlz,y) = ””’1”' tyhiE ahtonces ?—ﬂ VR +

Glu,y) donde Gz, y) es (:i(-!l‘I;.’-LE?Ll?:lCiéll que depcndc de zy (jveri-
fiquelo!). asi es que W (1) = R(TYZ dT
La forma diferencial W (T') es de particular importancia, dade que deja
invariante a F'(x,y) esto es, W{F (T, 5)) = W(T), y cumple también que
W{0) = dT. Ademds, W(T} es lainica con las dos propledades descritas.
(Vea [Si, Capitule 1V, Seccidn 4, piginas 119 y 120]}.
Definicidn. El logaritmo formal de F{x,y) es:

logp(T) = / W (T)dt € M ®@ Q[[T]).

La exponcncial formal de F{x,y) es la serie de potencias inversa a
log - (T y se denota expp(T), os decir,

logplexpp(T)) = expp(logp(T)) =T

Ejemplos.

(a) Si F(z,y) =2+ y. entonces logp(T) = T = exp(T).

(b) 8i Flry) = @ +y+ 3y, 1ogr(T) = [0 +T)7dT =
Z L .y luego exp(T) = Z ;77 En términos de la 1o-
n=l n=i

tacion del cileulo, log-(1) = log(1 +T) y expp{T) =e? — 1.
{¢) Para Fiy (2, y), tenemos

g (T) = [ Wen () = [ reryar = / s =t

Esta iltima es Ia integral eliptica estudiada en la Seccién 2 y exp(T) =
¢~ (T la funcién seno generalizada. Ahora bien, notemos que (1—-22T+

TH™ = 5 By(2)T" es la funeién generadora de los “palinomios de
=i
Legendre” £,(2), los cuales cstan dados por la férmula
_ (2n — 20} e
Pl =1, Pue) =31 L ew

2”? ’(ﬂ — W — 27}

=il
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donde m = 3 orm =
Haciendo una 'sushtucmn adecnada podemos ver que

R(T)_% = Z Po(8,€)T™™ con Py(6,€) = P,(6/e)e™?
nx=0

¥ Pri(z,0) = P.{2), lucgo entonces

n 6 £ T
103511(1)—2 5 (+l 27;-.-}-1
>

Una propiedad importante de las series formales log(T) v exp(T) en
M @ Q[[T]] es que podemos recuperar F{z,y) racionalizando los coefi-
cientes. Simplemente observamos que gracias a la propiedad de invarian-
cia, W(F(T, 5)) = WI{T), asi es que integrando ambos lados con respecto
a T tenemos gue

logr F(T,5) =log(T) + f(S)

donde f(S) es una constante de integracion f(5) € M®Q[(S)]. Haciendo
T =0 y recordando que w(0) = dT" vemos que,

F(S) = log (S).
De esta manera obtenemos la importante férmula
F(T,S) = expp(log(T} + log(S)) en M & Q7 9]].

Asf en nuestro ejemplo Fiyi{z,y) = 97 g(z) + 9(3)), que es la férmula
de Tuler (Seccién 2).

A manera de conclusidn podemos resumir lo anterior en la frase si-
guiente:

Racioncalimente el logaritmo define a la ley de grupe formal

Volviendo a la expresion de logg,,(77) en términos de los polinomios
de Legendre podemos ver que los coelicientes de Fgyi{z,y) y conse-
cuentemente los de la cohomologfa eliptica son los de R;(ﬁ/s}s”ﬂ, asi
ohtenemos:

Teorema (Landweber). Los coeficientes de E117( ) son los de
P (8/e)e™?, es decir, B11*(pt) = Z[1/2.¢,8]. {Vea [La]).

.Una cuestidn importante que deseamos resaltar es que £[1/2,¢, 8] es
un anillo de “formas modulares” y es exactamente el generado por los
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mapeos T — T+2y 7 — —77!, donde 7 € H (=el semiplano superior de
€}, el grupo generado por estos mapeos es subgrupo del que es generado
por 7 = 74+ 1yT1 — 77} que se conoce como el grupo modular I’ =
SLy(Z)/{£]}. (Vea el libro de J. P. Serre [Ser| parte segunda).

Esto nos hace ver que la teoria de formas modulares y cohomologias
elipticas estdn estrechamente unidas, y podriamos decir que esta relacidn
entre ellas nos permite "vaciar” una parte de la teoria de los niimeros
{las curvas clipticas ¥ las formas modulares) en la topologia algebraica.

6. Géneros elipticos

Definimos (¥ como el anillo de clases de cobordismo de variedades
compiejas (casi estables). Por un teorema de Milnor y Thom (vea [St,
pigina 41]), Q¥ = Z{z,,z2,... . Tn,...] ¢s un Sigebra de polinomios en
las z;’s, donde deg z; = —2i v x; puede ser representada por una varie-
dad proyectiva compleja algebraica. En general no ¢s posible hacer una
seleceién candnica de las z;'s, pero racionalmente tenemos que

W eqg=QCr'[CFY,. .. [€P,.. ]

donde [CP"] es la clase de cobordismoe del n-ésimo espacio proyectivo
corplejo en €. Aunque individualimente cada [CP?] € 2%, éstos no
generan a (I porque por ejemplo ol generador de 2%, @ Q es (%({CPQ]) +
[cP?)

Definicidén. Un género es nn homomorfismo de anilios
i 5@ conp(l)=1 1=[CP° el

Por lo dicho anteriormente @ se puede determinar racionalmente por su
accién sobre las [CP"['s.
Definicién. El logaritmo del génerc ¢ es una serie de potencias

log, (t) =Y ‘P(ffl] = lep([cpﬂ )T en Q[J]).
[t 720

Ejemplos.
{(a) El género de Todd, que se define como

pe=Td: Q% - Z, Td([CP*)=1 paratodan>0

Frtl

T4 = —log(l — 7}, donde ¢l
0

es claramente un género, y logp, {7} =

>

ultimo “log” denota el logaritmo habitual.
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(b} La signatura: Sea M una variedad compleja con [M] € 0.

' Si dim M = dk, entonces Hyp(M; Q) = Q esté generado por py, la
clase fundamental de M. ‘Como H?*(M;Q) es un grupo libre con un
nimero finito de generadores, digamos ay, ... , a5, enténces el producto
“cup” de a; y aj, - eiUa; € H'*(AM;Q); asi tenemos oy = {aiJa;, pas) €
Q y la matriz (a;;) resulta ser mmetnca de orden s x 5 con coeficientes
en Q.

Definicién. La signatura de M “en” 0¥ esta dada por’

U(M):{O _ si dim M = 2 mod 4

la signatura de (¢y;) st dim M =0 mod 4.

Re¢ordamos que st [M] € Q¥ entonces la dimensién M es par y que la
signatura de una matriz (z;;) cuadrada es la diferencia entre el niimero
de eigen-valores positivos y el de eigen-valores negativos.

Para una demostracidn de que & : Q) — Q@ es un género, vea
[Mi-St, Capitulo 17). Para el estudio de variedades orientables de
dim = 0 mod 4 es un invariante fundamental para la clasificacion de
variedades de dimension 4 vea por ejemplo el libro de P. 8. Freed and K.
K. Uhlenbeck [F- U]

Como H*(CP™;Q %Ejr con dim z = 2, obtenemos que H( P2k @)
tiene un solo gener ador ar = &* en dimensién ok, asi o x = {2, o} =
1, de donde ¢{CP?) = 1 para k = 0,1,2,.... (Vea [St, paginas 219-
220]). Por lo tanto,

t2n+1 n di
log, {v) = 2?1+ T fzt dr = /0 1=z

Definicién. Un género ¢ : )} — Q es eliplico si

log,,(z) = f (1 - 2672 + ey~ V2dr
0

esto es si el logaritmo de @ es ¢l logaritmo de alguna'cohmﬁologia eliptica.
En nuestros gjemplos Todd no es eliptico y la signatura es un género
eliptico (hagamos la sustitucién € = 0 y § = 1/2 entonces (1 ~ 267% +

a-1/2 _ _1
1) = 17

Una de las propiedades importantes de la signatura es que es fuerte-
mente multiplicativa, es decir, que si F — E — B es un fibrado de
variedades en 2} entonces o(£) = o(F)o(B), (vca [C.H.S.].

Notablemente Ochanine y Taubes (vea [Och] y [Tau]) demostraron
que esta propiedad caracteriza a los géneros elipticos:
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Teorema. g : QF — Q es un género eliplico si y sdlo si es fuertemente
multiplicalivo.

Ahora bien, dado que logg;(T) y log, se pueden calcular via poli-
nomios de Legendre, podemos derivar la formula

Q(CPY) = Po(8,¢) = P (5/e)e™?

v {con un poca de suerte) calcular el género eliptico de cualquicr va-
riedad. Por otro lado, podemos ver gue, a pesar de su importancia, la
signatura es un caso “muy particular” de género eliptico. Por particular
queremos decir que log, (x) = fu’ l—f_—‘-% = tanh ~!(%) y que tanh (z)
es monoperiédica como [uncidn eliptica (recordemos que una funcién
eliptica es mono 6 doble periddica si A = £(§% — £)2, el discriminante, es
igual o distinto de cero respectivamente), puesto que en este caso € = 0,
ey decir A = 0. Asi es que todos los géneros con periodo doble estan por
descubrirse y usarse.

Ahora ya nos podemos preguntar sobre el lugar que ocupan las teorjas
de cohomologins elipticas en el diagrama de teorias de cohowmologias en
la Seccion 3: por el teorema de Lazard-Quillen, £11*( ) se encuentra a
la derecha de MU*( }; por otro lade obviamente MU*( ) no es eliptica
y como el logaritnmo de la K-teorfa cs log(1 + 77}, que no es una funcidn
eliptica, concliimos que

)= S MUN ) o BV )= KT ) - H( D),

es decir, las teorias de cohomologias elipticas son “menos” que el cobor-
dismo y “mas” que la K-teoria.

7. Géneros elipticos
v la teoria del Indice de Atiyah-Singer

Hirzebruch (en [Hi]) proporciona un método para construir géneros,
oo

a saber: Tomemos f(z) = 3 o;2° una serie formal scbre @ con
ag = 1. Si xy,29,...,1, denotan n-indeterminadas, entonces el pro-
ducto fx)- flxe) ... .- f{x,) es una serie de potencias formal, la cual es
simétrica en lag variables x), .. . , 2, por lo tanto f(z))- f(as)- . - flz,) =
o)
> P}“{Jl, . ,0,) donde @y, ..., o, son los polinomios simétricos ele-
k=0}
mentales en &y, ..., Tp ¥ Pff es un polinomio {que depende de f(z))
homogéneo de peso &.
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Si £ es un haz vectorial de rango n sobre una variedad M, en-
tonces P}“(cl(M),... cen(M)) es una clase caracteristica definida en
H™(M;Q), donde ¢;{M) es la i-désima clase caracteristica de Chern.

Sipar € Hoo(AM; Q) denota la clase fundaiental de M entonces la eva-
tuacién (QF(C1(H), ..., CulM)), tar) € § determina un homorfismo de
anilles de Q% en @, ¢l cual ¢s invariante bajo cobordismo (recordermnos
quc los nimeros caracteristicos detectan clases de CObOfdl‘:[llO) y dicho

homorfisme es el género asociado a f(x) =1+ z %

T
—_— T

A manera de gjemplo: el género de ‘Todd corresponde a flz) = g
{para una aplicacién de este tipo de construcciones en topologia alpe-
braica vea [(Mol); la signatura corresponde ete.

Lmllu

Hacemos especial mencién del génere que corresponde a la serie

xf2
——— = f(z)
sen ha /2
este se le conoce como al fl-génqro y €s de particular importancia para la
teorfa del Indice del operador de Dirac. No es dificil ver que el fi—género
es chiptico, ¥ su logaritmo corresponde a la sustitucién € = 0 6 = —%,
esto es, log5(x) = [ (14 §7%)7"dt.

Si el lector se preocupa por este cilculo, le recomendamos ¢l siguiente
ejercicio: Dé condiciones necesarias y suficientes sobre f(z) de tal modo
que ¢l género definido sobre f(z) sea eliptice.

Disgresion sobre el operador de Dirac.

Si M es una variedad Riemaniana de dimension n orientable tal que
las funciones de transicién del haz tangenle toman valores en el grupo
Spin(n), la doble cubierta de SO(n), el grupo de rotaciones en R™, en-
tonces decimos que M es una variedad Spin(n), o equiv alcntcmenr,(, que
la segunda clase caracteristica de Stiefel-Whilney de M se anula.

Como Spin{n) tiene una representacion fiel de dimensién 2€ sin = 2°
entonces existe un haz vectorial v {cuya fibra es V) asociado del haz
tangente. Llamamos a v el haz de Espinores de M. Puesta que v tiene
una conexion Riermnaniana conocida {digamos V), ¥ sicndo Vg la conexién
en M dada por la métrica Riemmaniana, se pucde definir ¢l Hessiano de
dos campos vectoriales X e ¥ sobre M como

RX. YV ={VxVy —VouY}/,

para f una seccion del haz de Espinores.
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El Laplaciano es ¢l operador diferencial elipticox dado por la traza del
Hessiano

Lf= ih(ei:ei)f

1=t
cuando {ey,... ,€,} €s un marco ortonorinal.
Si I'(£) denota las secciones del haz vectorial £ sobre M. Entonces el
operador de Dirac es:
D Tlu) — T'{v}

definide como Vo cuando V : I'( ) — (T ® v) es la conexion Riema-
niana habitual, 7* el dual del haz tangente y m: (T & v} = T'(v) es la
multiplicacién de Clifford heredada de V. Ficilmente sc puede ver que
D? = — L luego D es eliptico®.

Como las dlgebras de Clifford Cn son Z/2 graduadas, Cn = Cnt @
Cn~ estas inducen una escicibn en V=V @ V- luegoen v = v* B v~
y por definicidn

D:T{t) - T L

Fin de la disgresién (vea [Ku}}.

Por definicidn el indice de un operador en derivadas parciales D
eliptico® es:

Indice( DY} = dimg (Nucleo de D) — dime (comicleo de D).

Estos nimeros son finitos por ser D eliptico.
El teorema de Atiyah-Singer es reconocer ¢l lado derecho de la siguiente
igualdad en términos de K-teoria (en términos del cardeter de Chern).

Indice (D) = A(M),

donde D es el operador de Dirac.

8. Cohomologias Elipticas
y la Teoria Cuédntica de Campos

El indice del operador de Dirac se reduce al cdlculo de cierto género
eliptico el A-género de la variedad y dicho operader esté intimamente
ligado a la K-teorfa. Asi surge la siguiente pregnnta (E. Witten) (W,
pégina 526]). jExiste un operador andlogo al de Dirac cuyo indice esté
dado por géneros elipticos?

+Aqui la palabra eliptico es on el sentido de las ccuaciones en derivadas parciales, no
confundir con el wado en las secciones anteriores {vea el libro de Treves [Tr|).



B4 G. MoORENO

A lo que el mismo Witten responde: El operador en cuestidn es el
que corresponde a “la supercarga del modelo signia no lineal super-
simétrico” en la Mecdnica Cudntica (vea |G.S.W., Vol. 1, pdginas
160-161}). Witten concluye en el articulo citado: *Las Cohomologias
Elipticas estan destinadas a iluminar Ja misteriosa generalizacion de la
geometria (Riemaniana} ordinaria y la topoldgia que representa la teoria
de Cuerdas. Unas Teorias de Cohomologia Eliptica propiamente desar-
rolladas serviran para a vertir alguna luz sobre lo que la teoria de cuerdas
realmente significa”.

Uno de los problemas centrales para dicha generalizacion es que €l
Anadlisis Matemético que hay detras del lado izquierdo en la igualdad
tipo Atiyah Singer no es un andlisis matemdtico sobre una variedad A
de dimensién finita (Analisis global “Clisico”) sino que se tendria que
hacer sobre “el grupc de lazos de una variedad”, lo que resulta ser una
variedad de dimensién infinita (vea [P—S8]). Este andlisis no estd del todo
desarrollado. {Vea el articulo de Segal [Se] en las referencias sobre este
punta).

Conclusién.
Podemos resumir nuestra discusidn en el siguiente diagrama:

COHOMOLOGIAS GENERALIZADAS {NDICE DE OPERADORES
COMPLEJO-ORIENTABLES ELIPTICOS EN VARIEDADES
l l
LEYES DE GRUPQS FORMALES GCENEROS
l l
Logaritmo de una Ley de Grupo Formal <= Logaritmo de un Génecro

Si nos restringimos al caso eliptico podemos cerrar el diagrama en su
parte inferior (en doble flecha) y transitar de una columna a la otra.
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