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VOLUMES TRANSVERSES AUX FEUILLETAGES
DEFINISSABLES DANS DES STRUCTURES
O-MINIMALES

F. CHAzZAL AND J.-M. LION

Abstract

Let F be a family of codimension p foliations defined on a fam-
ily My of manifolds and let X be a family of compact subsets
of M. Suppose that Fy, My and X, are definable in an o-min-
imal structure and that all leaves of F) are closed. Given a de-
finable family 2y of differential p-forms satisfaying 72 = 0 for
any vector field Z tangent to Fy, we prove that there exists a
constant A > 0 such that the integral of || on any transversal
of F) intersecting each leaf in at most one point is bounded by A.
‘We apply this result to prove that p-volumes of transverse sections
of F) are uniformly bounded.

1. Introduction

L’objet de ce travail est d’étudier le volume des sections transverses
aux feuilletages définissables dans une structure o-minimale et dont
toutes les feuilles sont fermées. Nous généralisons des résultats de
D’Acunto et Kurdyka relatifs aux fonctions [DK] et de Kurdyka re-
latifs aux applications [K1], [K2]. L’exemple suivant illustre le type de
résultats que nous obtenons. Considérons une 1-forme w de R™ a coef-
ficients semi-algébriques et continuement dérivables. Supposons que w
est intégrable (w A dw = 0). Soit X un ouvert semi-algébrique borné de
R"™ sur lequel w est non singuliere. L’équation de Pfaff w = 0 définit un
feuilletage F de codimension un sur X. Supposons que les feuilles de F
sont fermées. Nous montrons I’existence d’une courbe semi-algébrique ~y
contenue dans X telle que si C est une courbe de X vérifiant

el > [

2000 Mathematics Subject Classification. 53C12, 49Q15, 03C64, 32B20.

Mots-clés. Feuilletages réels, structures o-minimales, intégration de formes différen-
tielles.

Partiellement financé par RAAG HPRN-CT-00271.




442 F. CHAzAL, J.-M. LioN

alors C rencontre une feuille de F en au moins deux points. En partic-
ulier, la longueur de toute courbe orthogonale (pour la métrique eucli-
dienne) a F coupant au plus une fois chaque feuille est majorée par
la longueur de «. Nous montrons que ce résultat reste vrai pour un
feuilletage de codimension quelconque définissable dans une structure
o-minimale. Il reste également vrai si dans 'inégalité précédente w est
remplacée par une forme 2 annulée par tout champ de vecteurs tangent
aF.

Définition. Soit F un feuilletage de codimension p d’une sous-variété M
de classe C% de R". On dit qu’une p-forme Q sur M est annulée par tout
champ tangent a F si iz{) = 0 pour tout champ de vecteurs Z tangent
aF.

Avant d’énoncer notre théoreme, donnons brievement la définition
et les propriétés essentielles des structures o-minimales. Pour plus de
détails nous renvoyons le lecteur a [DrM] ou [Dr2] par exemple. Une
structure o-minimale A est une famille de sous-algebres de Boole A,, C
P(R™) qui contient les sous-ensembles semi-algébriques, qui est stable
par produit et projection canonique et dont les éléments ont un nombre
fini de composantes connexes. D’apres un théoréme de Tarski [Ta] la
famille des semi-algébriques des espaces R™ est une structure o-minimale.
Gabrielov [Ga] montre que les sous-analytiques globaux des espaces R"™
constituent une seconde structure o-minimale. Un sous-ensemble de R"
est dit A-définissable (ou définissable dans A) si c’est un élément de A,,.
Une fonction de graphe A-définissable est dite A-définissable (ou définis-
sable dans A). On définit de la méme fagon les applications et les formes
A-définissables: chaque fonction coordonnée de I'application ou chaque
coefficient de la forme sont des fonctions A-définissables.

Dans la suite A désigne une structure o-minimale fixée. Tout sous-
ensemble A-définissable C' est A-stratifiable (voir [DrM] ou [Dr2]). Sa
dimension est donc bien définie. Ceci implique que si 2 est une p-forme
A-définissable, si C' est de dimension au plus p et si Cy est un sous-
ensemble mesurable de C' alors I'intégrale fCo || est bien définie. Si X
est une famille de sous-ensembles A-définissables de R™ qui dépendent
de fagon A-définissable du parametre A alors il existe un entier qui ma-
jore le nombre de composantes connexes de chaque X, (voir [DrM]
ou [Dr2]). Si de plus les X sont de dimension au plus p et sont in-
clus dans un méme compact alors il existe une constante qui majore le
volume p-dimensionnel de chacun d’eux. Ceci résulte de la propriété de

finitude uniforme précédente combinée a la formule de Cauchy-Crofton
(voir [Fe] ou [CY]).
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Soit M une sous-variété A-définissable de classe C? de R™.

Définition. Un feuilletage F de codimension p sur M est dit A-définis-
sable s’il existe un recouvrement fini de M par des ouverts A-définis-
sables tels qu’en restriction a chacun d’eux F soit défini par un systéeme
de Pfaff (wq,...,w,) A-définissable de classe C:

Wi A Nwp#0 et dw; A /\wj =0.
J#i

Depuis [Dr1], [Kh] et [MR] les feuilles de certains feuilletages A-
définissables de codimension 1 et transversalement orientés (appelés feuil-
letages de Rolle) ont été largement étudiées. La structure topologique
de lespace des feuilles est un arbre fini [Ch]. Ces feuilles engendrent une
structure o-minimale ([Sp], voir aussi [Wi], [LR], [KM]). Le résultat
que nous prouvons est relatif a la structure métrique de ’espace des
feuilles des feuilletages A-définissables de codimension quelconque et
dont les feuilles sont fermées.

Théoréme 1. Soit F un feuilletage de codimension p sur une sous-
variété M de classe C? de R™, soit X un sous-ensemble compact de M et
soit ) une p-forme définie sur M, annulée par tout champ tangent a F.
On suppose que M, X, F et Q sont A-définissables et que les feuilles
de F sont fermées. Il existe ' C X un sous-ensemble définissable de
dimension p vérifiant la propriété suivante: si C est une sous-variété de
dimension p contenue dans X telle que

L [

alors C' rencontre une feuille de F en au moins deux points.

Théoréme 2 (version & parametres). Dans [’énoncé précédent si
M =My, X =X\, F=Fy et Q= Q) dépendent de facon A-définis-
sable d’un paramétre X € R alors T = I'y dépend de facon définissable
de \.

Le Théoreme 1 est un corollaire immédiat du Théoreme 2. Nous ne
prouverons donc que ce dernier. Notre preuve consiste a remarquer que
Q définit une p-forme sur le fibré normal TX/TF & F et & établir une
relation entre I’application d’holonomie de F au voisinage d’une feuille
sans holonomie et l'intégrale de €2 sur une section transverse (formule (2)
ci-dessous). Cette approche est différente de celle adoptée dans [DK],
[K1], [K2] et nous permet d’obtenir un résultat ne faisant intervenir
aucune hypothese de nature métrique sur la variété M.
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Ce travail doit beaucoup a des conversations avec D. D’Acunto,
K. Kurdyka et R. Moussu que nous remercions.

2. Application aux volumes de sections transverses et
théoréme de D’Acunto-Kurdyka

Dans cette section nous montrons comment notre Théoreme 2 permet
de retrouver les résultats de [DK], [K1], [K2] qui généralisent un célebre
théoreme de Lojasiewicz sur les longueurs des trajectoires de gradients
analytiques [Lo] et plus généralement comment il permet de majorer
les volumes des sections transverses a des familles .A-définissables de
feuilletages A-définissables.

Théoréme ([DK], [K1], [K2]). Soit d € N et soit K €]0,1]. Il existe
une constante A > 0 vérifiant la propriété suivante. Soit P: R" —
RP? une application polynomiale de degré d et soit C une sous-variété
de dimension p contenue dans la boule unité B de R™. Les niveaux
de P définissent un feuilletage singulier F sur B. Supposons que C
est transverse a F et que pour tout x € C la restriction a T,C de la
projection orthogonale de R™ (muni de la structure euclidienne usuelle)
sur l’espace orthogonal a T, F est de déterminant supérieur a K. Alors
ou bien le volume p-dimensionnel de C' est inférieur ou égal a A, ou bien
C' coupe deuz fois une feuille de F.

Preuve: En appliquant le Théoréme 2 & la famille & parametre (P,e) =
(Pr,...,Pye) e R[Xy,..., X, )P x RT:

Mp =R"\ {dP = 0},

dP, A --- AdP,

Q =
P dP A A dB,||

et

Xpe={z € B|d(z,{dP =0}) > ¢},

nous obtenons une famille semi-algébrique de sous-ensembles semi-algé-
briques I'p. de dimension au plus p contenus dans B. Soit C' comme
dans I’énoncé ci-dessus. Supposons que C coupe au plus une fois chaque
niveau de f. D’apres le Théoreme 2 on a

/ 1P| 2/ QP |.
I'p. C



VOLUMES TRANSVERSES AUX FEUILLETAGES ... 445

Or il existe une constante Ag qui majore uniformément les volumes
p-dimensionnels de ces sous-ensembles et par construction de Qp, le
volume p-dimensionnel de I'p. majore I'intégrale prE |Qp|. De plus,
puisque pour tout x € C la restriction a T,,C de la prbjection orthogo-
nale de R™ sur ’espace orthogonal a T, F est de déterminant supérieur
a K, I'intégrale | c |Qp| est minorée par K fois le volume p-dimensionnel

de C. Par conséquent le volume p-dimensionnel de C est majoré par
A= Ay/K. O

Remarquons que le résultat précédent reste valable pour une famille
A-définissable d’applications 4-définissables.

Si dans I’énoncé du Théoreme 2, on suppose de plus que la famille My
est munie d’une famille A-définissable de métriques riemmaniennes
A-définissables, nous obtenons le corollaire suivant qui généralise aux
feuilletages le résultat de [DK], [K1], [K2] énoncé précédemment.

Corollaire. Soit K €]0;1[, soit Fx une famille de feuilletages de codi-
mension p définie sur une famille My de sous-variétés de classe C?
de R™ munies d’une métrique riemmanienne gy et soit X une famille de
sous-ensembles compacts de My. On suppose que My, Xy, F» et g) sont
A-définissables et dépendent de maniére A-définissable du paramétre A
et que les feuilles de Fy sont fermées. Il existe une constante A > 0
vérifiant la propriété suivante. Soit Cy une sous-variété de X, de di-
mension p transverse a F telle que pour tout x € C) la restriction a T, C)
de la projection orthogonale de T, My sur I’espace orthogonal a T, F) est
de déterminant supérieur a K. Alors, ou bien le volume p-dimensionnel
de Cy est inférieur ou égal a A, ou bien Cy coupe deuz fois une feuille

de f)\.

Preuve: C’est une adaptation immédiate de la preuve précédente en
prenant pour = Q) la p-forme volume induite par la métrique de My
sur le fibré orthogonal a T'F). O

Remarquons enfin que dans le cas de feuilletages algébriques la con-
stante A du corollaire ne dépend que du degré des polynémes définissant
F: si Fy est une famille de feuilletages de codimension p de R™ définie
par un systéme de Pfaff dont les coefficients sont des polynomes de degré
au plus d € N et si les sous-ensembles M) sont contenus dans une
boule de rayon r > 0 fixé, alors la constante A peut étre choisie de la
forme A =rA(n,d) ot A(n,d) est une constante ne dépendant que de n
et de d. En effet, dans ce cas les sous-ensembles ' sont semi-algébriques
(voir la définition de I'y dans la section suivante) et leur degré ne dépend
que du degré du systeme de Pfaff définissant F).
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3. Démonstration du Théoréme 2

D’apres les résultats sur les stratifications adaptées a un systeme de
Pfaff [IMR] (voir aussi [LR], [Sp] et [LS]) il existe une famille finie X},
i€{l,...,7}, de sous-variétés de classe C? A-définissables, un entier s <r
et une famille finie de feuilletages A-définissables Fi tels que pour tout A:

1. X/{ U---U XY est une partition finie de Xj.

2. Fﬁ\ est un feuilletage sur Xi de codimension au plus p et il est de
codimension p si et seulement si ¢ < s.

3. si V est une feuille de Fy alors VN X f\ est une union de feuilles de
Fi.

Soit i € {1,...,r} et A € R% Sii > s on pose Yi =0. Sii<son
note Yy le sous-ensemble de X} suivant: un point y de X} est dans Yy
si et seulement si pour tout champ de vecteurs Z sur X} tangent & Fi
la dérivée de Lie Lz(QY) de la p-forme Qf induite par Q) sur X§ est
nulle en y. Montrons que Yf est un ensemble A-définissable. Puisque
Q, est annulée par tout champ tangent & Fy, la forme Qf est annulée
par tout champ tangent & Fi et Lz(€%)(y) ne dépend que de la valeur
de Z en y. En effet, si Z; et Zs sont deux champs de vecteurs tangents
a Fi et si g est une fonction C! alors

Lgz,42,(23) = gLz, (Q3) + Lz, (23).
Or, d’apres [LS], I'application II§ qui & = € Xﬁ\ associe la projection
orthogonale sur le plan tangent 7, (F}) au point z de la feuille de F}
passant par x est de classe C? et A-définissable. Ainsi les champs de
vecteurs Z§ , = H;\(aimk), k € {1,...,n} sont de classe C?, A-définis-
sables et engendrent en tout point z € X} le plan tangent T, (F%). Par
conséquent, Yy = X{ N (Np_;{Lz: (24)=0}). Il est A-définissable.

D’aprés le lemme de section de Gabriglov [Ga] adapté aux feuilletages
analytiques par [MR] (voir aussi [LR]) et aux feuilletages .A-définissables
par [Sp] (voir aussi [LS]), il existe une famille A-définissable X% C X%,
i€{s+1,...,t}, de sous-ensembles .A-définissables, tels que dim X;\ <p
et tels que si V est une feuille de Fi alors V N X} est discret et ren-
contre toutes les composantes connexes de V N Xﬁ\. Il existe aussi
une famille A-définissable Ff\ C Y/\i, i € {1,...,s}, de sous-ensembles
A-définissables de dimension p, tels que si V' est une feuille de .7-'/{ alors
VNI est discret et rencontre toutes les composantes connexes de VﬂY)f.

En utilisant encore les résultats de stratification adaptée a un feuil-
letage, on décompose les 1"3, i €{1,...,s}, de la fagon suivante:
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. /. 1" - /. « sy, s , .
1. T4 =T UT, " avec Ty sous-variété A-définissable, de classe C2, de
. . B 1", 7 .
dimension p, transverse a Fy et I'\* sous-ensemble A-définissable,
de dimension strictement inférieure a p.

2. Ty =T U--- ULy est une sous-variété de dimension p.

On pose X, = (UZ-SSF;") U (U¢>5X§\)~ C’est un sous-ensemble A-définis-
sable de dimension strictement inférieure a p. Nous allons montrer que
I’ensemble I'y décrit ci-dessus satisfait & la conclusion du Théoréme 2.
Soit C' une sous-variété de dimension p contenue dans X, qui coupe
chaque feuille de F) en au plus un point. Nous allons montrer que

Jo ol < [p Il

La forme Q) étant annulée par tout champ tangent a Fy, on a

[1ol= [ 1]
C c’

ot C’ est l'ensemble (ouvert dans C) des points ot C est transverse
a Fx. Nous pouvons donc supposer que C est transverse a Fy. Soit
C" Tensemble des points de C' ot 2y est nulle. Clest un fermé de C et
fc,// |©2x] = 0. Nous pouvons donc supposer que {2 ne s’annule en aucun

point de C. Soit C"" I’ensemble mesurable des points de ¢ € C' tels que V,
la feuille de F, passant par ¢, rencontre X,. Puisque dim X, < p et
que C est de dimension p et transverse a F), ’ensemble C"" est de mesure
p-dimensionnelle nulle et fcm |Q2x] = 0. Par construction des Xﬁ\, un

point ¢ est dans c" des que la feuille V' qui passe par ce point rencontre
Pun des X% (et donc 'un des X%) sii > s. On pose Cop = C\C". Cest
un sous-ensemble mesurable de C' et [ [ = [ []. 1L suffit donc
de montrer [ W] < [i [l

Soit ¢ un point de M, S, une section transverse a F, en ¢ coupant au
plus une fois chaque feuille et soit z un point appartenant a la feuille V'
passant par ¢. On suppose Q(c) # 0. La restriction de F, au saturé
de S, par F) est un feuilletage sans holonomie (voir [CL] par exemple).
Si S est une section du feuilletage en z, la différentielle de 'application
d’holonomie entre S, et S induit un isomorphisme linéaire entre les fi-
bres (TX)/TFx)c et (TX\/TFy). du fibré normal & F,. Cette applica-
tion est indépendante du choix des sections S, et S. D’autre part, 2\ qui
est annulée par tout champ de vecteurs tangent a F, définit une p-forme
linéaire sur le fibré normal TX,/TFy. Soit v = (v1,...,vp,) un p-uplet
de vecteurs formant une base de (T'Xx/TFa). et soit w l'image de v
par la différentielle de ’application d’holonomie entre S, et S. Puisque
Qxa(c) # 0, on a Qy(¢) - (v) # 0. Nous définissons une application O,
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sur V par

Qa(c) - (v)
C’est une application indépendante du choix de v. De plus ©. est
différentiable et si Z est un champ de vecteurs tangent a V', on a

1) 2(0.)() = —%jjéj” (v()w )

Si ¢’ est un autre point de V tel que Q,(c¢’) # 0, on a le cocycle mul-
tiplicatif O (r) = O (c)B.(x). Soit S une section transverse de Fy
passant par ¢’. En restreignant éventuellement S, et S, il existe un
difféomorphisme d’holonomie h entre S. et S... On a donc la formule de
changement de variable

(2) /S ] = /S 12 (@) 102 (h(2))].

On en déduit le lemme suivant qui est dans lesprit de [Go, Théoréme 1.5
et Proposition 1.6, p. 140].

Lemme. Soit Ci une sous-variété de dimension p contenue dans Xy,
transverse a Fy. Supposons que pour tout x € Cy, il existe un point '€ Cq
appartenant d la méme feuille que x et telle que |©,(z")| > 1. Alors

/\QA|S/ ||
Co Cy

De plus, si ¢ est un point d’une strate Xﬁ\ de X sur laquelle .7-'/( est
de codimension p on définit de méme une application ©F sur la feuille V*
de ]—'ﬁ qui passe par c. Le fibré normal a }"ﬁ\ coincide avec la restriction
a X! du fibré normal & F,. L’application O est donc la restriction de O,
avi,

Nous pouvons enfin montrer que [, || < [i. [Q] et ainsi terminer
la preuve du Théoréme 2. Soit ¢ € Cy. La restriction de |O.| au com-
pact V N X, atteint son maximum en un point m. Soit Xﬁ\ la strate
de X qui contient m. Puisque ¢ € Cp, alors i < s, || est non nul
en cet en m et .7-';\ est de codimension p. Le point m est aussi un max-
imum de |©¢,]. Il est donc contenu dans Yy. Soit W la composante
connexe de V NY; qui contient m. D’apres les résultats de stratification
adaptée a un feuilletage [MR], [Sp], [LR], [LS], W se décompose en une
union dénombrable de sous-variétés sur lesquelles |©¢ | et |©.| sont con-
stantes. Ceci implique que |©?,| et |©,| restreintes & W sont constantes.
Par conséquent, |O.| atteint son maximum en un point m’ € V NTY.
Puisque ¢ € Cy, c’est un point de I‘/)f et donc de T'y. Puisque O.(c) =1,
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on a [O.(m')| > 1. Le lemme appliqué & C; = I'y acheve la preuve du
Théoreme 2. O

[CL]
[Ch]
[CY]
[DK]

[Dr1]

[Dr2]

[K1]

[K2]
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