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EXTENSION D’HOMEOMORPHISMES CR ENTRE
VARIETES POLYNOMIALEMENT RIGIDES

PATRICK LAHONDES

Abstract

Let f: M — M’ be a CR homeomorphism between two minimal,
rigid polynomial varieties of C™ without holomorphic curves. We
show that f extends biholomorphically in a neighborhood of M if f
extends holomorphically in a neighborghood of a point pg € M
or if f is of class C'. In the other hand, in case M and M’
are two algebraic hypersurfaces, we obtain the extension without
supplementary conditions.

1. Introduction

Dans cet article, nous déterminons des conditions pour qu’un homéo-
morphisme de Cauchy-Riemann (notée CR) continu entre deux variétés
de Cauchy-Riemann analytiques réelles (on s’intéressera uniquement &
ce cas) se prolonge holomorphiquement au voisinage de la variété de
départ. Les principaux résultats obtenus sont:

Théoréme 1.1. Soit f: M — M’ un homéomorphisme CR entre deuz
variétés polynomialement rigides de C™, minimales, sans courbe holo-
morphe. Alors [ s’étend biholomorphiquement sur un voisinage de la
variété M s’il existe un point po € M au voisinage duquel f s’étend
holomorphiquement.

Théoréme 1.2. Soit f: M — M’ un homéomorphisme CR, entre deux
hypersurfaces algébriques réelles de C™ ne contenant pas d’ensemble an-
alytique complexe non trivial, alors f se prolonge biholomorphiquement
sur un voisinage de [’hypersurface M.

Dans le cas hypersurface, ce probleme est fortement lié au prolonge-
ment des applications holomorphes propres entre domaines & bord analy-
tique réel ([DF88], [BR88]). En effet, si les applications sont continues
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jusqu’au bord du domaine, I’étude se ramene a celle des applications
CR entre hypersurfaces réelles analytiques. Inversement, une applica-
tion CR entre deux hypersurfaces CR minimales se prolonge holomor-
phiquement d’un coté de la variété ([Tum89al), et le probléme est alors
de montrer que cette extension est propre (localement). Cette situa-
tion a beaucoup été étudié, notamment, pour ne citer que les résultats
récents, dans [BHR96] ot il est demandé que f soit un difféomorphisme
de classe C*, et dans [CPS99] et [CPS00] avec f une application de
classe C*. Sous la seule condition de continuité de f, Bell-Catlin [BC88]
puis Huang [Hua00] donnent une condition suffisante pour que l’exten-
sion unilatérale de f soit propre quand les hypersurfaces sont pseudocon-
vexes. De méme, Pinchuk-Tsyganov [PT90] montrent que f se prolonge
holomorphiquement lorsque les hypersurfaces sont strictement pseudo-
convexes. Enfin, Huang [Hua96] obtient un résultat similaire sans con-
dition de pseudoconvexité mais valable dans C? seulement.

En codimension supérieure, Baouendi-Jacobowitz-Treves [BJT85]
ont montré que tout difféomorphisme CR. de classe C*° qui s’étend holo-
morphiquement a un wedge d’edge M est analytique. En ce qui concerne
les quadriques (qui sont le bord de domaines de Siegel), 'extension de f
est obtenu par Tumanov-Henkin [TH83| avec une condition de stricte
pseudoconvexité des variétés M et M’, et par Tumanov [Tum89b],
Forstneri¢ [For92] et Soukhov [Suk94] avec des conditions de Levi
non-dégénérescence. Dans ces articles, la structure géométrique des
quadriques est fortement utilisée. Mais ensuite, avec peu de régularité
sur f (homéomorphisme, ou de classe C'), on obtient une extension de f
(biholomorphe ou rationnelle). Enfin, dans Particle [For91], Forstneri¢
montre que tout homéomorphisme CR local entre variétés réelles ana-
lytiques strictement pseudoconvexes et “over-extendable” (dont on don-
nera la définition a la fin de la section suivante) se prolonge en un bi-
holomorphisme local. On peut remarquer que dans tous ces articles, une
diminution de la régularité des applications est compensée par de plus
fortes conditions sur les variétés et inversement.

Nous travaillons ici avec des variétés polyndémialement rigides, ce qui
généralise la notion de quadrique, et sans condition de pseudoconvexité.
On demande peu de régularité a I'application, mais en revanche, on
a besoin d’avoir déja I'extension holomorphe de l'application au voisi-
nage d’un point py. Un peu plus de régularité sur ’application as-
sure ’existence d’un point d’extension holomorphe, ce qui nous permet
d’énoncer le résultat suivant:
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Corollaire 1.3. Soit f: M — M’ un homéomorphisme CR de classe C*
entre deux variétés polynomialement rigides de C", minimales, sans
courbe holomorphe. Alors f s’étend biholomorphiquement sur un voisi-
nage de la variété M.

Nous allons maintenant nous intéresser a quelques situations ou la
condition d’extension holomorphe de f au voisinage d’un point de M est
vérifiée sans avoir & supposer f de classe C'.

On a vu précédemment que [For91] nous donnait une condition suff-
isante pour que f s’étende biholomorphiquement au voisinage d’un
point pg, ce qui nous permet d’obtenir ensuite I’extension biholomorphe
de f au voisinage de tout point de M. Mais il n’est pas toujours possible
de trouver, sur une variété vérifiant les hypothese du Théoreme 1.1, des
point strictements pseudoconvexes contrairement au cas hypersurface.

Exemple 1.4. La variété My C C* > (z1 + iy1, 2o + iyo, w1, wo) définie
par:

(1)

T1 = Wi1W1 — WaWs,
xg = wiwi + w3,
ne possede aucun point strictement pseudoconvexe.

Mais si, pour cet exemple, [For91] ne nous permet pas d’obtenir un
point de prolongement holomorphe, on peut appliquer le Théoreme 1.2
de Boggess-Polking [BP82] & la variété My car I'enveloppe convexe de
I'image de sa forme de Levi est R? tout entier en tout point tel que
wi1w2 7& 0.

Enfin, on a vu que 'on pouvait obtenir un résultat général pour les
homéomorphismes CR entre hypersurfaces algébriques réelles. En ef-
fet, dans ce cas, on sait que si f se prolonge en tant que correspon-
dance au voisinage d’un point p, elle se prolonge holomorphiquement
au voisinage de ce point (¢f. [DP98]). Or en codimension supérieure,
il n’existe pas de résultat équivalent. Néanmoins, si I'on considere M
et M’ polynémialement rigides, on a un bon controle de la géométrie de
ces variétés ce qui nous permet d’obtenir ce résultat (cf. Proposition 8.1).
De plus, il est toujours possible de trouver un point de prolongement
holomorphe dans le cas hypersurface.

La démonstration du Théoreme 1.1, inspirée d’un travail de Coupet-
Pinchuk [CP96], repose sur 'utilisation des variétés de Segre introduites
par Segre [Seg31] et développées par Webster [Web77]. La définition
des variétés de Segre et quelques-unes de leurs propriétés élémentaires
ainsi que la notion de correspondance holomorphe propre seront données
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dans la Section 3. Les Sections 4 et 5 seront consacrées a ’extension de f
en tant qu’application algébrique puis en tant que correspondance holo-
morphe propre. Le passage de I’extension en tant que correspondance
a celle de l'extension holomorphe repose sur deux propriétés impor-
tantes d’invariance dont la démonstration, assez technique, sera réalisée
dans les Sections 6 et 7. Enfin, dans la Section 8, nous terminerons la
démonstration du Théoreme 1.1. en utilisant le Théoreme des disques
de Benhke-Sommer.

2. Définitions et notations

Une variété CR est dite minimale (au sens de Tumanov) si et seule-
ment si elle ne contient pas de sous-variété CR propre de méme di-
mension CR. Soit M C C" une variété CR. On dira que M est de
type fini en p € M (au sens de Bloom-Graham) s’il existe N € N
et Xp,..., Xy € T(M,T°M) tels que les X; et leurs commutateurs
d’ordre inférieurs a N engendrent T, M. Lorsque les variétés sont réelles
algébriques, on montre, grace au Théoreme de Nagano [Nag66], qu'’il est
équivalent de dire qu’elles sont de type fini (au sens de Bloom-Graham)
ou de dire qu’elles sont minimales au sens de Tumanov (c¢f. [BR90]).

On dit que f est un homéomorphisme CR entre les variété M et M’
lorsque f est un homéomorphisme et f est CR. Lorsque M et M’ sont des
hypersurfaces, Diederich-Pinchuk [DP93] montrent que f~! est aussi
CR. Dans notre situation, on établit un résultat similaire (c¢f. Proposi-
tion 4.3).

Soit p un point de C™, on notera par U, un voisinage ouvert connexe
de p dans C™. Lorsque nous travaillerons avec des applications entre
variétés algébriques réelles, tout objet de I’espace d’arrivée sera noté
avec un .

On notera les points t € C" par t = (z,w), out z € C™ et w € C? avec
m+d = n. Soit M une variété CR, elle sera dite polynomialement rigide
si elle est définie par:

(2) M ={(z,w) € C" : Rew + p(z) = 0},

avec p une application polynémiale réelle de la forme:

(3) p(z) = (p1(2),...,pa(2)) = Z a}kzjz’“, o Z a?kzjzk ’
J.k 5,k

ot j=(j1,...,Jm), k= (k1,..., kn) sont des multi-indices et a;i = Gx;
pour tout k, j (pour que p(z) soit réelle). D’apres la définition, il est
clair que M est une variété CR générique de dimension complexe m.
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Remarque 2.1. Pour tout point p € M, il existe un changement de vari-
ables polynomial biholomorphe tel que la variété M soit définie au voisi-
nage de p par des équations de la forme (2) avec p(p) = 0 et dp(p) = 0.

Soit I' € R? un céne ouvert connexe de sommet 0 et U, C C" un
voisinage ouvert de p € M sur lequel M est définie par des équations de
la forme (2) avec p(p) = 0 et dp(p) = 0. Nous notons alors W(I',U,) le
wedge d’edge M défini par

W(,Up,) = {(z,w) € Uy/ Rew + p(z) € T'}.

La condition d’“over-extendability” concerne l'extension des fonc-
tions CR sur M. Soit p € M, on demande que toute fonction CR sur M
au voisinage de p s’étende pres de p & un wedge W(I',U,) d’edge M tel
que le cone I' déterminant le wedge W (T, U,,) soit strictement plus grand
que le cone de Levi de M en p (voir [For91]).

3. Variétés de Segre, correspondances holomorphes
propres

Dans un premier temps, nous allons introduire la notion de variété
de Segre. Soit M une variété polynoémialement rigide de la forme (2),
comme Rew + p(z) est une application algébrique réelle, on peut con-

sidérer sa complexification “’3‘5 + p(z,), définie sur C™ x C", qui est
holomorphe en ¢t = (z,w) et antiholomorphe en 7 = ({,£). Soit 7 =
(¢,€) € C™, on appelle alors la variété algébrique complexe fermée de

dimension m définie par:
Qr = {(Z,’LU) eC": w+E—|—2p(z,Z) = 0}7

la variété de Segre de M en 7. Cette variété de Segre est un graphe
au dessus de CL. En effet, Q; = {(z,w) € C"/z € C", w = —{ —
2p(2,Q)} = {(2,0+(2))/z € C"} ot 07(2) = =€ = 2p(2, ().

On appelle symétrique de 7 = (¢, ), unique point noté *7 de la

forme (¢, 0-(C)) tel que °7 € Q.
Pour 7 € C™ on définit 'ensemble analytique A, par:

AT:{tGCn:Qt:QT}'

Nous allons énoncer un certain nombre de propriétés élémentaires des
variétés de Segre qui nous seront utiles par la suite (cf. [DF88], [DP95]).
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Propriétés 3.1. Pour tout t,7 € C™ on a:

1.teQ, <= T17€Q,.

2. teQy<—=te M.

3. TeA,.

4. SiT e M, A, est une sous-variété complexe de M.

On dit que M est essentiellement fini en 7 si A, = {7} dans un
voisinage de 7. Donc, si M est supposée sans courbe holomorphe en 7,
on déduit du quatrieme point de la Propriété 3.1 précédente que M est
alors essentiellement fini en 7.

La propriété suivante est la propriété d’invariance des variétés de
Segre. De nombreux résultats d’extension reposent sur cette propriété
d’invariance.

Propriété 3.2. Soit M, M’ deuz variétés réelles algébriques de C™ et
soit f: Up — UZ’,, une application holomorphe entre deuz voisinages ou-
verts d'un point p € M et d'un point p' € M' avec p' = f(p) telle
que f(M NU,) C M"NU,, alors, pour tout t € M NU, il existe un
voisinage Uy C Uy, tel que pour tout T € Uy,

f(Q'r N Ut) C Qlf('r)

Propriété 3.3. Soit M une variété polynomialement rigide de la for-
me (2) alors pour tout cone I' € R et pour tout € W(I',C"), *1 €
W (-T,C").

Preuve des propriétés précédentes: Les premieres propriétés résultent de

l'identité p(z,w) = p(w, z).
La Propriété 3.2 est une conséquence de la relation f(M NU,) C
0,

M'NU,, qui se traduit par Vt € MNUy, p(t,t) =0 = o (f(t), f(t) =
et du lemme de division des fonctions analytiques réelles.

Montrons la Propriété 3.3. Soit I' un cone de R? et 7 = ((,€) €
W(T,C"). Cela signifie que Re& + p(¢) € T'. On veut alors montrer que
st € W(-TI,C"). Or Q, = {(z,w) € C" : w+ & + 2p(2,{) = 0} donc
T = (Ca _2p(<a C) - 5) Et

Re(—2p(¢,C) — &) + p(¢) = —2p(¢) — Re & + p(¢),
€T,

ce qui termine la preuve de la derniere propriété. O
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Proposition 3.4. Soit M une variété polynomialement rigide de la for-
me (2), p € M et T' un cone de RY; Alors il eviste un voisinage U, et
un point T € W(=I',U,) tel que pour tout t dans un voisinage de T,
Q:NW(T,Up) soit connexe.

Preuve de la Proposition 3.4: Soit p € M et U, = U, . x Up4, un voisi-
nage ouvert sur lequel M est définie par des équations de la forme (2)
avec p(p) = 0 et dp(p) = 0. On peut aussi travailler, sans perdre de
généralité, avec le cone I' = (RT)?. Soit 7 = (¢, &) € W(-T,U,), regar-
dons 'ensemble

U-={2€U,.,:(2,0.(2)) € W(,C"},

oit 0.(2) = —(€ + 2p(2,¢)). Regardons comment varie U, lorsque T se
promene dans une direction normale a M intérieure au cone I, c’est a
dire lorsque 7 est de la forme 7 = Au = (0, A) avec u = (04, 14) et A > 0.
On a

Oox\(2)

o\

Ceci entraine que si X' > A, c’est & dire lorsque 1'on s’éloigne de M
suivant la normale u alors Uy x) C Ug,\1), et la proposition découle de
cette relation. O

=_-1eR%

Soit p € M et U, un voisinage de p, notons S = S(Up) I'ensemble des
variétés de Segre {Q, : 7 € U, } et A application de Segre (cf. [DW80],
[DF88], [DFY94] et [DP95]) définie par:

AU — S§

T — Qr.

On peut définir une structure de variété analytique complexe de di-
mension finie sur S telle que 'application A soit un revétement ramifié

fini antiholomorphe. En effet, I'équation w + & + 2p(z,¢) = 0 qui définie
Q- est équivalente a

(4) w=—E+ Y (0,

ou la somme du terme de droite est finie et les by sont des polynomes.
Les coeflicients by (¢) et £ peuvent étre considérés comme les coordonnées
de Q, dans un certain CV.

Nous allons maintenant introduire la notion de correspondance holo-
morphe propre ainsi que celle d’extension d’application en une corre-
spondance holomorphe propre.
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Définition 3.5. Une correspondance holomorphe propre est un ensem-
ble analytique complexe fermé F C U x U’, de dimension n, avec U et U’
deux ouverts de C", et avec la propriété que la projection 7: F — U est
propre. La correspondance F' est dite irréductible si F' est irréductible
en tant qu’ensemble analytique.

Définition 3.6. Soit D, D’ C C" deux domaines de C™, f une appli-
cation holomorphe de D sur D’ et p € dD. On dit que f s’étend en
une correspondance holomorphe propre a un voisinage U, de p s’il existe
un voisinage ouvert U’ € C™ et une correspondance holomorphe propre
irréductible F C U, x U’, telle que 'y N{(DNU) x D'} C F, ouI'y est
le graphe de f.

Une correspondance F associe & tout point p € U un nombre fini
d’images, qui sont Pensemble des points F(z) = /(71 (p)) C U’, ot 7/
est la projection de F' sur U’. Le nombre de ces images, compté avec
multiplicité, est égal au nombre k de feuillets du revétement ramifié
m: F — U. Onnote E le lieu de branchement de F c’est a dire ’ensemble
analytique complexe de dimension n — 1 formé des points de U tels que
Tx—1(v\E) S0it une application localement biholomorphe.

4. Algébricité et résultats préliminaires

Revenons maintenant a la démonstration du Théoreme 1.1. On veut
montrer que les applications f et f~! s’étendent algébriquement & tout
Ccn.

On rappelle qu'une application f s’étend en une application algébrique
complexe si le graphe de f est une partie d’un ensemble algébrique com-
plexe de dimension n. C’est a dire s’il existe un ensemble algébrique com-
plexe F' C C* xC" de dimension n tel que I'y C F ou I'f est le graphe de
f. Si F est un ensemble algébrique complexe de C™ x C™, on note F !,
I'ensemble algébrique complexe F~! = {(#/,t) € C* x C" : (t,') € F}.

Proposition 4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, f et f~ s’éten-
dent en des applications algébriques complexes. De plus les graphes F
et G de ces extensions sont tels que G = F~1.

L’hypothese que M et M’ soient des variétés polyndomialement rigides
n’est pas nécessaire ici, il suffit de supposer que les variétés soient réelles
algébriques.

Preuve de la Proposition 4.1: Dans un premier temps, nous allons mon-
trer qu’il existe un point p proche de py au voisinage duquel f se pro-
longe biholomorphiquement. Notons U,, un voisinage de pg sur lequel
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f se prolonge holomorphiquement. Soit N < n le rang maximal de
la matrice jacobienne de f sur Up,,. L’ensemble Jy = {t € Up,
le rang de la matrice jacobienne de f en ¢ est inférieur & N} est un en-
semble analytique de Up,, de dimension strictement inférieure a n. Donc
MNU,, ¢ Jo car M est générique. Soit p € (M N Uy, )\Jo et U, un
voisinage de p tel que U, N Jy = 0. Alors f(U,) est un ensemble analy-
tique de dimension N par le théoréeme du rang constant et comme f est
un homéomorphisme de M sur M, il existe un voisinage U,y C C" de
f(p) tel que (M'NUygp,y) € (M'0f(U)) C f(Up). Or M’ est générique,
il est donc nécessaire que N = n, donc Jy = {t € U, : Jac(f)(t) = 0}
et f est un biholomorphisme au voisinage de p.

Pour prouver Valgébricité de f, il suffit maintenant d’appliquer le
Théoreme de Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96] suivant au voisi-
nage du point p € M ou f s’étend biholomorphiquement:

Théoréme (Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96]). Soit M, M'e C™
deuzx variétés génériques algébriques réelles. Supposons que M soit de
type fini, holomorphiquement non-dégénérée. Si f est un biholomor-
phisme défini dans un voisinage de M, envoyant M sur M', alors f est
algébrique.

Remarque 4.2. Une variété M est dite holomorphiquement non-dégéné-
rée en p si il n’existe pas de germe de champ de vecteurs holomorphe,
avec coeflicients holomorphe, tangent a M au voisinage de p, mais non
identiquement nul sur M. Dans [BER96], il est montré que si M est
essentiellement fini en un point p, alors M est holomorphiquement non-
dégénérée en tout point de M.

On note F' I'ensemble algébrique complexe irréductible de dimension
complexe n de C™ x C™ tel que I’ fio, C F ou U, est un voisinage ouvert
de p sur lequel f se prolonge biholomorphiquement. On a alors que
I's,, C F et donc que F est un prolongement algébrique de f car f est
une application CR. On note E le lieu de branchement de F.

Pour f~', on applique le Théoreme de Baouendi-Ebenfelt-Roths-
child [BER96] & (f~')f(v,). On note ensuite G I'ensemble algébrique
complexe irréductible de dimension complexe n de C™ x C™ tel que
F(f—l)lf(up) C G. Mais on ne sait pas encore si GG est un prolongement

algébrique de f~ 1.
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11 nous reste donc & montrer que F~1 = G et que -1y, C G pour

prouver la Proposition 4.1. Or on peut voir que:
{Ffu,, C F donc que (Ty,, )~' C F1,
= (wap)_l cd.

|Mm’

F(f‘l)\f(vp> = l—‘(f\up)‘l

Donc F~! et G coincident sur 'ouvert U, x U, de C" x C" ce qui
implique que G = F~1! car ce sont deux ensembles algébriques complexes
irréductibles.

Enfin, comme I'(y-1) , = (I'y,,)”" et que Ty, C F, on en déduit
que I'( F Y C G. Donc G est bien un prolongement algébrique de
fL O

Apres avoir prolonger f algébriquement, on peut déja prolonger f
holomorphiquement au voisinage d’un certain nombre de points de M.
Si p € M n’appartient pas au lieu de branchement E de F, on peut
prolonger f holomorphiquement au voisinage de p. En effet, soit U,
un voisinage de p tel que U, N E = ) et regardons la composante
irréductible de F' N (U, x C*). C’est une variété algébrique complexe
qui est le graphe de l'extension holomorphe de f sur U,. De plus
E est un ensemble analytique donc M ¢ FE car M est générique et
dimg(M N E) = dimg M — 2 car M est minimale. Donc pour tout
point p € M, il existe un point ¢ € M proche de p au voisinage duquel
f se prolonge holomorphiquement.

La fin de la démonstration précédente nous permet de prouver le
résultat suivant:

Proposition 4.3.  Sous les hypothéses du Théoreme 1.1, lapplica-
tion f~! est CR.

Preuve de la Proposition 4.3: Le fait que I'y-1 C G = F~! montre tout
d’abord que f~! est CR sur M’\E’, oit E’ est le lieu de branchement
de F~!. En effet, on vient de voir que sur cet ensemble f~! est la trace
sur M’ d’une application holomorphe.

Enfin, comme M’ est générique et minimale, on peut montrer que
dimg (M'NE’") = dimg M’ —2. On en déduit donc, grace & un Théoréme
de Harvey-Polking [HP70], que f~! est CR sur M. O

Dans le cas o p € E, on ne sait pas encore si f s’étend holomor-
phiquement sur un voisinage de p tout entier, mais on sait qu’en méme
que f s’étend holomorphiquement sur un wedge d’edge M car M est
minimale en p (¢f. Tumanov [Tum89a]). On va alors s’intéresser a la
nature de cette extension.
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Pour cela, on va utiliser un Lemme de Chirka-Rea ([CR94, Lemme 2,
p. 426]). Soit p € M et U, N M un voisinage de p sur M tel que le Théo-
réme d’approximation de Baouendi-Treves [BT81] puisse s’appliquer a
U,NM et a f(U,NM) (i.e. les fonctions CR de classe C° sur M (resp. M)
sont limites uniformes de polynémes sur U, "M (resp. f(U, NM))).
Considérons (U, N M)~ Penveloppe formée par les disques analytiques ¢
attachés a U, N M. On rappelle quun disque analytique ¢ attaché a
U, N M est une application ¢: D — C™ qui est continue sur D et holo-
morphe sur D telle que ¢(0D) C U, N M ou D est le disque unité de C
et dD est le bord du disque D. (U, N M)~ est donc 'ensemble:

UpynM)”={z€U,:Jpetvye D tel que p(y) = z}.

De la méme facon on définit (f(U, N M))~ l'enveloppe formée par les
disques analytiques attachés a Pouvert f(U, N M) C M’.

Lemme 4.4 ([CR94]). Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, il existe
un biholomorphisme f: int((U,NM)~) — int((f(U,NM)™) qui prolonge
continiment f: U, N M — f(U, " M).

Preuve du Lemme 4.4: D’apres la construction de (U, N M)™, on ob-
tient grace au principe du maximum et au Théoréeme d’approximation
de Baouendi-Treves, une extension f de f a (U, N M)~ telle que:

f: (U, " M)~ — C" soit continue et f: int((U, N M)~) — C" soit
holomorphe. De méme, on construit une extension g: (f(U, N M))~ —
Cn de fL

Montrons maintenant que fo g=1Idet quego fz Id. Pour cela, il
faut d’abord vérifier que fo getgo f soient bien définies. Soit ¢ un
disque analytique attaché & U, N M, on peut alors regarder (fo ©»)(0D)
et on a (]?o ©)(0D) C M'. Donc (fo ©) est un disque analytique attaché

a f(UyNM) et (fop)D) C (f(U,NM))~. On en déduit alors que

go f est bien définie car on a f((U, N M)~) C (f(Up N M))~. De plus,

(ﬁ(fo ©))(0D) = p(9D) c’est a dire que f(f o ) et ¢ coincident sur le
bord 9D de D donc sur D. Donc go f = Id sur ¢(D) pour tout ¢, par

conséquent go f =Id sur (U, N M)~. De la méme facon, on obtient que

fog=1Idsur (f(U,NM))~. On a donc obtenu le résultat suivant:

1l existe une application biholomorphe fv: int((Up,NM)~ —int((f(UpN
M)™) qui prolonge contintment f. O
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Or d’apres le Théoreme de Tumanov [Tum89a], on sait qu’il existe
un wedge que 'on notera W), tel que W, C int((U, N M)™) et un wedge
Wiy Cint((f(Up N M))~.

Remarque 4.5. Donc f: W, — C" est un biholomorphisme sur son im-
age (de méme pour g).

L’extension f de f obtenue précédemment sera maintenant encore
noté f, de méme, I'extension g de f~! sera noté f~1.

5. Extension en tant que correspondance holomorphe
propre

Dans cette section, on va montrer que 'extension F' précédente est en
fait localement (apres réduction) une correspondance holomorphe pro-
pre, mais on veut aussi que F~! soit localement (apres réduction) une
correspondance holomorphe propre.

Proposition 5.1. Soit f un homéomorphisme CR, entre deuz variétés
polynémialement rigides, de type fini, qui s’étend en une application
algébrique complexe, alors f se prolonge localement en une correspon-
dance holomorphe propre Fs.

Plus précisément, cela signifie que pour tout point p € M, il existe un
voisinage U, de p tel que f se prolonge en une correspondance holomor-
phe propre sur U,

Sip ¢ E, c’est évident car f s’étend holomorphiquement au voisinage
de p.

Soit p € MNE, Uy, un voisinage ouvert de p et Uzlﬂ un voisinage ouvert
de p’ = f(p). On regarde la composante irréductible Fy de F'N (U, x C™)
telle que (p,p" = f(p)) € F1 et Ty N (U, x C") C Fy. On appelle ensuite
Fy, la composante irréductible de Iy N (U, x U,) telle que (p,p’) € I3
et I'y N (Up x U},) C F>. On veut montrer que 7y H(p) est discret ot
mo: Fy — Up. En effet, si 772_1(p) est discret, la projection mo: Fp — U,
sera localement propre en (p,p’) donc il existera deux autres voisinages
encore appelé U, et U;,/ tels que 73: Fy — U, soit propre avec Fy
construit comme F» (avec les nouveaux voisinages U, et UZ’),). On va en
fait démontrer que:

Lemme 5.2. L’ensemble 7y *(p) est discret (ot 7y : Fy — U,).

Ce lemme nous donne bien le résultat voulu i.e. m, *(p) est discret.
Pour montrer ce résultat, on va introduire I’ensemble

FY = Fi N (°*W, x C"),
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ou *W, est le wedge symétrique de W,. Si W), est défini par W, =
W(T,Up), *W, est défini par *W,, = W(-I,U,). Dans un premier
temps, on va montrer que I’ensemble algébrique FY est irréductible.

Lemme 5.3. L’ensemble algébrique FY est irréductible.

Preuve du Lemme 5.3: Comme FY est un ensemble algébrique, on peut,
quitte & modifier le systeme de coordonnés dans C}}, le contenir dans un
ensemble algébrique défini par un systéeme d’équations de la forme:

ago(t)t" + -+ + agm(t) =0,

ou les coefficients ay; sont des polynémes complexes. On utilise alors
le Théoreme de Tumanov [Tum89a] puis le théoréme de 'edge of the
wedge pour prolonger les applications ay; & un voisinage de p tout entier.
Donc si FY est réductible, Fy le serait aussi. Or par définition F est
irréductible d’oui le résultat. O

Preuve de la Proposition 5.1: La démonstration de cette proposition va
se réduire a la démonstration du Lemme 5.2.
On va d’abord montrer que:

(5) fQeNWy) CcQu V(tt) e FY.

On sait qu'il existe un point ¢ € M proche de p au voisinage V;; duquel
Papplication f se prolonge holomorphiquement (on appellera encore f
cette extension). D’apres la propriété d’invariance des variétés de Segre
par une application holomorphe, on a:

(6) f(StQt) - Qlf(t) Vi S SWq.

Pour t € *W, on a bien que °t € W, d’apres la Propriété 3.3 et - Q-
désigne la composante connexe de ), contenant °7.
Posons maintenant

Ky ={(t1t)e*W, xC": f(5,Q¢) C Qu}.

C’est un ensemble analytique de C™ de dimension n — 1 et pour tout
point 7 € *W,, (7, f(7)) € K1. Soit 7 € *W,, il existe donc un voisinage
ouvert V; de (7, f(7)) dans C™ x C™ tel que FYY NV; C Ky, or FY est
irréductible, on peut donc en déduire que F C Ky, c’est a dire que

f,Q) CQy Y(tt) e R

De plus, d’apres la Proposition 3.4, on sait qu’il existe un point t € M
au voisinage duquel Q- NW), soit connexe. Il existe donc un point ¢ € *W,
(t n’étant pas un point de branchement de FY), un point ¢ € C™ et un
voisinage Vs de (t,t') € FY dans C" x C" tel que V (r,7') € FY N Vy,
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Q- NW), soit connexe. Comme f est une application holomorphe propre
(d’apres la Remarque 4.5), on en déduit que

f(Q-NW,) C Q.. V(r,7) e F NV,.
Considérons alors
Ko=A{(r,7") €W, xC": f(Q: NW,) C Q. }.

C’est un ensemble irréductible de dimension n — 1. Et de la méme facon
que précédemment, on montre que FyY C K. on a donc bien montré (5).

Regardons maintenant un couple ((r,7'"), (r,7/%)) € FY, il est clair
que Q' ,, = Q',, d’apres (5). Or Fy est irréductible, donc par prolonge-
ment analytique, on obtient que la relation précédente reste vraie pour
tout couple ((, 7’ 1), (r, 7 2)) € F} ce qui donne la propriété suivante:

Propriété 5.4. Pour tout couple ((t,7'"), (r,7'%)) € Fy, on a Q.. =
Q;/2-

Preuve de la Propriété 5.4: Considérons l’ensemble

F={r € U\m(E1): 3V, tel que Vu € V,, Vu', u'? € C"
tels que (u,u) € Fy alors Qun = Q2}.

Il est clair que F est ouvert et non vide, et comme Fj est connexe, il
suffit de montrer que F est fermé pour prouver que F = U,\m1(E1). Soit
(17); une suite dans F qui tend vers 7 € Up\m(E1) et V; un voisinage
de 7 tel que V, Ny (E;) = 0. Supposons qu’il y ait p fibres au dessus de
V, notées Fy 1, 1 < k < p. Notons V¥ = 71 (Ey 1) et m x la restriction
de m a Ep ;. Regardons alors

(7) W’loﬂii:VT—>V7/_k.

C’est un biholomorphisme. Il faut donc montrer que pour tout couple
k,le{l,...,u} on ait

(8) <po7r’107r1_7,1€(u):cpo7r’107r1_711(u) pour tout u € V;.

Or il existe k € N tel que 7, € V; donc il existe un voisinage V;, de 7%
sur lequel I’égalité (8) est vérifiée car 7, € F, ce qui prouve bien (8). On
obtient enfin la Propriété 5.4 par continuité. O

Or cette propriété est aussi valable pour 7 = p. Et comme M’ est
essentiellement finie (car M’ est sans courbe holomorphe), on sait qu’il
n’existe qu'un nombre fini de points 7/ au voisinage de f(p) ayant la
méme variété de Segre, ce qui termine la démonstration du Lemme 5.2
et de ce fait de la Proposition 5.1. O
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On peut aussi appliquer cette proposition & F~! et f~! ce qui per-
met de montrer que f~! se prolonge aussi localement en une correspon-
dance holomorphe propre Fj L. Pour terminer, on peut remarquer que
la Propriété 3.3 et la Proposition 3.4 se généralisent pour des variétés
algébriques réelles moyennant un controle des wedges. On peut donc
généraliser la Proposition 5.1 a des variétés algébriques réelles.

6. Invariance des variétés de Segre

Le but de cette section, est de montrer que les variétés de Segre sont

— —~—1 —
invariantes par Fy et F5 . On rappelle que Fy = 75 o my !

Proposition 6.1. Soitp € M et f: M N U, — M’ NU), un homéom-
orphisme CR local, entre deux variétés polynémialement rigides, de type
fini, qui s’étend en une correspondance holomorphe propre Fs, alors les
variétés de Segre sont invariantes par E c’est a dire

FQ(Qt) C Qf(t) vVt e Up.

Preuve de la Proposition 6.1: Sip ¢ E, ¢’est évident d’apres la propriété
d’invariance des variétés de Segre.

Soit p € M N E. On regarde le Théoreme 4.1 de Diederich-Pin-
chuk [DP95] et on essaye de faire marcher la démonstration dans notre
situation. L’équation (5) et la Propriété 5.4 de la Section 5 nous donnent
déja les deux premiers points de cette démonstration Il nous reste donc
a ver1ﬁer le tr0131eme point. Rappelons que F2 est I’application F2 =
Thomy et écrivons F2 sous la forme F2 ={f1,..., f*} ottles f7 sont des
applications continues, holomorphes par morceaux (¢f. [DP95]). Posons
" = fi(t), on veut alors montrer que:

(9) Vkje{l....sh fH(Q) C Q.
Pour cela, on a besoin de quelques résultats préliminaires. Soit
E={telU,: Q€ Es}.
On montre alors que:

Lemme 6.2. Le lieu de branchement Es de Fs ainsi que l’ensemble €
sont des ensembles algébriques complexes. De plus, la dimension com-
plexe de £ est strictement inférieure a n.

Preuve du Lemme 6.2: Comme F, est un ensemble algébrique, il existe
un polynéme Q(t,t') = ako(t)t)" +- - -+ arm(t) = 0 tel que F' C {(¢,t') €
Up x U}, /Q(t, ') = 0}. Le lieu de branchement Ep de Fj est alors inclus
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dans 'ensemble des points ¢ € U, tel qu’il existe t’ € U,y avec Q(¢,t') =0

et %(t,t’) = 0 donc

E, c{teU,: Dg(t) =0},

ol Dg(t) est le discriminant de @ en ¢, Dg(¢) est un polynéme et par
conséquent F5 est un ensemble algébrique.

Soit 7 € Uy, Q, = {(2,0.(2))/2 € C"} out 0.(2) = —& — 2p(2,().
Notons ¢, (z) = (z,0,(2)). Alors

E={r/Dq(¥) (2)) =0V Ek € N tel que |k| < N},

T

pour N assez grand. C’est donc bien un ensemble algébrique. Pour
montrer que la dimension de £ est strictement inférieure a n, il suffit
de trouver un point 7 de U, n’appartenant pas a £. Soit t € M N U,
on sait, d’aprés Baouendi-Ebenfelt-Rothschild [BER96], que la réunion
des variétés de Segre de M forme un voisinage de ¢ car M est minimale
en t. Or dim Fy < n donc il existe nécessairement un point 7 € U, tel
que Q, ¢ Eo, et T £ E. O

Revenons maintenant & la démonstration de notre proposition. Con-
sidérons d’abord le cas ot t € *W,\E. Soit 7 € W, N Qy et j,k €
{1,...,s}, on sait d’apres (5) que f(7) € @Q},;, donc t7 € Qy;y. Or
d’apres la Propriété 5.4 de la section précédente, Q) = Qyr(r) donc
¥ ¢ Qyr(ry et fF(r) e Q},;- On en déduit donc que EHQinw,) C Qy;-
On va ensuite montrer par prolongement analytique que f k(Qt) C Q;,j.

Notons QY = Q;\F2 et posons

Q) ={reQ/:3V: €V(r) tel que f*(V. N Q) € Q. }.

L’ensemble QY est bien un ouvert dans QY et il est non vide. 1l suffit donc
de montrer ae QY est fermé pour montrer que QY = QY. Considérons
une suite (7;); de_Q(t) qui converge vers T € Q(tf Comme 7 € QY, il
existe un voisinage—VT de 7 sur lequel df* # 0. Donc, quitte & réduire
V,, lapplication f*: V, — f(V;) est propre. Or, pour | assez grand,
il existe 7, € V; et un voisinage V;, C V; tels que f¥(V;, N Q%) c Q},
donc par prolongement analytique on a f*(V, N QY) C QQ;_ et Q_? esic
bien fermé. Donc QY = QY car QY est connexe. Enfin, par continuité, on
obtient que f* (Qt)—c Qy,; pour tout t € *W,\& car I est petit dans Q.

Montrons maintenant que cette relation reste vraie pour tout ¢ € Up,.
Soit

P={rcU\NE:3V, € V(r) tel que Vt € V;, Vk,j f*(Q:) C Qls}.
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C’est un ensemble ouvert non vide. Montrons qu’il est aussi fermé.
Considérons (77); une suite de P qui converge vers 7 € U,\E. Soit V;
un voisinage de 7 tel que V; N € = 0. Pour [ assez grand, 7, € V; et il
existe un voisinage V;, € V; sur lequel f*(Q;) C Q},; pour tout k,j €
{1,...,s}. On obtient par prolongement analytique puis par continuité
que f5(Q:) C Q,; pour tout k,j € {1,..., s} et pour tout ¢ € V;. Donc
P = U, NE et par continuité on a que pour tout ¢t € U, et pour tout
k,je{l,....s}, f5(Q:) C Q},;- Ce qui termine la démonstration de la
proposition. O

Pour montrer l'invariance des variétés de Segre par FQ_l, il suffit
d’appliquer la proposition & f~! et F{l.

7. w-invariance du lieu de branchement

On démontre ici que si M et M’ sont des variétés polyndmialement
rigides, de type fini, et f: M — M’ est un homéomorphisme CR qui
s’étend au voisinage de tout point p € M en une correspondance holo-
morphe propre F telle que Fy ! soit aussi une correspondance holomor-
phe propre alors

Proposition 7.1. Au voisinage de p € MNEy, l'ensemble Fo des points
de branchements de F5 est w-invariant.

Preuve de la Proposition 7.1: D’apres le Proposition 6.1, il existe une
application bijective p: & — &’ telle que le diagramme:

s %, s

(10) g Jx

UVp —— UJ/” (p)
2
soit commutatif.
Soit X, (resp. ¥') 'ensemble des points critiques de A (resp. \'), c’est
a dire Pensemble des points de Uy, (resp. U} (,)) ot A (resp. ') n’est pas
localement bijective. Il est facile de voir que cet ensemble est w-invariant
(resp. w'-invariant) en regardant ’équation (4) de la Section 3.

Soit p € M N Ey. 11 existe deux voisinages U, et U, 1’) /— f(p) €t une corre-
spondance holomorphe propre irréductible Fy C U, x UI’), qui prolonge f.

De plus, on peut supposer que F ™! est aussi une correspondance holo-
morphe propre. Ce qui veut dire que les projections m: F» — U, et
n': Fy — U], sont propres et donc 7(Fy) = U, et 7'(F2) = Uj,. Donc
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I’application multivaluée ﬁ; =7’ o ! est aussi surjective. Aussi, on a

vu que on pouvait écrire Fy sous la forme Fy = {f!,..., f*} ol les f*

sont les applications dont les graphes sont les différentes feuilles de la cor-

respondance Fy. Ce sont donc des applications continues, holomorphes

par morceaux et d’apres la remarque précédente, elles sont surjectives.
—~1

On va montrer dans un premier temps que E; C Fp (¥'). Soit
t € Es, il existe alors, par définition de Es, une suite (t,)n BN
et deux autres suites (¢},,)n, (t5,)n tendant vers ¢’ € Fy(t) telles que
th, € Fa(ty) et th, Ejg(tn) avec t},, # th,. D’apres le diagramme (10),
ona @oA(t,) = N oFs(t,), on en déduit donc que X (t},,) = N (t5,). Au
voisinage de t’, M n’est donc pas une bijection ce qui signifie que ' € ¥/

~1
et donct € Fy (X).

Montrons maintenant que X/ C 1/7;(2) Soit ¢t € ¥, il existe t € U,
tel que t' € Fy(t) car Fy est surjective. Il existe donc i € {1,...,s}
tel que fi(t) = t’. Supposons que f1(t) =t'. Or ¢’ € ¥/, donc il existe
deux suites (t},,)n, (t5,)n tendant vers ¢’ telles que X (¢),,) = N (t5,,) avec
t),, 7 th,- On peut donc construire deux suites

(tln)n m t

N
(th)n

telles que fl(t1,) = t},, et fl(tan) = th, car f' est surjective. Or
Atin) = Alt2n) car @ o At1,) = N o fi(tin) = N(th,) = N(t;,) =
@ o A(tan) et car @ est bijective. On voit donc que A n’est pas bijective
au voisinage de t donc t' = f1(t) € F»(X), ce qui nous donne le résultat.

n—oo

On montre enfin que Ey C A~ o A(X). En effet,
B CF (2),
B (B().
Or le diagramme (10) est commutatif donc 371 =X "1top lo)N. Donc
B (B(E) =2 "op o (N e B)(2),
=" ogT (o N)(D),
=A"to (D).
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Or A7t o \(X) est w-invariant, et Ey est un ensemble analytique de
dimension complexe n — 1 comme ¥, donc E5 peut s’écrire comme une
réunion de composante connexe de A~! o A(X), ce qui nous donne le
résultat voulu. O

8. Extension

On va enfin pouvoir terminer la démonstration du Théoreme 1.1 grace
a la proposition suivante:

Proposition 8.1. Soit f: M — M’ un homéomorphisme CR, entre
deur variétés polynomialement rigides qui s’étend au voisinage d’un
point p € M en une correspondance holomorphe propre Fy telle que
F2_1 est aussi une correspondance holomorphe propre, alors f s’étend
biholomorphiquement au voisinage de p.

Preuve de la Proposition 8.1: Soit p € M comme dans la proposition. Si
p € E5 le lieu de branchement de Fy, il est clair que 'on peut étendre f
au voisinage de p. On va donc s’intéresser au cas o p € Es. On va
utiliser, comme dans Coupet-Pinchuk [CP96], le théoréme du disque
pour montrer que ’on peut étendre holomorphiquement f au voisinage
de p.

On regarde la correspondance holomorphe propre comme une ap-
plication multivaluée 1/7; U, — U F(o) Comme FE5 est w-invariante
d’apres la Proposition 7.1, on peut écrire Fo au voisinage de p sous
la forme Fy = E2 x C¢ on E2 est un ensemble analytique de C™ de
codimension complexe supérieure ou égale a 1 car dim¢ Fo < n—1 On
peut donc trouver une courbe complexe v C C™ telle que yN Ey = {p,}
ol p, est le point de C™ de coordonnée zy,.

Supposons, pour simplifier les notations, que p = (0,0). Soit main-
tenant, le disque analytique

Ay ={(z,w):z €9, 2| <7 w= -},

ol v est un vecteur normal a M tel que p — uv € W.

Pour tout p > 0, le centre du disque A, appartient a W et est le seul
point de A, qui peut appartenir & E». Or le seul point d’intersection
entre A, et Ey est (zp, —pv) et ce point appartient & W. Il est donc
clair, qu’a ’aide du prolongement F5 de f en tant que correspondance,
on peut étendre f & un voisinage A7 de A,.

De plus, chaque voisinage A7, peut étre choisi de tel fagon qu’on puisse
trouver un € > 0 indépendant de p tel que pour tout t = (z,w) € 0A,,
(i.e. [2] = 1), B(t,e) C Aj. En effet, il suffit de se donner un y et de
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trouver un ¢ tel que B(t,e) N Ey = () pour tout ¢t € dA,. Comme Ej
est w-invariant, cela reste vrai quelque soit p. Il est ensuite possible
de trouver, pour tout u, un voisinage A} de tel facon que pour tout
t=(z,w) € 0A,, (i.e. |z| =7), B(t,e) CA}.

En regardant £ = U;A}, et les disques A, et en faisant tendre u
vers 0, on peut utiliser le théoréme des disques pour prolonger f au
voisinage de p, ce qui termine la démonstration de la Proposition 8.1.

De la méme facon, on peut étendre holomorphiquement f~! au voisi-
nage de f(p). Au voisinage de p, f est donc bien un biholomorphisme
car M est générique et donc un ensemble d’unicité. O

Ceci termine aussi la démonstration du Théoreme 1.1. 11 suffit de
recoller les extensions de f au voisinage de tout point de M. En effet, il
n’y a pas de probléeme de recollement car f et f~! sont CR sur M et M’
qui sont des variétés génériques et donc des ensembles d’unicité. O

Preuve du Corollaire 1.3: Comme f est de classe C' sur M, on en déduit
par le Théoreme de Sard que I'’ensemble des valeurs critiques est de
mesure nulle sur M’. Or f est un homéomorphisme de M sur M’, donc
il existe des points de M au voisinage duquel f est un difféomorphisme.
De plus, M’ est Levi non dégénérée presque partout car sinon M’ au-
rait un noyau non vide et d’aprés Freeman [Fre76] (voir aussi [Chi91],
[Bog91]), M’ serait feuilletée par des variétés holomorphes, ce qui est
impossible car on a supposé que M’ était sans courbe holomorphe. Soit
po € M tel que f est un difféfomorphisme au voisinage de pg et tel que la
forme de Levi de M’ est non-dégénérée au voisinage de f(py). On peut
donc appliquer le Théoréeme de Tumanov [Tum94], qui nous dit que f
est alors un C*° difféomorphisme au voisinage de pg, puis le Théoreme de
Baouendi-Jacobowitz-Tréves [BJT85] pour montrer que f s’étend holo-
morphiquement au voisinage de pg. Enfin, grace au Théoréme 1.1, on
prouve le Corollaire 1.3. O

9. Le cas hypersurface

On suppose dans cette section que M et M’ sont des hypersurfaces
réelles algébriques. On rappelle qu'une hypersurface M est dite réelle
algébrique si elle est définie localement par M = {t € C" : p(t) = 0}
ol p est une fonction réelle algébrique telle que dp(t) # 0. Nous allons
montrer que, sous les hypotheses du Théoreme 1.2, il existe un point pg
au voisinage duquel f se prolonge holomorphiquement. Pour cela, nous
avons d’abord besoin du résultat suivant:
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Proposition 9.1. Soit M, M’ deux hypersurfaces algébriques réelles de
C"™, avec M minimale en p et soit f: M — M' un homéomorphisme CR.
Alors il existe deux ouverts V, Vé,:f(p) tels que f se prolonge en un

V—(O'u+) l/—(ou+)‘

biholomorphisme de V, sur V),

Preuve de la Proposition 9.1: On peut remarquer que le Lemme 4.4 reste
vrai ici. En effet, pour prouver ce lemme, on n’utilise pas ’existence
d’un point pg au voisinage duquel f se prolonge, ni le fait que M et M’
soient polynomialement rigides. On peut donc dire qu'il existe un bi-
holomorphisme f: int((U, N M)~) — int((f(Up N M))™) qui prolonge
continiiment f: U,NM — f(U,NM) ou U, est un voisinage bien choisi
du point p. Pour ne pas surcharger les notations notons par U le voisi-
nage de p sur M défini par U = U, N M.

Comme M est minimale en p, on sait d’apres le Théoreme de Tu-
manov [Tum89a] qu'il existe un voisinage V), de p tel que fo(ouﬂ cU
(on supposera par la suite que V, C ﬁ, i.e. on supposera que le coté

d’extension est le coté “négatif”). Donc fest un biholomorphisme de V,~

sur f(V,7). Mais & quoi ressemble I'ouvert f(V,") ? Est-ce un voisinage
unilatéral de p’ = f(p) ?

A priori, cela n’est pas vrai si on ne controle pas la taille du voisi-
nage V,. On va donc regarder le voisinage unilatéral de p défini par
(BnNV,"), olt By, est la boule ouverte de C™ de centre p et de rayon 1/n.

Et on va maintenant chercher un N tel que f(By ﬂVp_) soit un voisinage
unilatéral de p’ = f(p).

Cas 1: Supposons qu'il existe Ny tel que Vq € (V,” N Bn,), f(q) ¢

M'. 11 est alors clair que f(V,7) “reste d'un coté de M’ et c’est
donc bien un voisinage unilatéral de p’, donc de la forme Vz:’_ (out)
Cas 2: Supposons au contraire que Vn € N, 3¢, € (B,NV,") tel que
f(gn) € M'. Par continuité de la fonction f, il va exister un N tel
que Yn > N, ¢, = f(gn) € f(U). Soit Vg, un voisinage de ¢ dans
(BaNV,y ), f(Vg,) = ‘I/L est alors un voisinage ouvert de ¢, car f
est un biholomorphisme. Mais ]?: U— (f(U))™ est une application
continue et f: int(U) — (f(U))™ est injective. Soit go = f~'(gj,)-
Par continuité, Vx € U proche de qo, f(z) € Vqliz = f(V,,), ce qui

contredit 'injectivité de f Le cas 2 est donc impossible.

Ceci acheve la démonstration de la Proposition 9.1. O
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On suppose maintenant que sous les hypotheses de la Proposition 9.1,
I'application f se prolonge en un biholomorphisme de V= sur Vp',_ .

D’apres la Proposition 9.1 on sait que pour tout p € M il existe un
voisinage V,, de p et un voisinage Vjﬁ(p) de f(p) tel que f se prolonge
holomorphiquement & V= et tel que f(V,") = Vjﬁ(_p). On va maintenant
essayer de trouver un point p de 'hypersurface M ou il y a extension
holomorphe de f & un voisinage ouvert & de p. Pour cela, on a besoin
de regarder la géométrie CR locale de M. On note:

0? - 0
L) (W) = (ﬁ(?ﬁ)qm)j ) avec W = Z:Tja—tj e Ty M,

y Jj=1
la forme de Levi de M en t appliquée & W € TP M ou T M est l'espace
tangent complexe & M en ¢ (on notera de méme L), (t')(W’) la forme
de Levi de M’ en t' appliquée & W’ € T5M'). Ce qui nous amene &
décomposer M et M’ de la fagon suivante:

M=M"UM"uUM°,
oll
M® = {te M/Lp(t) =0},
M~={t € M/L,(t) possede une valeur propre strictement négative},
M+ = M\(M°UM").

On remarque que M~ est un ouvert de M et que MY est un ensemble
analytique réel de C" de dimension 2n — 2. On décompose de la méme
facon M.

On regarde maintenant les différents cas possibles: S’il existe un
point p € M~ on peut alors utiliser le Théoreme de Levi pour obtenir
une extension holomorphe & un voisinage U de p. On peut donc (quitte &
déplacer un petit peu le point p sur M de telle facon que Jac(f)(p) # 0)
obtenir une extension biholomorphe de f au voisinage de p. De plus,
comme f est un homéomorphisme et que son extension est un biholo-
morphisme d’un voisinage unilatéral de p sur un voisinage unilatéral de
f(p), on peut indifféeremment travailler avec f ou f~1. Donc s'il existe
un point p’ € M’~ on aura de méme une extension biholomorphe de f~!
au voisinage de p’ et par conséquent aussi de f au voisinage de f~1(p’).

Supposons maintenant que M~ = () et M’~ = (). On peut maintenant
conclure grace au lemme suivant:

Lemme 9.2. Si M~ = 0 et M'~ = 0, il existe un point p € M au
voisinage duquel f se prolonge biholomorphiquement.
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Preuve du Lemme 9.2: Comme M~ =@ et M’~ = (), il est clair que les
deux hypersurfaces M et M’ sont pseudoconvexes. On est donc dans
la situation de Bell-Catlin [BC88|, ce qui nous donne une extension
holomorphe de f au voisinage de tout point p de M. On peut donc, quitte
& déplacer un petit peu le point p, (de telle facon que Jac(f)(p) # 0)
obtenir une extension biholomorphe de f au voisinage de p. O

Nous avons donc montré qu’il existe toujours un point au voisinage
duquel f se prolonge holomorphiquement. Pour terminer la preuve du
Théoreme 1.2, on doit, dans un premier temps, montrer 1’algébricité de
I’application f. Pour cela, il suffit ici d’utiliser le Théoreme de Baouendi-
Rothschild [BR95].

On doit ensuite montrer que f s’étend en fait en correspondance. La
preuve de la Proposition 5.1 peut facilement étre reproduite ici avec
quelques simplifications.

Enfin, une fois que 'on a montré que f s’étend en correspondance, on
peut utiliser le Théoréme de Diederich-Pinchuk [DP98], pour montrer
que f se prolonge holomorphiquement au voisinage de tout point de M,
ce qui conclut la preuve du Théoreme 1.2. O
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