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EQUIVALENCE DE DEUX FIBRATIONS POUR
LES FEUILLETAGES LOGARITHMIQUES

ABDELHAK KABILA

Abstract

The object of this work is to generalize to the germs of Pfaffian log-
arithmic forms, the two equivalent descriptions of the J. Milnor’s
fibre that is wellknown for the germs of holomorphic functions.

Introduction

Soit f une fonction analytique définie au voisinage de l'origine 0 de
C™. On suppose que f(0) =0 et que f est a singularité isolée en 0.
€ et n étant des réels strictement positifs on note:

- £B?" (respectivement D??) la boule ouverte de centre 0 et de rayon
¢ dans C™ (respectivement le disque fermé de centre 0 et de rayon
7 dans C).
- 8?7~ la sphere de centre 0 et de rayon ¢ dans C"™.
- eK =S8t f710).
Pour ¢ et 1 assez petits J. Milnor a démontré dans [2] que chacune des
deux applications suivantes, ®’ et ®” définies par:

f(2)

1
7@ <°

& :zeeST K —

et
9" :z€ f71(0D})NeB*™ — f(z) € OD;

est une fibration C*° localement triviale, et qu’en plus ces deux fibrations
sont, équivalentes ce qui donne deux descriptions équivalentes de la fibre
de J. Milnor.

Le but de ce travail est de généraliser ces résultats aux germes de
formes de Pfaff logarithmiques.
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Généralisation aux feuilletages logarithmiques

Soient fi, fa,..., fin, m germes de fonctions holomorphes a l'origine
0 de C", et A1, A2,..., A, m nombres complexes non tous nuls. Nous
supposons que tous les fi sont premiers entre eux et que f;(0) = 0 pour
tout k£ compris entre 1 et m.

Désignons par:

- w le germe en 0 € C™ de forme de Pfaff holomorphe défini par

m dfk
W= Ffifoeeifm Y Ap—ot.
12 ; kfk;

- Q la forme de Pfaff fermée suivante:

Q= [ImAd (Log | fi|) + Re Ard (Arg f)]
k=1

ot Im* (respectivement Rex) désigne la partie imaginaire (re-
spectivement réelle) de *, et Arg fi(z) désigne 'argument de f;(2)
pour z € C™.

- eB?" (respectivement £S2"~1) désigne la boule (respectivement
la sphere) de centre 0 et de rayon € dans C™.

-eK = 571 N Xy, on Xy désigne le germe d’hypersurface
d’équation réduite:

f1f2fm:0

- F le germe, en 0 € C™, de fonction multiforme:

A1 £A2 A
Npha A

- V1,V9,... ,Vn, respectivement 'ordre en 0 € C™ de f1, fo,... , fm-
Remarque 1.

L’extension aux germes de formes de Pfaff logarithmiques de certains
résultats liées a la structure de la fibration de Milnor d'un germe de
fonction holomorphe impose d’introduire I’hypotheése naturelle de non

m
résonnance E Ay # 0.
k=1

Remarque 2.

On peut toujours, quitte a changer les A\, 1 < k < m, au départ,
m

ce qui ne modifie pas le feuilletage, supposer que Z)\kuk est un réel
k=1



DEUX FIBRATIONS POUR LES FORMES LOGARITHMIQUES 97

m
strictement positif. Plus précisement si E ApVi n'est pas un réel, on

k=1
pose:

m
pP=> Mg
k=1

et on considere la forme de Pfaff holomorphe suivante:

— dfi
frofooofm >
e
ol
Wi = pAr pour tout k compris entre 1 et m.
- d
Il est clair que le feuilletage défini par la forme de Pfaff f1-fs. .. fmz e i
Pl
. d
est le méme que celui défini par la forme de Pfaff f1- fo... fin Z )\k%.
k
k=1

De plus:

m

m m
Zukvk = ZP/\ka = PZ ARV
=1 =1 =1

(&) () -

qui est bien un réel strictement positif.

2

m
PIRCT
k=1

Sachant que les feuilles du feuilletage défini par le germe de forme de
Pfaff w (respectivement ) coincident avec les composantes connexes des
“hypersurfaces de niveaux” du germe de fonction multiforme F (respec-
tivement Arg F'), rappelons que nous avons démontré dans [1] que pour
e réel strictement positif assez petit, il existe sur 52"~ \ eK un flot qui
permute les feuilles du feuilletage défini par la forme 2, ce qui est une
généralisation aux germes de formes de Pfaff logarithmiques du théoreme
de fibration de J. Milnor bien connu pour les germes de fonctions.
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Nous nous proposons ici de démontrer le résultat suivant:

Théoréme.

1l existe €y et ng réels strictement positifs tel que pour tout € et pour
tout n, vérifiant 0 < e < g9, 0 < n < ng, il existe un C*° difféomorphisme
du “tube” [|F| = n] N eB?*" sur eS*~1 \ eK qui transforme le feuil-
letage défini par w sur [|F| =n]NeB?" en le feuilletage défini par Q sur
Sl eK.

Démonstration:

On utilise les mémes techniques que dans [2]. Rappelons d’abord quel-
ques notations.

Dans tout ce qui suit I’espace vectoriel C™ est supposé muni du produit
hermitien:

(,)y: CrxcC” — C

(ar)r<rzns(bihisien)  — (@) 1<k<ns(Or)1<hen) =D arbe
k=1

et de la norme induite:

1 c — R*
(ar)i<k<n —  lar)i<k<all = V{(ar)1<k<n, (@r)1<k<n). W
Définition.

Soit ¥ : (C™,0) — (C™,0) un germe d’application holomorphe &
lorigine 0 de C™. On appelle gradient de ¥ et on note grad ¥ ’expression
suivante:

or o ov
d0) = —, —,..., —
grad(¥) (321’ 0z’ ’87;”)
ou (z1,29,...,2,) désignent les coordonnées de C™.

Remarque 3.
Si P:(C,0) — (C™,0) est un germe, en 0 € C”, de chemin analy-
t —  P(t)
tique alors on a:

d(U(P(t))) <dP
d

dt -

e (¥(P() )
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Remarque 4.
Soit ¢ : (C™,0) — (C,0) un germe de fonction holomorphe & l'origine
0 de C™ alors on a:

grad(p(z)) = ¢(z) grad (Log(p(z)))

ou Log(p(z)) désigne le logarithme de ¢(z) pour z € C™.

La démonstration du théoreme se fait en plusieurs étapes. Nous allons
commencer par démontrer un certain nombre de propositions:

Proposition 1.
Quelque soit z € C™"\ Xy, suffisamment proche de 0 € C™, les vecteurs
m

z et iZ)\_kgrad Log fr(z) sont linéairement indépendants sur R.
k=1

Démonstration de la Proposition 1:

Elle découle sans peine du résultat suivant:

Proposition 2.

Il existe ey réel strictement positif tel que pour tout z € e B2~ Xy, 0 <
m

e < ¢gq les vecteurs z et Z)\_kgrad Log fr(z) sont ou bien linéairement
k=1

m
indépendants sur C, ou bien on a Z)\_kgrad Log fr(z) = az avec a €

k=1
C~ {0} et |Arga| < %

Démonstration de la Proposition 2:

Nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 1.
P

Supposons que Z Avi > 0 et soit P : [0,r) — C™ un chemin analy-
k=1
tique réel tel que:

(1) P(0) =0 et pour tout t strictement positif P(t) ¢ Xo.

(2) > AegradLog fi(P(t) = a(t)P(t) avec a(t) € C.
k=1
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Alors il existe v’ < 1 tel que pour tout t, vérifiant 0 <t <71’ on a:
a(t) # 0.

Démonstration du Lemme 1:

Soit t strictement positif. Pour tout k£ compris entre 1 et m on a:
fu(P(t)) # 0 car P(t) & Xo.
Ecrivons:

Pit)=at'+---  acC"~{0}etl={(ly,la...,1,)
avec l1,la, ..., 1, € Nx {0}
fe(P(t)) = byt + -+ b, € C~ {0}

Posons:

V="Fi- oS ) AwgradLog fi.
k=1

Puisque P est analytique on a:

U(P(t)=ct” +--- c€C" {0} et v=(71,72,--- ,Mm)
avec y1,v2, .- - »¥n € N {0}.

D’autre part, on a:

U(P(t) = fu(P(®)) f2(P(t)) ... fu(P(t) a(t) P(t)
= a(t)(abiby ... by t! A B2 H0m

en identifiant Gy avec (B, Bk, - .- , 8k) € N™ pour tout k compris entre 1
et m.

Ce qui implique que:
et 4 - = a(t)abiby . . by t! AT A B

Ecrivons:
c=(c1,02,...,Cn)

on a ¢ € C" \ {0}, donc il existe s compris entre 1 et n tel que ¢; # 0.
Ce qui entraine nécessairement d’apres ’égalité ci-dessus que d’une part
as # 0 et que d’autre part a(t) # 0.
Ainsi:
a(t) € C~ {0}.
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De plus:
Oz(t) = ot =1l *51*5%-.*57"(1 4. )

avec:
Cs

asbiby .. by

On cherche & montrer que ag est un nombre réel.

apg =

D’apres la Remarque 3, on a pour tout k compris entre 1 et m:

dfi(P(t)) <dP(t)

pn = Tt grad fj (P(t))>

donc:

APW)f2(P1) . fn(PE) Y k()}f(t)) dfk(i(t))

k=1 /
:<dP(t) FPD) f2(PE) ... fm(PE)

Ak
BPTaE 2 74fk(P(t)) grad fk(P(t))>'

D’apres la Remarque 4, on a pour tout k compris entre 1 et m:

grad fi.(P(t)) = fx(P(t)) grad Log fx(P(t)).
Donc:

FPO) f2(PE) ... fm(PE) D fk(;k(t)) dfk((;(t))

k=1

Ainsi:
Z Apbibs ... bmﬂktﬁ1+ﬂz+---+ﬁm*1 4.
k=1
(A 4 adbil .. Bt o).
Avec:
A= (llal,lgaQ,... ,lmCLm) et L = (ll 71,[27 1, ,lm 71)

Donc:

> Mk = a(A, a)
k=1
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or:
m
(A,a) =) lp|ag]* € R
k=1
Donc:
m m
Z Ak = Oé_ozlk|ak|2~
k=1 k=1
D’autre part si on désigne par vq,vs,... , U, respectivement les ordres
en o€ C™de f1, fa,..., fm, on peut d’apres le théoreme de préparation
de Weierstrass (cf [4]) écrire f1, fa, ..., fm sous la forme suivante:
fl(zla'sz"'azn) = U1(2172:27~'~uzn) (zSVl+)
fo(z1,22, 0 yzn) = Ua(z1,29,...,2n) (222 4--4)
fm(z1,22, oy 2n) = Un(z1,22,...,2n) (28 +--4)
ou Uy, U, ..., U, sont des unités de 'anneau O¢- o des germes de fonc-

tions holomorphes & l'origine 0 de C™ i.e. Ug(0) # 0 pour tout k compris
entre 1 et m.

Ainsi:
Br = lsv, pour tout k& compris entre 1 et m.

Donc 'égalité:

D B = Oé_oz A
k=1 k=1

ls (Z )\ka> = Qg (Z Zk|ak|2> .
k=1 k=1

m

Z A Vk E]O, —|—OO[

k=1

devient:

Or:

ce qui entraine que ag €]0, +00[ et par conséquent g aussi.
Visiblement:
a(t) _ optTs _15_51_52_"‘_BM(1 +t[...])
\a(t)| o |a0t’75 715*51*52*“-*,@"%1 + t[. B ])’

tend vers 1 quand ¢ tend vers zéro.
Et le Lemme 1 est démontré. B

Rappelons aussi le lemme suivant bien connu sous le nom de “lemme
des petits chemins” ou encore de “lemme de sélection des courbes”.
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Lemme 2 (cf. [2]).

Soit A C RY un ensemble semi-analytique, et soit a un point adhérent
a A. Alors il existe un chemin analytique réel P : [0,7) — RE tel que:

(1) P(0)=a

(2) P(t) € A pour tout t strictement positif.

Déduisons maintenant la Proposition 2 a partir des lemmes précédents.
Considérons ’ensemble A suivant:

m
z2e€C?"\ X tel que: Ja e C: Z/\_kgradLog fu(z) = az
A= k=1

et |Arga| >

On vérifie sans peine que A est un ensemble semi-analytique. Supposons
que la Proposition 2 ne soit pas vérifiée c’est-a-dire que 0 soit adhérent a
A. D’apres le Lemme 2, il existe un chemin analytique réel P : [0,7) —
C™ tel que:

(1) P(0) =0

(2) P(t) € A pour tout t strictement positif, i.e.

P(t) & Xo

> ArgradLog fr(P(t)) = a(t)P(t)

k=1
|Arga(t)| =

I

ce qui entraine d’apres le Lemme 1 que
}in}] Arga(t) =0

ce qui est contradictoire avec | Arg a(t)| > §. Et la Proposition 2
est démontrée.

Proposition 3.

Pour € réel strictement positif assez petit, il existe sur eB?" ~ Xy un
champ de vecteurs x, C™, tel que pour tout z € eB?" ~ Xy on ait:

(1) la partie réelle de (x(2), z) est un réel strictement positif.
m

(2) (x(2), Z)\_kgrad Log fr(2)) est un réel strictement positif.
k=1
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Démonstration de la Proposition 3:
L’idée est la suivante:
On construit le champ de vecteurs, y, localement puis on recolle avec
un partition de 'unité.
D’apres la Proposition 2, il existe g, réel strictement positif tel que
m
pour tout z € e B2\ X, 0<e <eg, les vecteurs z et Z/\_kgrad Log fx(z)

k=1
sont ou bien linéairement indépendants sur C ou bien on a

m

Z)\_kgrad Log fr(2) = az

k=1
avec a € C~ {0} et |Argal < 7.
Nous distinguons les deux cas suivants:
ler Cas: si Z/\_kgradLog fi(2) = az avec a € C~\ {0} et |Argal <
k=1
T, on prend x(z) = Z)\_kgrad Log fr(z).
k=1

On a:
Re(x(2), 2) = Re(az, 2) = Rea|z||? est strictement positif. De plus:

<X(z),ZA_kgradLogfk(z)> = (az,az) = |af?||]z||* est un réel stricte-

k=1
ment positif.

m
2éme Cas: si z et Z A grad Log f(2) sont linéairement indépendants
k=1

sur C alors z,iz, ngrad Log fr(z) et izxgrad Log fx(z) sont

k=1 k=1
linéairement indépendants sur R. D’autre part nous avons I’équivalence:

<X(z), i A: grad Log fk(z)>
k=1

est un réel strictement positif si et seulement si:

Re <X(z), i/\_kgradLog fk(z)> >0
k=1

Im <x(2)7 Zm:A_kgrad Log fk(2)> =0
k=1
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or

Ms

< Ak grad Log fi(z >> < ;i Y Ak grad Log fi(2 >>
k=1 k=1

Donc on doit chercher un vecteur x(z) tel que:

Re (x(2),2) > 0

m
< Z 1 grad Log fi(z )> >0
Etant donné lindépendance linéaire réelle des quatres vecteurs z, iz,

Z A grad Log fr(z) et i Z A grad Log fr(2), il est toujours possible

k=1 k=1
de trouver un tel vecteur x(z). ®

HMS

A grad Log f(z )> =0.

Proposition 4.

Les trajectoires du champ de vecteurs, x, précédent vérifient les pro-
Priétés suivantes:

sit — @(t) est une trajectoire de x alors:

(1) la fonction: t — ||p(t)|| est strictement croissante .
m

(2) la fonction: t — Y "[(Im A) Log |fi (@ ()| + Re A Arg(fi(0(t)))]

k=1
est constante i.e. que le champ de vecteurs x est tangent auz
feuilles du feuilletage défini par la forme de Pfaff (.

(3) la fonction t — |F(p(t)| est strictement croissante.

Démonstration de la Proposition 4:
Soit t — () une trajectoire de x, on a:

D’apres la Remarque let la Remarque 2, on a pour tout k& compris entre
1et m:

& o)) = (M8, RGO ared Lot fu(e(0) )
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Soit:

L4 _ [ de(®)
m&(fk(@(t)))—< gt ,gI‘adLngk((p(t>)>

et par conséquent:

) %(Zkagn(w(t») =<dfl—f> S grad Log fi(p <>>>
k=1 k=1
> M Lo ilplt) = Log |1 (ot - 2 Ct0) .. fmk('nw(t))’>
k=1

A1 A2 Am
winng (1 (o) £ (o). ().
En remplacant dans (*) on obtient:

d
LNy
dt °g<

A2

A1 Am
FCo®) - 12 Co®) . ( w(t))D

A2

i ang (5o 12 Cot0).. o (ot0)
<X Z A grad Log (i ( ())>~
k=

m
D’apres la Proposition 3, ( x(p Z i grad Log(f (¢(t )))> est un

k=1
réel strictement positif donc:

A1 A2 Am
Giow (| e 72 Coto)-. g Cot0) ) >0
e (5 o) 2 Co) g Cota) =0,
Ce qui implique, d’une part que la fonction:

A1 A2 Am
t—=1fi (e@®) - f2 (@(t) - fm (o))

est strictement croissante et d’autre part que la fonction:

t — > [(ImA) Log | fi(io(t)] + (Re Ax) Arg fi.((1))]
k=1
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est constante.

Il reste a prouver que la fonction:

t = lle@l

est strictement croissante.

On a:

PO = 5 (600 60) = Re (51 0)) = Re (x(o(0). 000

D’apres la Proposition 3, Re{x(¢(t)), ¢(t)) est strictement positif donc
la fonction: t — |@(t)|| est strictement croissante. Ce qui achéve la
démonstration. W

Remarque 4.

Les intégrales de la forme de Pfaff w (respectivement ) sont les
“hypersurfaces de niveau” de la fonction multiforme F (respectivement
Arg F).

Pour « € C, désignons par H, (respectivement G,) “I’hypersurface
de niveau «” de la fonction multiforme F' (respectivement de la fonction
multiforme Arg F').

Nous avons la:

Proposition 5.

1l existe ng réel strictement positif tel que pour tout n, 0 < n < ng,
il existe un C° difféormorphisme ¥ de (eS*" ! < eK) N [|F| > ] sur
eS?=1  eK tel que pour tout o € C ~ {0}, on ait:

U (Gon (eS* I NeK)N[|F| > 1)) = Gan (5> \eK).

Démonstration de la Proposition 5:

Désignons par g la fonction de £5?"~! \ €K & valeurs réelles définies
par:

9(z) = —Log(|F(z)|)
et par g, la restriction de g & G, pour @« € C~ {0}. W

Nous avons le résultat suivant:
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Lemme 3.

11 existe §, réel strictement positif tel que tous les points critiques de
Jgo sont contenus dans le compact C,, suivant:

Co={2€Gy:|F(2)] > b}

De méme il existe § réel strictement positif tel que tous les points cri-
tiques de g sont contenus dans le compact C suivant:

C={z€eS 1 cK :|F(z)| > 6}.

Démonstration du Lemme 3:

Nous allons démontrer d’abord deux propositions & partir desquelles
nous déduirons le Lemme 3.

Pour ¢ assez petit et z € e82"~1 \ X, désignons par T,G, 'espace
tangent a G, en z. T.G, est un espace vectoriel sur R de dimension
2n — 2. Notons N,G, 'espace normal a G, en z.

N.G, = {v € C" tel que Re(u,v) =0 quelque soit v € T,G,}.
N.G, est un espace vectoriel sur R de dimension 2. H

Lemme 4.
Pour e suffisamment petit et z € S X, NG, est le sous-espace

vectoriel engendré par z et i Z Ar grad Log fi(z).
k=1

Démonstration du Lemme 4:

Vérifions d’abord que: Z)\_kgradLog fe(z) € N.,G, et que z €
k=1
N.G,.

Soit t — P(t) un chemin analytique dans G, tel que P(0) = z et
P'(0) € T.G,.
*On a d’une part:
Arg F(P(t)) = «

donc:
< )i > Ak grad Log fi (P(t ))> = Re (‘1% <Z Ar Log fk(P(t))>>
k=1 k=1
d

= 4 (Ara(F(P)) = =0
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c’est a dire Z)\_kgrad Log fr(z) € N.G,.
k=1
*On a d’autre part:

Ro( T Pl0)) = 5 PP

ce qui entraine Re(P’(0),z) = 0 (car P(0) = z et ||22|| = &2 puisque
z €SP\ X)) clest a dire z € N,G,,.

m
Or on sait d’apres la Proposition 1 que z et zz A grad Log fi(2) sont

k=1
linéairement indépendants sur R donc ils forment une base de N,G,.
D’ou le résultat. m

Lemme 5.

Désignant par ¥, (respectivement ) l'ensemble des points critiques
de go (respectivement de g) on a:

Yo = {z € G, tel que: Z)\_kgradLog fr(z) =0z, 0¢ (C}
k=1

(resp, Y= {z €eS ek :Z)\_kgradLogfk(z) = 0z, 96@}) .

k=1

Démonstration du Lemme 5:

Soit 0 < € < g¢ (g¢ étant celui de la Proposition 1) et soit z € eS?"~1\
eK. On a les équivalences suivantes:

z est un point critique pour g,

Pour tout P : ¢t — P(t) un chemin analytique contenu
dans G, tel que P(0) = z on a:

| d
P (9a(P(t))) =0 =0
< Re <P’(O), ngrad Log fk(P(t))> =0
k=1

= Z)\_kgrad Log fr(P(t)) € N.G,
k=1
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<= Il existe r, s € R tel que:

A, grad Log fr(2) = rz + si Z/\_kgrad Log fr(z)
1 k=1

NE

>
Il

m
< Il existe r, s € R tel que: Z/\_kgrad Log fr(z) = !

k=1

1—is

m
<= 1l existe 0 € C tel que: Z)\_kgrad Log fi(z) = 0z.
k=1
Un raisonnement analogue permet de démontrer la deuxieme partie
de la Proposition 7.

Déduisons maintenant le Lemme 3 & partir des Lemmes 4 et 5. Raison-
nons par ’absurde. Supposons donc qu’il existe une suite

1
(Zn)n>1,2Zn € Y, tel que |F(Z,)| < —

La suite (Z,,),>1 tend vers une limite ¢ dans le compact €527=1 donc
le point a est adhérent a X, et par conséquent d’apres le Lemme 2, il
existe un chemin analytique P : [0,7) — 3, tel que:

(1) P(0)=a

(2) P(t) € X, pour tout ¢ strictement positif.

Soit ¢ €]0, [, on a:

d

7192(P(0) = (P'(0), grad ga(P(#))) = 0

donc pour tout ¢ €]0,r[, P(t) est un point critique pour la fonction
z — |F(2)| ce qui entraine que:

|F'(P(t))| = este pour tout t €]0,r[.
Par continuité en faisant tendre ¢ vers zéro on obtient:
|F(P(t))] = 0 pour tout ¢t €]0, 7|
ce qui entraine que pour tout ¢ strictement positif P(t) € X, or:
Pt)e >, C Gy CeS™ 1\ X,.

D’ou la contradiction.

Un raisonnement analogue permet de prouver la deuxiéme partie du
Lemme 3.
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Lemme 6 (cf. [3]).

Soit h : M — R une fonction C*° d’une variété lisse M a valeurs
réelles. Pour r € R notons M" l’ensemble suivant:

M" =h™Y(—o0,r] = {P € M tel que: h(P) <r}.
Soient ry, ro deux nombres réels avec r1 < ro tels que:
htr,ro] = {P € M tel que: r1 < h(P) < 1y}

est un compact et ne contient aucun point critique de h, alors: il existe
un C° difféomorphime ® : M — M tel que

O(M™) = M",

Démonstration du Lemme 6:

Nous ne donnons ici qu'une esquisse de démonstration car nous aurons
besoin dans la suite de savoir comment est construit le difféormorphisme
®. Quand aux détails de la démonstration, ils se trouvent dans [3].

L’idée de la démonstration est de pousser M sur M " avec un champ
de vecteurs transverse aux hypersurfaces h = cste.

Choissisons une métrique Riemanniéne sur M et notons (, ) le produit
hermitien déterminé par cette métrique.

Soit v : M — R une fonction C*° qui est égale a { sur le

1
grad h,grad h)
compact h~1[ry, ra] et qui s’annule en dehors d’un voisinage compact de
-1
h [Tl, 7"2] .

Considérons le champ de vecteurs A défini par:
Ap = v(p)(grad h),, pour p € M.
A engendre un groupe un parametre de difféomorphismes
pr: M — M.

Pour p € M si ¢y(p) € h™1[ry, 73] alors i—?(g@t(p)) =1.

Le difféomorphisme ¢,,_,, : M — M envoie difféomorphiquement
M™ sur M™.

Déduisons maintenant la démonstration de la Proposition 5 a partir
des résultats précédents.

D’apres le Lemme 3, il existe § (respectivement d,) strictement positif
tel que tous les points critiques de la fonction g (respectivement g, ) sont
contenus dans le compact C (respectivement C,,).
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Considérons la variété M suivante:
M = {z €S ' \eK tel que: |F(2)| < d}

M ne contient aucun point critique de la fonction g : z — — Log |F(2)|,
et par conséquent M ne contient aucun point critique de la fonction
1
SO
Posons 19 = § et soient p et n deux nombres réels strictement positifs
tel que: 0 < p < n < no. L’ensemble

1 1 1
z € €Sop—1 N eK tel que — < < —}
{ n= FGE)] T p

est un compact de M et ne contient aucun point critique de la fonction
1

e M — R. Donc d’apres le Lemme 6, il existe un C'*° difféomorphisme
U de
{z €SP eK tel que: 1 < l}

CIEGE)

1 1
z € eS?" 1 eK tel que: < —}
{ F)| - p
c’est-a -dire un C*° difféomorphisme de

{z €eS* ' \eK tel que: |F(2)| > n}

sur
{z €eS?" 1 \eK tel que |F(z)| > p}.

Comme p est arbitraire, nous en déduisons qu’il existe un C'*° difféomor-
phisme, que nous noterons encore v, de

{z €e5* " \eK tel que: |F(2)| > n} sur eS*" ! \eK.
En considérant la variété M, suivante:
My = {z € Go N (eS* ' N cK) tel que: |F(z)| < 6, }

et la fonction g, on démontre de fagon tout a fait analogue qu’il existe
un C*° difféomorphisme ¥, de

{z € Ga N (e5*" 1 N\ eK) tel que: |F(2)] > na}

sur
Go N (eS* 1 eK).
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De plus par construction de ¥, en fonction de g, ainsi que de ¥, en
fonction de g, il est clair que ¥, est la restriction de ¥ a M,,.

En résumé, il existe un C*° difféomorphisme ¥ de
{z € (5”7 \eK) tel que: |F(z)| > na}
sur
ST\ eK
tel que:

U(GaN(eS* INeK)N[F|>n)) = Vo (Ga N (eS*"INeK) N [|F|>14])
=G\ N (S \eK).

Et la Proposition 5 est démontrée.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoréeme a partir
des résultats précédents.

Soient € et n deux nombres réels strictements positifs tels que: 0 <
e<eget0<n<n avec &g et 1 suffisamment petits.

Soit # € C~ {0} et Hg “I'hypersurface de niveau 5” de la fonction
multiforme F. 11 existe sur eB?" \ Xy un champ de vecteurs x, C>,
tangent aux feuilles du feuilletage défini par la forme de pfaff Q2 et dont
le flot @ en voie de fagon C'* difféomorphe:

Hy O[|F| = )N B>

sur

Go N (e8P eK)N|[|F| > 1)

ou « est tel que:
B =mne'.

D’autre part, il existe un C* diffSomorphisme ¥ de (52"~ ! \ eK) N
[|[F] > n] sur eS?"~! \ eK qui envoie

Go N (e8P eK)N|[|F| > 1)

sur
GoN(eS*™ 1\ eK)

de fagcon C'*° difféomorphe, d’ou le résultat. B
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