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PROPRIETES DE MOYENNE POUR LES
SOLUTIONS DE SYSTEMES ELLIPTIQUES

Abstract

JACQUELINE DÉTRAZ

In this article, we consider the set F of the functions annihilated
by a uniformly elliptic system S in an open set 9 of R' .
We show that, as in the case of the harmonic functions, F

satisfies a submean-property, first for p = 2 by elliptic estimates,
then for all p > 0:

C
) IP G rn+kp 1,

	

r) ¡-(y) I P dy

for each u in F, each k > 0 and every ball B(x, r) included in Q.
As a consequence, we can compare llulILP(9) and

11OkUIILP(n,6kp) where 6 is the distante to the boundary of 52,
under the hypothesis that S has constant coefficients or satisfies
S(1) = 0.
We conclude that, with the metric HULP(M) + ¡TulILP(n) we

have a compacity property of the ball of F for all p > 0.

Dans cet article, nous montrons que les fonctions annulant un systéme
elliptique vérifient des propriétés de moyenne analogues á celles des
fonctions harmoniques . Nous en déduisons des comparaisons entre les
"normes" LP de ces fonctions et de leurs dérivées pour tout p > 0 .
On considére dans un ouvert borné S2 de R' un systéme differentiel S

donné par :

S : Aj(x, D)(u) =

	

1:

	

a,,,i(x) á1x
(x)
a

On suppose que S vérifie les condition suivantes :

i<N.

(H) - Les coeficients a« ,i (x) sont dans C°° (S2) et leurs dérivées de tout
ordre sont bornées dans 9 .
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- S est un systéme uniformément elliptique dans 9 :

inf
xEQ,yERI\(0) i-1

,2(xxaLSI
- iai

On désigne par S(x) la distante d'un point x de 9 á la frontiere 09 de
9 .
On peut énoncer la proposition suivante qui généralise les propriétes

de moyenne pour les fonctions harmoniques [5] et polyanalytiques [1] :

Proposition 1 .
Si S vérifie (H), alors pour tout p positif et tout k entier, il existe une

constante C telle que pour toute fonction u vérifiant S(u) = 0, on ait

(1)

	

IO
k
u(x) Ip c rckp 1B(x,T)

Iu(y) Ip dy

IIUIIWs(B(0,2)) ~ SCIIUIIW-(B(0,1»

(2)

	

VkU(o)I < CkIlUIIW .(B(0,i»-

a
BZ(X, D) (U) _

	

,

	

ba,z(X)ÓXa (X) +
~al=mi

	

ice¡ <mi

=CS>0.

pour toute boule B(x, r) de centre x, de rayon r, incluse dans 9.

Démonstration :
Pour p = 2, la proposition est conséquence des estimations elliptiques

pour un systéme T vérifiant (H) dans la boule unité de Rn :
Si T(U) = 0 dans B(0,1) suivant par exemple les estimations pour un

systéme élliptique données dans [4], on a, WS désignant les espaces de
Sobolev usuels,

et donc pour tout k, par le lemme d'inclusion de Sobolev

On peut préciser que les constantes S C, Ck ne dépendent que de CT, et
des normes dans Ck (B) des coefficients de T.

Soit maintenant u tel que S(u) = 0 dans 9 .
52 étant borné, pour tout x de 9, et r tel que SZ D B(x, r), r est majoré

par le diamétre R de 9 .
On pose U(X) =u(x+rX).

U est définie dans la boule unité et vérifie T(U) = 0 oú T = (Bj)i<N
avec

a

r-i-I
aiba '

i(X)a u(

	

)



et b,,,-i(X) = a,,,i (x + rX) .
T est uniformément elliptique de méme constante CS que S et les

normes dans Ck (B) des coefficients bcc,i sont indépendantes de x et de
r < R. Il existe done une constante indépendante de x, r et u tel que U
vérifie (2) et donc u vérifie (1) pour p = 2 .
Le cas p > 2 découle du cas p = 2 par 1'inégalité de Hólder .
Pour le cas 0 < p < 2, on peut utiliser la méthode de Ahern et Bruna

[1], en reprenant la demonstration initiale de Hardy-Littlewood pour les
fonctions harmoniques, pour prouver que si on a la propriété de moyenne
(1) pour un certain p, on 1'a aussi pour tout p' tel que 0 < p - p' < 1 .
En appliquant 2 fois ce fait, on déduit le cas 0 < p < 2 du cas p = 2 .

Proposition 2.
Soit k > 0, q > -1 et p > 0 avec kp + q > 0. Soit u une fonction de

classe C l' ; on suppose que Oku vérifie une proprieté de moyenne

alors il existe un compact K de 9 et une constante C ne dependant que
de C tels que
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f S4(x)Iu(x)IPdx
~z

oku(x) IP <-
C
f

	

I oku(y) IP dyr B(x,r)

<_ C' ~f
Se+Pk

(x)I7 ku(x)IP dx+E sup Iosu(x)IP
s<k'EK

Démonstration :
Remarquons que pour p > l, (3) est simplement 1'inégalité de Hardy

et est donc vérifiee pour tbute fonction, sans hypothése de moyenne .
Dans le cas p < 1, ag étant lipschitzienne, on considére un nombre

fin¡ de cylindres L i et Hi tels que Li DD Hi, UHi est un voisinage de
aQ et tels que pour chaque i, modulo une transformation linéaire, on a

(4)

	

SZ n Li = {x = (x', xj ; Ix'I < /0 ; 0 < x, < a(x')}

oú a est lipschitzienne et

(5)

	

S(x) - a(x') - x�, si x E SZ n Li .

Sur chaque 52 n Li défini par (4), on pose

Io
ku(XI, xn) I * =

	

SUp

	

IOku(x 1 , y) I
o<y<Xn
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Vku satisfaisant une propriété de moyenne, en utilisant comme dans
[7], un recouvrement de Whitney, on obtient par intégration et par le
théoréme de lilubini, compte tenu de (5),

s9+k,(x) (I oku(x) j *)P dx <_ Cf

	

b9+kp(x) IDk u(x) IP dx .
nnx~

	

gnL;

Comme dans [7], en appliquant Finégalité de Hardy pour les fonctions
décroissantes dans le cas p < 1 á la fonction IDku(x', e-t )I* et á ses
intégrales successives f°°S. - fsl IVku(x',e-y)I*P dy pour 1 < i <_ k on
obtient

~
f,>ÍO> ga(XI)

(ca(x) - e-')9Iu(X I ,
e-

1) IP dt <

i) - et )q
+k,

Io
ku(x i e t

I
Pdt+

	

su(x'o

	

, 0)IP
log a(x1)

(a(x

	

0<s<k

En intégrant sur chaque cylindre Li et en utilisant (5), on obtient la
proposition avec un compact contenant le complémentaire de ULi dans
9.9

Proposition 3 .
Soit S un systéme vérifiant (H) dans un domaine 9 borne; soit p > 0 .
(i) Pour tout q E R et k E N, il existe une constante C telle que

(6)

	

fu
6Q+kp(x)IVku(x)IPdx <_ CÁS4(x)Iu(x)IPdxsi

pour toute fonction u telle que S(u) = 0 dans S2 .
(ü) Si 9 est connexe, á frontiére lipschitzienne et si xo est un point

de 2, on a

1 S 9 (x)Iu(x)Pdx < C
J

64+P (x)I7u(x)IPdx+Iu(xo)IP
si

	

Sz

sous l'une des conditions suivantes :
a) S est á coefficients constants, q > -1 .
b) S(1) - 0, q > max(-p,-1) .

Démonstration:
Pour obtenir (i), on integre dans 2, en utilisant le théoréme de Fltbini,

bFinégalité (1) oú on choisit r(x) =

	

4

	

.



Pour obtenir (ii), on reprend les méthodes de Straube [7] (cf. aussi
[2], [3] et [6]) en utilisant la proposition précédente :
Dans le cas a), si S(u) = 0, en a aussi S(Vsu) = 0 pour tout s et

done par la proposition 1, Vsu vérifie une propriété de moyenne . Soit
k tel que kp + q > 0, en peut appliquer la proposition 2 et en a done
1'inégalité (3) .
Or si xo E K, il existe un compact K' avec 9 >> K' D D K, tel que,

par intégration sur un chemin entre xo et x, on ait

et si 0 < s < k, par la proposition 1 appliquée á Vu, il existe K" D D
K' >> K tel que
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sup I U(x)I, < I U(xo) Ip + sup_

	

17U(X)1p
xEK

	

xEK'

sup 17,u(X)1p < C ~~ ~~
I7u(x)Ipdx

11
l <_ C'~ bq+p(x)1Vu(x)Ipdx.

xEK

	

K

	

S2

D'aprés la partie i) de la proposition 3, déja démontrée, appliquée á Vu,
on a

(9)

	

l 6q+kp(x) 17'u(x) Ip dx <_ C L bq+p(x) I VU(x) Ip dx
lo

	

sz

et done (3) entrame (7) .
Dans le cas b), avec les notations de la proposition 1 si T(U) = 0 en

a T(U - f U) = 0 et done encore

IVU(o)I :~
C (~B(o,i)

Or par 1'inégalité de Poincaré, il existe une constante C indépendante de
U telle que

~
U(y) - f

	

U dy < Cf

	

IVUI(y) dy
B(o11) B(o,i) B(0,1)

et done Iou(x)I < c fB(x,r) Iou(y)¡dy.

Vu verifiant une própriété de moyenne pour p = 1, on en déduit
comme dans la proposition 1 et comme dans [1] que Vu vérifie une
inégalité de moyenne pour tout p > 0 . On peut done appliquer
la proposition 2 et comme dans le cas a), remplacer sup Iu(x) Ip par

xEK
u(xo)Ip + f Sk+p(x)Iou(x)Ipdx.

Par récurrence, en obtient :

U(y) - ~

	

U dy l .
B(o,y
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Corollaire. S un systeme vérifiant (H), á coeffscients constants ; soit
q > -l, k un entier et xo un point de 9 .

Il existe des constantes C et C telles que pour toute solution u de
S(u) = 0, on a

Cl
5q+kp(x)IVku(x)IPdx <_

	

6q(X)Iu(x)IPdx
si

Démonstration :

< C'

	

Sq+kp(x)
IVku(x) IP dx +

	

E

	

1 7, u(X0)1p
(fn

	

o<s<k

On a aussi la propriété de compacité suivante

Proposition 4 .
Soit S verifiant (H) dans SZ connexe, borne, á frontiere lipschitzienne;

on suppose que S est á coefficients constants ou vérifie S(1) = 0 . Soit
0<p<1 .
De toute suite un vérifiant S(un) = 0 et

sup ra (I I un I ILP(H) + I I Dun I I LP (sz)) < oo ora peut extraire une sous suite con-
vergente dans LP(S2) .

Si SZ » K, ora a, par la proposition 3

Iun (x)IPdx <_ (dist(K,áQ)P J

	

5-P(x)Iun(x)IPdx
sz~x

	

s~~x

< C(dist(K, 09)P
(19

IVun IP(x) dx + ¡Un(X0) ¡P)

done pour tout N, il existe un compact KN tel que f9\KN ¡un (x) I P dx <

W pour tout n . Sur KN, les fonctions dérivables un sont, d'aprés (1),
uniformément bornées ainsi que leurs dérivées . Par le théoréme d'Ascoli,
il existe une sous suite convergente uniformément sur KN et par diago-
nalisation quand N --> oc, ora peut extraire une sous suite convergente
dans LP(SZ) .
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