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PROPRIETES DE MOYENNE POUR. LES
SOLUTIONS DE SYSTEMES ELLIPTIQUES

JACQUELINE DETRAZ

Abstract

In this article, we consider the set F of the functions annihilated
by a uniformly elliptic system & in an open set t of B".

We show that, as in the case of the harmonic functions, F
satisfies a submean-property, first for p = 2 by elliptic estimates,
then for all p > O

c
|VEu({z)|P < Trp / |y} dy
r Blz,r)

for each u in F, each k > 0 and every ball B(z,r) included in §2.
As a consequence, we can compare |u|geqy and
NV&“”L?’(Q.&"P) where § is the distance to the boundary of {2,
under the hypothesis that S has constant coefficients or satisfies
&(1) =0
We conclude that, with the metric |l ey} + [Vull peny we
have a compacity property of the ball of F for all p > 0.

Dans cet, article, nous montrons que les fonctions annulant un systéme
elliptique vérifient des proprigtés de moyenne analogues a celles des
fonctions harmoniques. Nous en déduisons des comparaisons entre les
“normes” LP de ces fonctions et de leurs derivées pour tout p > 0.

On considére dans un ouvert borné {2 de R™ un systéme differentiel &
donné par:

S: Afz, DYu) = ) aa,i(a:)% i< N.

la|<m.;
On suppose que S vérifie les condition suivantes:

(H) - Les coeflicients a, ;(x) sont dans ({2} et leurs dérivées de tout
ordre sont bornées dans Q.
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- & est un systeme uniformément elliptique dans :

N

H f o [+ —1{1' :C >O
weEf? ;E,Qn\(g); |Q|Z & |(:C)< Kl 5

On désigne par 8(z) la distance d'un point = de §2 4 la frontiere 8(2 de
Q.

(On peut énoncer la proposition suivante qui généralise les propriétes
de moyenne pour les fonctions harmoniques [5] et polyanalytiques [1]:

Proposition 1.

S5i 8 verifie (H), alors pour tout p positif et toul k entier, il existe une
constante C telle que pour toute fonction u verifiant S(u) = 0, on ait

C
1 VEu(z)|P < ?d
1) VP S s [ Py
pour toute boule Bz, v} de centre z, de rayon v, incluse dans Q0.

Démonstration:

Pour p = 2, la proposition est conséquence des estimations elliptiques
pour un systéme 7 vérifiant (H} dans la boule unité de R™:

Si T(U) = 0 dans B(0, 1) suivant par exemple les estimations pour un
systéme élliptique donndes dans [4), on a, W* désignant les cspaces de
Sobolev nsuels,

1Ullwe(sgo,a)) < sCITlworso.
et done pour tout k, par le lemme d'inclusion de Sobolev
(2} VU 0)] < CillUllws0,1)-

On peut préciser que les constantes ,C, € ne dépendent que de Cr, et
des normes dans C*(B) des cocfficients de 7.

Soit maintenant u tel gue S{u) = 0 dans (2.

Q2 étant borné, pour tout x de §2, et r tel que Q O Bz, r), r est majoré
par le diamétre R de (0

On pose U{X)} = u{x +rX).

U est définie dans la boule unité et vérifie T{(I/) =0 ot 7 = (B }ien
avec

BAX,D){U)= > boslX E_}}m()«f)+ > rm"*'|“|b,,‘z-(X)8;UT(;X)

Jox|=mn, = B ™
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et ba,z'(X} = GQ‘;'(.'B + TX).

7T est uniformément elliptique de méme constante Cs que & et s
normes dans C*{B) des coefficients b, ; sont indépendantes de z et de
r < R. [l existe donc une constante indépendante de x, v et u tel que U/
vérifie {2) et donc w vérifie (1) pour p = 2.

Le cas p > 2 découle du cas p = 2 par 'inégalité de Holder.

Pour le cas § < p < 2, on peut utiliser la méthode de Ahern et Bruna
(1], en reprenant la demonstration initiale de Hardy-Littlewood pour les
fonctions harmoniques, pour prouver que 8i on a la propriété de moyenne
(1) pour un certain p, on 'a aussi pour tout p' tel que § < p—p' < L.
En appliquant 2 fois ce fait, on déduit lecas 0 < p < 2 ducasp=2 N

Proposition 2.

Soitk>0,g> -1 etp>0 avec kp+ g > 0. Soif v une fonclion de
classe C*; on suppose gque V¥u verifie une propriete de moyenne

(&
VEu(z)l? < < f VR ()PP dy
7 Biz,r)

alors i existe un compact K de ) et une constante C' ne dependant gue
de C tels que

3) /ﬂ 59(z) u(z)|P da

<c'| [ @Ivu@p o+ 3 sup [Vulz)P |
Q K

Sgkze

Démonstration:

Remarquons que pour p > 1, (3) est simplement l'indgalité de Hardy
et est donc verifiee pour toute fonction, sans hypothése de moyenne.

Dans le cas p < 1, 802 étant lipschitzienne, on considére un nombre
fini de cylindres L; et H, tels que L; 22 H;, UH,; est un voisinage de
A% et tels que pour chaque i, modulo une transformation lin€aire, on a

{4) ONL, ={z=(2 2, 12| € 50 <2p < a{z'}}
ol o est lipschitzienne et

(5) Sx) oz —z.size Nk,

Sur chaque (N L; défini par {4), on pose

[V*u(e!,z)]" = sup [VFu(a’,y)|
O<y<lzn
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Vku satisfaisant une propriété de moyenne, en utilisant comme dans
[7], un recouvrement de Whitney, on obtient par intégration et par le
théoréme de Fubini, compte tenu de (5),

f SR () (1T u(2)|")P da < C/ 85 ()| VFulz) P da.
QNAH; fNL;

Comme dans [7], en appliquant I'inégalité de Hardy pour les fonctions
décroissantes dans le cas p < 1 & la fonetion |V*u(a’,e ){* et & ses
intégrales successives ftc:S;’ ‘e fsnf |V u{z’ e ¥)|*»dy pour 1 < i < k on
obtient

/ T (o) = e t)lulel, e )P dt <

—log e(x’)

C f (a{z') — e~ H)IHEP|Vhy(z' e ! [P dt + Z [Vou{z', 0)[?

— loga{x’) 0<s <k

En intégrant sur chaque cylindre L, et en utilisant (B), on obtient la

proposition avec un compact contenant le complémentaire de UL; dans
A |

Proposition 3.
Soit & un systéme vérifiant (H) dans un domaine § borne; soit p > 0.
(i) Pour tout ¢ € R et k € N, il existe une constante C telle que

) fg 57+ (2) VR u(z)P de < C fQ () ul)P d

pour toute fonction u telle que S(u) = 0 dans Q.
(ii} 57 $ est comnexe, & frontiére lipschitzienne et si xg est un point
defl, ona

{7} Lé"‘(a:ﬂu(x)p dx < CL&”*’(&:)W?;@}P de + |u(zo)|?

sous l'une des conditions sutvantes:
a) S est & coefficients constants, g > —1.
b) S(1) =0, g > max({—p,—1).

Démonstration:
Pour obtenir {i}, on intégre dans {2, en utilisant le théoréme de Fubini,

Uinégalité (1) ot on choisit r{z} = ﬁfl.
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Pour obtenir (ii}, on reprend les méthodes de Straube [7] (cf. aussi
[2], [3] et [B]} en utilisant la proposition précédente:

Dans le cas a}, si S{u) = 0, on a aussi §(V®u) = 0 pour tout s et
denc par la proposition 1, V%« vérifie une propriété de moyenne. Soit
k tel que kp + ¢ > 0, on peut appliquer la proposition 2 et on a donc
Uinégalite (3).

Or sl zg € K, il existe un compact K’ avec Q 2D K’ DD K, tel que,
par intégration sur un chemin entre xp et &, on ait

sup |u{z)[” < |u(ze)f + sup [Vu(z)[”
rEK e K'

et 51 0 < s < k, par la proposition 1 appliquée a4 Vu, il existe K" 22
K' 55 K tel que
(8)

sup [Viu(z)P < C (/K” [Vul(z)|P dx) < C’/ﬂé“p(z)Wu(x)[p dz.

€K’
D’aprés la partie i) de la proposition 3, déja démontrée, appliquée & Vu,
on a

(9) /Q §TFRP ()| Vo) P de < /Q 5942 ()| Vu(z) P de

et donc (3) entraine (7).

Dans le cas b}, avec les notations de la propesition 1 si T{U) = 0 on
a T(U - [ U) =0 et donc encore
dy) .

wmwsc(ém)ww—ﬂ&nv

Or par l'inégalité de Poincaré, il existe une constante C indépendante de

U telle que
v - [ U
B(0,1)

/.9(0,1)

et donc |[Vu(z)] < T% fB(:z:,‘r) |Vuly)| dy.

Vu verifiant une prépriété de moyenne pour p = 1, on en déduit
comme dans la proposition 1 ¢t comme dans [1] que Vu vérifie une
inégalité de moyenne pour tout p > 0. On peut donc appliquer
la proposition 2 et comme dans le cas a), remplacer sug|u(3) |? par

T
|w{zo) P + [ 6547 (z)|Vulz)|Pdz. B

Par récurrence, on obtient:

@sCf IVU|() dy
B(O,1)
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Corollaire. & un systeme verifiant (H), d coefficients constants; soit
g > -1, k un entier et zo un point de Q.

Il existe des constantes C et O telles que pour toute solution u de
S{u}y=0, on a

CL&”“(Q:)W%&)P(&:SLéq(xNu(x)Ipdz

<c| [sr@IvrupPds+ Y IVuten)l
£« 0<s<k

On a aussi la propriété de compacité suivante

Proposition 4.

Soit S verifiant (H) dans §} conneze, borné, 4 frontiere lipschitzienne;
on suppose gue S est & coefficients constants ou verifie S(1) = 0. Soit
g<p<l

De toute suite u, verifiont S{u,) =0 et
sup, {luell ey + IVur |l £r¢)) < 00 on peut extraire une sous suite con-
vergente dans LP(1).

Démonstration:
8i ? DD K, on a, par la proposition 3

/ [un{z}|? dz < (dist(X, 89)1’/ §7P(x)un(z)|F dz
MK Q

VK

< C(dist(K, 5Q)° ( /Q [V [P(z) dz + |un(xg)|’°)

done pour tout NV, il existe un compact Ky tel que fQ\KN |tn{z)|P dz <

& pour tout n. Sur Ky, les fonctions dérivables u, sont, d'aprés (1),
uniformément bornées ainsi que leurs dérivées. Par le théoréme d'Ascoli,
il existe une sous suite convergente uniformément sur Ky et par diago-
nalisation guand N — 00, on peut extraire une sous suite corvergente
dans LP(2). A
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