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UNE ESTIMATION
DES COEFFICIENTS TANGENTS
D'UN COURANT POSITIF FERME
DANS UN DOMAINE DE ¢?

PH. CHARPENTIER AND Y. DupaIN

Abstract

In this paper, we study the behaviour near the boundary of the
complex tangent coefficients of a closed positive current in a
bounded dornain of CF with C% boundary. Assuming that the
current satisfics the Blaschke condition, we give a candition on the
complex tangent coefficients which is hetter than the one which
can be proved using the pseudo-distance introduced by A. Nagel,
E. Stein and 8. Wainger (in analogy with the case of domains in
C2). Moreover, when the domain is supposed to be pseudoconvex,
we show how our condition is related to D. Catlin's multitype.

1. Introduction

Soit £ un domaine borné de C™ & frontitre de classe £, et soit g €
C°(C") une fonction définissante de . Soit 6 = Y 6; ;dz; A dZ; un
L
{1, 1}-courant positif fermé (i.e. d8 = 0} dans 5} satisfalsant & la condition
de Blaschke, c’est-a-dire tel que

(1) L (-0) Y < 400

Il est classique que sous cette hypothése, les coeflicients tangents de 4,
c'est-a-dire les coefficients de la forme 8A8pAdp, satisfont & une condition
meilleurc connue sous le nom de condition de Malkavin: précisément, on
a

(2) /ﬂ 0 A 8p A Bpl < C fﬂ (~0)16).



320 PH. CHARPENTIER, Y. DUPAIN

olt C ne dépend que €, ct |8 A Jp A Op| désigne la somme des modules
des coeflicients de la forme.

Cette condition n'est optimale que dans le cas des domaines stricte-
ment pseudoconvexes (c.f. (2]}, et des conditions meilleures ont été
données dans deux situations distinctes. Tout d’abord dans le cas des el-
lipsoides complezes, il est montré dans [1] que les coefficients de §A8pA8p
satisfont une condition strictement meilleure lorsque 'ellipsoide n'est pas
la boule. D’un autre c4té, dans [2] on étudie le cas des domaines de €2
On y démontre que on a une condition de la forme

|6 A 8p A Bpl
Q / Ba R Lol

on la fonction § cst lide 3 la pscudo-distance introduite par A. Nagel, E.
Stein et 5. Wainger dans [5] et [6], c’est-A-dire essentiellement au type
de Kohn des points du domaine. En particulier, si §2 est de type fini
non strictement pseudoconvexe, la condition obtenue est meilleure que
la condition de Malliavin. De plus, le travail postérieur de D.C. Chang,
A. Nagel, et E. Stein [4] a2 montré que cette condition était la bonne.

Il est facile de voir que cette condition reste valable dans un domaine
quelcongue de C". Mais Pexemple des ellipsoides complexes montre
qu'alors elle n’est plus optimale lorsque n > 3. '

Dans ce travail, nous nous plagons dans C3, et nous obtenons une
condition sur les coefhicients tangents du courant qui est meilleure que
la. condition précédente. Pour étre un peu plus précis, soit zg un point
de la frontiere de Y, et soit 8 = (L, Ly} unc base de V'espace des {1, 0}-
champs tangents complexes au voisinage de zp de sorte que, si N est
le champ normal 4 p (i.e. Np = | au voisinage de la frontiére de ),
{N, Ly, Lo} est une base des champs holomorphes aun voisinage de 2, et
soit (dp,wy,ws) la base duale de {1,0)-formes. Nous contruisons alors
deux fonctions 5 et S2 dans un voisinage V' de zp telles que

BABaATp Awr AG A 5 A '
/ | Jel aé) w2 w2|+[ |4 8;)/\8;/\@)1 an| S] ),
Vg 1 vinQ 2 2

la constante C ne dépendant gue de 2, V et B.

Les fonctions §; et §;, dont les définitions précises sont données au
paragraphe suivant, sont inférieures A la fonction S de I'inégalité (3), et
ne sont plus en fait liées uniguement au type de Kohn des points du
- domaine 1.

Un peun plus précisément, au paragraphe V, nous comparons leurs
ordres de croissance au bord de 2 an multitype introduit par D. Catlin
dans [3]. Disons simplement ici que lorsque l'on choisit pour B la base de
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champs associée au multitype de zp, le comportement radial de S; et S
peut se comparer au multitype (1, Az, Az) de zp (celui-ci étant supposé
fini): S) est équivalent & (—p)!1=%/22 ¢t 8, est inférieur & (—p)l—2/%a,

I1. Notations et énoncé du Théoréme

Soient 2 un domaine borné de €3 & bord €™ et p une fonction
définissante de §2 {ie. Vg # 0 au voisinage de 892}, Soit NV le (1,0)
champ normal & p dans un voisinage de 8102 ¢'est-4-dire tel que Np =1
au voisinage de 05} (i.e.

ap 6
!Vp|2 Z az; 62:1

Soit zp un point de 9 fix¢ une fois pour toutes. Soit B = (Ly, La)
une base de champs tangents 4 p {i.e. L;p = 0) dans un voisinage de
29. Solt {Jp,wr,we) la base de (1, 0)-formes, duale de la base de champs
(I, Ly, Lo).

Soient m et M deux réels, m entier, 2 < m < M.

Reprenant les notations introduites par D. Catlin dans (3], la base B
étant fixée, considérons la famille de listes suivante:

W(B) ={Ls=L=(L" L% . L% k>2 L' € {L, Ly, L2, L2}, Vi}.
Pour chaque £ € W{8), nous considérons les paramétres suivants:

L(L) =1 = card{i tel que L* € {L,L,}},
(L) = Iy = card{i tel que L* € {Lq, L,}},
de sorte que |Ll =k = + 15

m et M étant fixés, définissons maintenant des sous-ensembles de

W (B):

W(Ly,B,m, M) = {ﬁ € W(B), 2y % < 1}

Wolli,m) =Wy ={LeW;lp = 0};

WiBm)=W, ={LeW; i+ <m};
Wao(Le, B,m, M) =W, = {1‘.: e W;la > 1}
Wille,Bom M) =W;={LcW; !, > 1},

M
W4(Lg,m,M):W4: {ACEW,h =0, I < ;}
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Pour £ € W, nous définissons, suivant D). Catlin, ¢;2 5,. (L) = ¢, par
hoplz—
wro <

Dans toute la suite, ensemble de listes Wy jouera un réle trés parti-
culier. Afin de rendre plus lisible cette particularité, tous les éléments
de Wy, et seulement eux, seront notés £ au lieu de L, et le parameétre
correspondant sera noté [s.

Pour définir les poids affectés aux coefficients du courant, il nous faut
encore préciser une notation:

- Pour £ = (I!,..., LF) €« W(B), on note
£(0p) = L' ... LX2(0p(IL*~, L))

sik > 2, et, £{8p) = 8p([L*, L?]) si k = 2.

- Pour £ = (LY,...,L*) € Wy et pour f une fonction C* dans un
voisinage de zo, on note L(f) = L1... L¥=2(f), si k > 2, et, L(f) = f si
k=2

- Enfin, nous notons v,, , = 7 le coefficient de L; dans le décomposi-
tion de [Lg, Lo) sur la base (JmN, Ly, L1, Ly, Lo).

Définissons maintenant des poids associés 4 la base B = (L1, L)

SB,m)= 3 [L@DE (o) F + (-p)' ",
£,y

et,
5(Lo,B,m, M) = 8%+ 5% + 8% + S8 4 (—p)i~F,

olt 'on a noté succesivement

8= 3 [L(Bp)E(—p) TRE R,
LeWy

§% = 3 1L = (—p)
Fay =4 %

$t= 3 1= (=p) e,
EEW4

et,

~ T 2 L,
§% = Z Z [£{y)| htatiz | L{3p) hT2+i2 (_p}l Liprty
Few, LEWa

Remarquons que, si M < 2m, Wy est vide ct S{Lz, B, m, M) sc réduit
3 g0 + 52 + (_p)l—2fM‘
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Nous définissons maintenant le polds S(Lo, B, M) par:
S(Ly, B, M) = inf{S{B, M),8(Ls,B,m, M), 1 <m < M}.

En échangeant les roles de Ly et Ls, on définit de la méme maniere le
poids

S(Ly, B, M) = inf{S(B, M), S(L1,B,m, M), 1 <m < M}.

Rappelons enfin que, si @ est un (1, 1)-courant positif dans §2, alors
pour toutes (1,0)-formes A coefficients contimis dans £, o) et
trg, B Aoy A By Adaeg A &g est une mesure positive dans §2. De plus,
le courant i@ A i A & est positif.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme:

Théoréme.

Soit Q un domaine borné de C* & bord C°, et soit p une fonction
définissante de § (i.e. Vo # 0 ou voisinage de 981}, Soient zg un poini
de 802, et B = (L1, La) une base de {1,0) champs complexes tangents @
£ av voisinage de zg (i.e. Li(p) =0). Pour toul réel M > 2, il existe un
réel r > 0 el une constante C > 0 dépendant de 02, de lo base B, de M
et de r tels que:

Pour tout courant positif fermé 8 dans St de bidegré (1,1), Uinégalité
suivante est vérifide:

/ 1O ABpADp Aws Al
QNB{zq,r) S(LI}BvM)

|8 ABpA8p Awr A /
+ <C | (—p)idl,
[}ﬂﬂ(zg,r) S(LQ}B‘ M) B Q( p)l [

ou, (Bp,wi,ws) est la base de (1,0)-formes duale de la base (N, L1, Ly),
N étant le champ normal d p {i.e. Np =1 au voisinage de ).

Remarque 1: une auire écriture des poids.

Nous avons dit dans 'introduction que le théoréme ci-dessus améliore
le résultat que I'on peut obtenir, de facon analogue au cas de C?, en
utilisant la pseudo-distance introduite dans [5] et [6]. Rappelons tout
d'abord celui-ci. Avec les notations introduites précédemment, posons,

pour § > 0,
o 5 \T m
RM(6)-2£|1E1|2M{(|£(8;))|) .6 },
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olt, | £| = & désigne la longueur de la liste £. Le résuliat lié & la pseudo-
distance de [5] et [6] s'écrit:

.[sms(zo,r} 8(z) |67 0p A Bp| < C‘/Q( )18l

ol, &(z) désigne la distance de z 4 302

Exprimons l'inégalité du théoreme de maniére analogue. Pour cela
posons successivement

. _ sS4y al
B, (8) = inf, ( 1C(Bp)] ) ’
2 . 61_% Tl;
R M8} = Eg‘if,z (m) '
5% \ @
RS (8 = inf LA B
m®) &M{Qqﬂ) }

t1¢21+{2
R?-n,M(é) = ” iIlf (-z'“——(s_—-) .
Fewy,cews | \ [L(7)1[L£(0p)]

_ i 1M
Ronpt(L2,B)(6) = inf {Ri0 sr(8),8'"},

et,
RM{LQ!B)((S) = sup {Rm,M(é)! RM(é)}
el M

De la méme manigre, définissons Rp (L1, B)(4), en échangeant les réles
de Ly et Ly . Le théorgme est alors équivalent a I'inégalité suivante:

/ [Rum (L1, B)(6(2)))?
QM B(25,7) 8{z)

(Ras (L2, B)(8(2)))?
*l@m%ﬂ 5(2)

|8 A 8p ABp Aws Ada|+

BABpABpAwy Ainy| €

SCLFMﬂ

Il est clair que le résultat que nous montrons dans ce travail est meilleur
que celui qui fait intervenir la pseudo-distance de [5] et [6]. Nous verrons
au dernier paragraphe que, en général, il est strictement meilleur.
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Remarque 2,

Il est nature] de se demander quel résultat on peut obtenir pour les
coefficients d’un courant positif fermé de bidegré (2,2). En fait, il est
assez facile de se convaincre que dans ce cas, l'inégalité

[Bu )P 5 ~
/ms(z{,,,} 5(z) i“af”\aNSC/;( P16l

est satisfaite et que c’cst la condition neturelle.

III. Schema de la démonstration

Dans toute la suite, le symbole A £ B signifiera qu’il existe une con-
stante ne dépendant que de p, 7, M ¢t de la base B tel que A < CB.

Remarquons que m’ > m entraine S(B,m’) < S(B,m). Par suite,
et par raison de symétrie, le théoréme se réduit & montrer I'inégalité
suivante:

I='+1%= _
_/ |9/\3p/\59/\w2/\512|+|9/\3p/\5p/\w1/\GJ1[+
QNB(zo,7) S(B,m)

(*) +/’ 8 A8pAdp A Adn| _
OnB(zg,7) S(L'ZIB}m:M) -
s [ ol
0

Pour simplifier les notations, dans la suite nous noterons S; = S{B, m)
et S; = 5{Lo, B,m, M).

Comme dans [2], la démonstration de cette inégalité est basée sur
I'application de la formule de Stokes aux formes

8 A8p Awi Ay

(—p) 5

Pour ce faire, il est nécéssaire d'une part que le courant & soit régulier,
et, d’autre part, que les fonctions poids S; soient globalement définies.
Nous supposerons donc tout d'abord que 8 est une forme a cocflicients
C™ positive et fermée, et démontrerans le résultat scus cette hypothése.
Le cas général s’en déduira aisément avec une régularisation.
Dans le premier sous-paragraphe de la partie IV, nous globalisons les
poids en les modifiant 4 l'extérieur d’unc boule ceatrée en 2. Nous
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obtcnons ainsi de nouveaux poids G; et G et donnons une formulation
équivalente {+») de () avec ces nouveaux poids.

En appliguant la formule de Stokes, les dérivées normales et tangentes
des poids apparaissent. Le deuxiéme sous-paragraphe, long et fechnique,
est consacré & établir diverses relations et estimations entre les poids G;
et leurs dérivées, en particulier des inégalités du type (—p)|L; GJ-P =
ST (- p)ING,| £ f(0)8; et (—p)l26) " 5 &5

C'est dans le troisitme sous-paragraphe que, aprés avoir appliqué la
formuie de Stokes, nous démontrons la formule {*+). Nous majorons

I' + I? par une somme d’intégrales Z Ir que nous majorons ensuite

k
séparément en utilisant les estimations établies au sous-paragraphe pré-

cédent, l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition de Malliavin (2).
Nous montrons que Ix < ¢l + C f,(—p)|8], le coefficient ¢z dépendant
d’un parametre. Pour conclure, il suffit de montrer que 'on peut choisir
le parameétre de telle sorte que Z e < 1.

k

Remarque sur la composition des sommes &; et &y constru-
ites au sous-paragraphe suivant,

Pour &G nous avons simplement pris le poids correspondant 3 la pseu-
dodistance de A. Nagel, E. Stein et 8. Wainger, et nous avons essayé de
rendre &3 aussi petit que possible. En oubliant toute guestion relative &
la localisation (fonctions ¥ et x;), la composition de G, peut s’expliquer,
par une analyse rapide de la preuve qui suit, de la maniére suivante. Tout
d'abord, on remarque que Pon doit avoir Gy = |8p([L2, L2])| (proposi-
tion 1; cela provient des termes considérés en by dans la majoration
{7) du sous-paragraphc 3). Ensuite, on s’appercoit que &, doit, dans
un certain sens, etre stable par dérivations dans les directions N et Lo
{c'est ce que disent précisément la proposition 3 et le (iii) de la propo-
sition 4; cette stabilitde sert 3 contrdler les termes considérés en d; et
do dans la majoration {9} du sous-paragraphe 3}. Cela implique que &,
doit, contenir la partie correspondant 4 {; = 0 de &%, Par ailleurs, il
se produit un phénomeéne d'échange entre G, et Ga lorsque Pon dérive
la forme w; A Gy, Clest ce phénomene qui Impligue Pintroduction du
coefficient v de L; dans la décomposition du crochet [Ly, Lo] sur la base
(N,N,Ly, L1, Lo, Ly}, 'échange étant alors contrélé par la proposition
2 (précisément, ceci provient des termes c3 dans la majoration (8) du
sous-paragraphe 3). Alors, en combinant le phénoméne d'échange et la
stabilitée par rapport aux dérivations en Ly, on voit facilement que G,
doit contenir les sommes G4 et G233, A ce niveau, si on dérive un des ter-
mes de G dans la direction Ly, il n’apparait pas d'expression d’un type
nouveau. Mais comme il faut arréter la somme G2 & un certain ordre, il
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arrive que des dérivées en Ls de certalns termes de ©y, ainsi construit,
ne saient pas dans &y Comme la proposition 4 doit étre satisfaite, il
faut alors rajouter des termes & Gy, Clest ainsi qu'apparaissent &Y et
le reste dc &% avec, en particulier, 'exposant n — 35"-‘ dans la puissance
de (—p) pour les termes de &3.

IV. Démonstration de la formule (%)

1. Globalisation et modification des poids S5 et 5.

Les champs L; et les formes w; n’étant définis que localement dans
un voisinage de zy, afin de pouvoir appliquer la formule de Stokes au
domaine 2 tout entier, nous €liminons ce qui sc passe a 'extérieur d’'une
boule B{z,r) en mult1phant par une fonction 4 positive, €= dans C3,
de support inclus dans B{zp, r) et identiquement égale 2 1 dans la boule
B(zy, 2r/3) (r est choisi de telle sorte que les champs L; soient définis
dans B(zg,r) et que |p| £ 1 dans cette boule).

Si on applique la formule de Stokes aux formes

8 ABp Aws A

(—p) s, ,

il apparait des intégrales de la forme

A Aw; Ay
I v(—p )"’T-
QB ze,7) 3

Ces intégrales seront majorées trivialement, ce qui ne peut se faire que
st S; Z 1 lorsque d¢ # 0, et ce n'est pas a priori le cas. Nous allons donc
modifier les fonctions S; en introduisant deux nouvelles fonctions x) et
X2 positives, C* dans €3, telles que x1+ X2 = 1, x1 = 1 dans B(zy, r/2)
et xo =1 dans C3\B(zq, 2r/3).

La base B, r, les fonctions ¥, x) et xp étant fixées, nous pouvons main-
tenant définir de nouvelles fonctions G et G5 de la manitre suivante:

Pour £ = (L', ..., L¥), k > 2, posons

L{8p) = L' ... LF=2(x,Bp(ILF~1, LF)),
Lix2) =LY ... LF%(xp),

et, de plus, si v est le coefficient de L; dans la décomposition de [Lg, Lo
dans la base (N, N, Ly, L, Ly, L), pour £ € W,,

Llvy = L' L* 2 (),
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étant entendu que dans ces formules, si k=2, on a L(8p)=x18p((L, L?]),
L{x2) = x2 et LOG) = xa7.

Au cours de la démonstration, nous serons amenés 4 dériver terme a
terme les cocflicients de S;. Pour faciliter leurs majorations il est utile
de n’avoir 4 considérer gue des puissances supérieures 4 1. Pour cela,
chacun des termes sera élevé A une puissance n fixée, n > M.

Nous pouvons maintenant définir les nouvelles fonctions S; @ fout
d’abord &, en posant

&= 2 (]‘C(a“’”ze + |£(X2)|zf} (—=p)"" 4 (—p)m

LeW,
Définissons cnsuite Sy par
Gy =G+ G+ B+ GPE H (—p)~ ¥
ol 'on a noté¢ successivemnent

SEDY (1£(3p)|2’3 + |.C(X2)|2f)(_p)n~%+%5--?§}

LeWy
Si= 2 (|5(39)I%+|£(X2)|%)(_p)n_acz‘
LeW,
U o
6; = Z |.C('}‘) ‘2 (—p) iz
EewW,
et,
43 N 2n . -
& = Z Z |£('¥)| (|£(8p)|v+|£(xg)|v)( p) %

EE Ws LeWs

ou D= 1‘152 + {a.

Remarquons que, dans la boule Bz, 7/2), oina x;1 =1, xo = O et
¥ = 1, et par suite, S; ~ G;/n‘ Pour démontrer 'inégalité (x), il suffit
donc de montrer que

/wzﬁAap/\@pA(wlAwl-t-wg/\wg)
Cl/'n,
(2 /w PPOABp ABp Awy Aan -

I/n ~
= / (—)l6].
i3
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2. Quelques propriétés des fonctions &;.

Proposition 1.
1) Dans B{zp,7), on a

&)™ = |80 ([L1, Li])| + |80 ([L2, L2])],

et
&y 2 |8p (L2, Lo}

2) Dans B(zo,v)\B{20,2r/3), on a &1 > 1 et S > 1.

Démonstration: Considérons tout d'abord le cas de G;. Sim = 2, on
a &1 = 1, et les deux propriétés sont trivialement vérifiées. Supposons
m > 2. Alors, £ =(L;,L;) € W, et

&1 > [xadp([LiLa])™ + x5 + [x18p([L2. L2))|" + x5

Si|9p([L: L)l > 1,0na |X18p([L3,L D+x2 > 1, et si |3p([Li, L)) < 1,
on a [x19p({L: L)) +xz = 18p({L:i L), cc qui d( morntre, pour Gy, l(l.
premlere proprié¢té.

De plus, & l'extérieur de la boule B{20,2r/3), x2 = 1, et la seconde
propriété est vraie pour Gy.

De la méme maniére, si M =2, Gy =1, et si M > 2, £ = (L, Ly) €
Wa, Gz > |x18p((L2, L2))™ + x3, car ¢{£) = 2, ct nous avons les mémes
propriétés. B

Lemme 1.
Dans la houle B{zg,r}, on peut majorer G, ¢ une constante prés par

7= 3 (1@ + 1200} B ) (a7 4

LeWyp
+ 3 (1£@E + 1L0a)( B ) (o) % + (—p) R,
£eWa

Démonstration: En effet, soit £ € Wy, et posons

2n

A= (1@ F +1600)F ) (o) 2.

Alors, ou bien £ € Wy et comme (L) = k, A se trouve dans la premiére
somme de 71, ou bien £ € Wy et

A~ [(L(Bp)f_g + |5(X2)I%§) (_p)n_—ﬂ (- ar 2
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lp m-1

2 I 2 Iy 24 i 2
- s 1 a4 _ g
c m k

R TR R
d'oill,

(TR R) L (R 0-8) <
et donc 4 £ T, cc qui achéve la démonstration du lemme. B

Proposition 2.

Dans la boule B{zg,7) les fonctions G, et Sy vérifient inégalité suiv-
ante:

(o) > 6™ < &/,

Démonstration: Daprés le lemme précédent, il suffit de montrer que

(—p)YI2T, ]/ n 62/ ™. Nous allons vérifier que, pour chaque composante
X de Ty, on a
2/n
(=m)hPx 5 &y

a) Considérons tout d'abord X = (I.C(@p)| + |£(X2)| 2 )(—p)"
pour £ € Ws.
Ce terme apparait aussi dans g et le résultat est trivial car (—p) =
1/n
I

b} Considérons cnsnite X = (—p)™1=2/")_ Gi M < 2m, on a
(=PI Y2 X" = (—p) W™ g ((—p)"”’”) < @
SiM > 2m, L= (La,Lo) € Wy, et, |y[*{—p)*~™/™ est une com-
posante de &y, et. par suite, (—p)[y|2X /" = |y|2(—p)2 2™ < &3/™.
¢) Considérons enfin les termes X = (|£(8p}|F +|L{x2)| W —p)"— &

pour £ € Wy (ce qui implique m > 2 ).
SiM<2m,ona

(=o)X = (1£@p) 1 + L) F)
(—p)! TR () T (—p) B £ 6y,

4 2
car MW = 0.
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Si M > 2m, £ = (L, Ly) € Wy, et, comme £ € W3 ( Wy C Wa),
¥ (LB * + |L{¢2) M *)(—p)» /% est une composante de Sy, et
&2 majore (—p}[7PX V™. @

Nous allons maintenant donner deux propositions qui étudient le com-
portement des dérivées des fonctions & et G4 par rapport aux champs
tangentiels et normal.

Proposition 3.

Il eziste deus constantes ¢y et C, 0 < ¢p < 1, C ne dépendant que de
p, 7, de la base B = (L1, Ly) et des fonctions x1 et x3, telles que, dans
la boule B{zg,7), on a

L-aiN© < (e + C-p¥) &1,

Lepinenl < (w+ Cl-pF) &,

Démonstration: &, étant une somme de termes de la forme X@(—p)?,
ol a > 1, nous allons montrer que, pour chacun d’entre eux
(=N (X (=p)°) | < (1 = s)nX*(—p)’+
2

' , . 2
+ C{—p)" 6, ol 51 = - et 53 = 3+

Les inégalités cherchées seront alors obtenues en choisissant ¢p = {1— % }
En effet, puisque nous avons choisi N{—p) = 1 et gue les termes
X={—p)? sont tels que, dans &y, § < n{1- &) et dans &3, 8 < n(1—F),
on a
(=oIN (X2 (=0)") | < aX*"HUN(X)|(—p)?* + (1 — si)nX*(—p)°.

Considérons donc le terme a X~ YN (X)|(—p)P+! de l'inégalité ci dessus.
1l est majoré par C1 X2 1{—p)¥t1 ol1 C; est une constante qui ne dépend
que de la base B, p, r ct des fonctions y; et y2. Si on écrit
-1 1 a 1-1 £ia
X —p)ftl = [X*(=p)f] T (=p)"=,
le terme entre crochets est inférieur 4 ;. En utilisant 'inégalité G; >
(—p)* =39 il vient
1—4 L Ata—n nay
XeT =) < 6 6E (=) T (-0
et comme a est inférieur & n, pour achever la démenstration, il suffit de
montrer que (sauf dans le cas @ = 0 qui correspond an terme (—p)™{1—%:1)

on a toujours o+ F > n. Or, oo+ J est soit égal & n, soit n + % - %,
soit & % —2+n,s0itdn+ %(1 — 1} (dans le cas des sommes doubles

on considere X = [£(v}|#1£(dp)] ou X = |L(m)|"1L{x2)]), et comme
m<Met2<l,onabicna+g2n B '
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Proposition 4.

Dans la boule B{zg,7), on a les inégalités suivantes:
() (-o)ILi&i P s &P

" 24+1/n

(1) (-p)|L2G0* 5 &7

241

(i) (-p)IL2Gsf? 5 &511/"

Pour vérifier ces inégalités, établissons tout d'abord deux lemmes:

Lemme 2.
Seient o, 1, A, B, et N des réels positifs vérifiant na > 1,
%——4—1 >0 et B—é > —i,--%———+1) Seit f une fonction

positive telle que f"“ soat de classe C'. Posons F = fre{—pyn(-F),
Alers pour tout champ tangent L, en fout poini o {—p) < 1, on a:

2tifn
(—p)|LF|2 < n2a2 [F+ ILfln,A(_p}ﬂ(l—B) + (_p)n(l—E/N)] )

Démonstration: |LF|? = jnaf** 'Lf{(—-p)*0~8 2. Comme

(fna—l)z —_ [fnor(_p)n(l—ﬁ)]g_: (_p);;— 28 _an(i- B)

et,
_ gy A 25 _
LA = [ILAA o027 ()R-,
on a done, en posant G = F + |Lf|*4(—p)*1=5) 4 (—pyn(1-2/M),

|LF|2 < n2a2G2"%+ﬁ(_p)%“%+%&—ggl

Comme £~ 241> 0,0naGRE~%H) > (_p)(&-F+D0-%) ce qui
donne I’ megdhte cherchée dés que

2 2 2B 25 2 2
S A il S (e R ARTE U Qe
e A a_(o: A+)( N)’
c’est-a-dire,

B B 1 /2 2
A a7 (a‘—“)

ce qui est la condition supposée.
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Lemme 3.

Sotent o, 3, A, B, A’ et B’ des réels positifs vérifiant les relations

na>1,nﬁ>1,§—%+1=%—%+1=0 et§=%=%. Soient

f et g deus fonctions positives telles que f™* et ¢"? soient de classe C!.

Posons F = freg™?{—p)"(=F)  Alors pour tout champ tangent L, en
tout point ot {(—p) < 1, on a:

(=p)|LF|? < 2n*(a® + 3*)
1 ! ! 2+é§'
x [F+ LGB (—py"0B) 4 fo4 | Lgn (—py==B0] 7
Démonstration: On a

(=P)ILF|* <n?a? fino=2gtnf (. p2r=MH L p 2y
+n2ﬁ‘2f2nag’_?nﬁ—2 (_p)Qﬂ(l -3y+1 ILQ’Q.

Le résultat est done trivial si 'une des deux fonctions f ou g s'annule,
Supposons donc qu'elles ne s'annulent pas. On a alors d'une part,

: I .
i — o T nll— na 28 —2n(l— 2_28
g pore? = (gragnd (M) T g oy,

rd 28

7 S -
LA = (ILAAg 2 (—py 0 =B) ™7 g3 (—p) 4R,

ce qui donne

-2 " T nnfl— “_2‘4-
FEma=2g2nB(_ \In(1=B)+1 [ £2 _=F2 2 [ILfI AgnB(_ gyt B)}

car 2 -2 1 1=0et 28 - %@ =0, et, d’autre part,
2~ —In(1-g)+§~
f2nagﬂnﬁ—‘2 - (fnagnﬁ(_p)nfl—ﬁ}) f% (_p) n(l ﬁ)"‘a’ 2, ]
Lgf? = (5 | Lg™® (—p) =) (-,

ce qui en utilisant les relations 3 — & +1=0et § = 4 donne 2 son
tour

2

— n{l— — 2 nA’ ni? n{1—8' ni3
f2'nagi’n,3 2|Lg|2(——p]2 (1-H+1 _ p2-5% [f A {Lg| B (—p) (1-81 "
2 2 2__

i achbve la dé i 2 2 _ 2 _
Ceci achéve la démonstration du lemme 3 car ;37— = 757 3= ||

(3
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Démeonstration de la proposition 4:

Par définition, les fonctions &, et &, sont des somimes de termes de
la forme

LLMIFIL@pYP(—0)° ot [EM*IL0R)*(—p)°.

Nous montrerons done gue, pour chacun des termes X composant
la somme &; et chacun des termes ¥ composant la somine &3, on 3
(=PILIX]? 5 &1 (p)ILeX P 5 &7 et (<o)l LaY |2 < €57/

Pour cela, nous utiliserons, suivant la forme de X oude Y, le lemme 2
ot le lemme 3. Les majorants obtenus sont de la forme (somme de trais
termes)?t1/™, Le premier de ces termes est X ou Y lui méme {(done
< &;) et, dans les trois premiers cas, le dernier est une puissance de
(—p) intervenant dans &; (done < &;). Nous monirerons que, suivant
les cas, les termes manquants sont, soit une composante de &, soit
majords par une puissance adéquate de (—p).

Premier cas.

X = |L@p)P/H(—pyr(72W,

ou
X' = | L) E (= g2,

pour £ € W,.

Soit L = L, ou L. Appliquons le lemme 2 avec les parametres
a=03=2/kk A=B=2/{k+1}et N =m. Il vient

(-ANEXP 5 (X + | BL@p)IH (~pyC-s) 4 (pr0-8))TT

Examinons le second terme de la parenthése. 81k < m -1, {L, L) € ¥
et ce terme est un des termes composant ia somme Gy, Sik=m -1, il
est majoré, 4 une constante prés, par (—p)nt1=2/m),

La démonstration pour X’ est strictement la méme que celle pour X
en remplagant £(dp) par L£(x2).

Cecl achéve la preuve de (i) et (ii). Nous démontrons maintenant {ii).

Deuxidme cas. Y = {£(8p)|2"/12(—p)"172/9) ou Y’ = |L(x2)|*"/"
(—p)™{(1=%/<) pour £ € Wy.

Appliquons le lemme 2 avec L. = L3y et avec les paramétres o = %,

—t m—l :
B=2=2("0) A=21,B= fzil(—Lm Yet N =M . Il vient

1

L O A P L3
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Examinons le sccond terme de la parenthése. Si iy < M(%L) -1,
(Lo, L) € Wa ot (L2, L)) = %t_%)f—“-, et ce terme est unc composante
de G,. Sily, > M(Z=h) — 1, il est majoré, & une constante prés par
(— pyn(1=2/0),
La démoenstration pour Y’ est strictement la méme que celle pour V.
Troisiéme cas.

i~

= (L@ (B )

ou

e

On _ 2 _ =2
¥ = L0 B (- (),
pour £ € Wy,
Appliquons le lemme 2 avee L = Ly et avec les paramiires o = %,
62%4—%—3 A =2, B—2(f—“—:—£i)efN=M,enremarquantquc
2

et

~2i1=hetZ-L2=_D0 Tviem
-l 4\ T
(=o)EaY 5 (Y #lLat i@ (- 027D -0
Examinons le deuxidme terme de la parenthése. Sy < m{l — 35) alors
(Lo, LY € Wy, Ia((Ls, L)) = 1, c((Lz,E)) = 7%, et ce terme est une
composante de 5. Sily > m{l — ), il est majoré, & une constante
prés, par (—p)"! 72/
La démonstration pour Y’ est strictement la méme que pour Y.
" wm 1_-2_) .
Quatrigme cas. Y = |£L{7y)| ‘2 (- p} ( 2m/ pour L€ W,
Appliquons le lemme 2 avee L = L et avee los paramnétres o = f;,
=2 A= 2
b= A= B= (£2+1)m ct N =M. 1l vient
2+ &

"

(—p)| LY’ < (Yﬂﬂafmiﬁ(—p)“(‘"“f*f"“) +(—p)"(‘—%))

Examinons le deuxiéme terme de la parenthése. Sily < % ~1, (L, L) €
Wi et ce terme est une composante de ;. Si Eg > % — 1, il est majord,
3 une constante prs, par {—p)n(1-2/M),

Cinquiéme cas.

= If('w)lnf:”-i|a(ap)|r;r§“ﬁ;(_p)“(m)

ou
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Znf

Y’ "_|‘C('Y}|“r”'2|£(X2)|"fa+‘z( ﬂ)‘:izﬂz

pourEEW,;etﬁEWg

Posons D = Ly + Iy, D' = Il(fg + 1) + i, et appliguons cette fois-
cl le lemme 3 avee L = Lg et avec les parambtres o = M [ =2

D
A=2 B= 5 A =25 et B"= 525, 1l vient

DJ’
. ~ 2ni 2n _ .2
(=oLaY I = {¥ + |ZIBHIL2L(0p) BF (=) 2%+
—,-l- n(l— 2 ) 2+%
+ L LI T L0 B (—p) (BT
Examinons tout d’abord le deuxitme terme de la parenthése.  Si
Ia+ 1 < M{Z=hy (Ly,£) € Ws et ce terme est une des composantes
de ©2. Supposons done o+ 1 > M(’“T_“~) et posons D" = D4 1.
Dans ce cas, ¢e terme est majoré, a4 unc constante prés, par

Ic{,}’)l‘Enh/D”( P)n“ 2pn, Or, dans Gz apparait le terme
lﬁ(’?)lznm( Py -2/lam)  Comparons done U 4 T :

U— T%,L(_p)ﬁ(o"—u%‘%—fﬂ.)_
Or, Gy > (—p)*0=2/M) et par suite,

U< 6-5++W(D" -2+ 31 -Lah )

quantité qui est inférieure & G4 car

(M~ Ll + M (D” -2+ %* - igil) =

=MD" -2 (szl —I—M.(m_
Tr

) 2 0101

d’aprés Vhypothese faite sur {;.

Le deuxiéme terme est donc toujours majoré, & nne constante pres,
par G,.

Examinons maintenant le troisieme tcrme de la parenthése.  Si
I < % -1, (Lg,E) € Wy et ce terme est une des composantes de Sa.
Supposons donc i > % — 1. 1 est alors majoré, a une constante prés,
par U = |L{8p)|?*/P'(—py~(1=2/D) Nous sommes obligés maintenant
de séparer deux cas suivant les valeurs de (L) = o,
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Tout d’abord, si fz > 0, alors £ € Wy et, dans &2 apparait le terme

T = |£(80)| % (—p)"(1-2),

avec ¢ = —iﬂmT Comparons U a T :
m={

U= T_:,}Zr(_p)n(l—ﬁ-r—}{%'}'%) - (Tiz(_p)f‘(!)'“lk'"%))F .

Or, Gy > {—p)™1=2/M) ¢t par suite
oM -a2ftp+ LM
DM 2)
U<6,

My

TiL

quantité qui est inféricure & G5 car L+1> % implique D' > I, +
Supposons maintenant {, = 0. Alors £ € Wy ct, dans la somme
composant Gy, apparait le terme

in nfl—242_32
T = @)% (- (R E ),
Comparons UV 4 T :

U ZT#*_'(-_‘O)ﬁT(EZ*%ﬁ%)_

Comme Gy > (—p)"U—2/M) ¢t comme L > % —1implique I — %+ ﬁ,- >0,

i a
M{ig4+1)—2M

{Eg4 13 M —2)
U< s
s Pl

quantité gui est inféricure 4 &, car % < fg + 1. La démonstration pour
Y/ se fait de fagon identique en remplacant £(8p) par L{x2} H

3. Fin de la démonstration de la formule (xx).

Nous suppaosons tout d’abord que 8 est & cocfficients € dans 2.

Comme nous l'avons déja dit, nous allons appliquer la formule de
Stokes sur 0 ce qui fera apparaitre des dérivées des fonctions ;. Le
contrdle des dérivées normales obtenu dans la proposition 3 nous améne
4 considérer lc domaine 2 = 4\, o0 2, = {p < -9}, et O < e < 1
sera fixé uléricurement.

Pour démontrer la formule (++), il nous faut majorer I'intégrale

128 A Op A Bp A {wi ADy + we Aan)
=1} % Un +
0 H
C P ABpABp AW Ay
+ TL’ 1/n )
0 S,
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Soit p € C(C3), 0 < ¢ < 1, telle que ¢ = 1 dans O\, , Supply) C
§¥ et |Vyp| < Cfe. Appliquons la formule de Stokes 2 la forme gw olt

POABp A MA@y + ws A 128 A8 A A
0= (o R R SA  (pyERS T ARS

Puisque G2/ > ()M est nulle sur IN et il vient

(4) /n{,oé‘w=—/ﬂ('3cp/\w.

Comme G; > ¢*~ "M dans 0, on a |w| < (%(—p)|6’[ dans cet ouvert,
et le seccond membre de (4) est majoré en module par

z [ ol

En ¢erivant ¢ = (UL, dans les intégrales de I, (4) et Supp(y) C
¥ montrent que I est majorée par

4
C
CN BN NSOl

ol les I, sont donnés par:

I =/ (ﬁl’fb@w/\f)/\f}p/\(wl A& +wr Awr)|+

(p)

L= L}’?W(\@éﬂ/\(u;/\@—}—wg A+
o G

+ ﬁgul)w}\(?@p/\wl Adnl,

w( ,0) |6/\6p/\ Olon Ad 4wy Adg)|+
I
“’{ *"J Y019 7 Bp A 8wn i),

1 (
E . GH']/ |8C1/\9/\3,o/\(w]/\w1+w2/\w2)|+
1

o ;1(_;_];;) |862 /\9/\5,01\&)1 /\(DII,

L=
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Nous allons donc majorer séparément chacune de ces intégrales.
étant identiquement mulle & l'extérieur de B{zg, ), il suffit de considérer
comme domaine d'intégration ' N B(zo, 7) ce qui nous permet d'utiliser
les propriétés de &) ot S, établies au paragraphe précédent.

a) Majoration de Iy:

Par définition de i, 8¢ = 0 sur Bz, 2r/3), et, d’aprés la proposition
1, 8y # 0 implique &y > 1l et G > 1. I est donc majorée, 4 une
constante ne dépendant que de la base B choisie, de r et de ¥ par

(6) s ]Q ary

b) Majoration de [p:
Développons 88p sur la base de formes associée & (N, Ly, Ly)

2 2
88p = abBp A Bp + Zb,-w,- Adp+ Zc,-@p Al + dwt Ay + ews Adn
=1 . i=1

-+ Bp([Ll,E11]w1 ynl| +3p([L2,E2]) wo A wo.

Les termes en w; AWy, 1 # J, ne donnant aucune contribution 2 Iz,
considérons les autres.

b;) Contribution du terme adp A dp:

&, étant supérieur & (—p),

[(—p)ad A 8p A Bp Awy Ayl
s./"

T

< Cl8 A 8p A Dpl,

ol C est une constante ne dépendant que de B et r. La contribution de
ces termes & Iy est donc majorée par C f(—p}|0] grice & la condition de
Malliavin (2).

by) Contribution des termes b;w; A 8p:

Les termes byuwy A ép_et bows A Bp interviennent dans @ A 88p A (wy A
01 + wa Ade) et bawy A 8p intervient dans 8 A J0p Awi Ad. 1l nous faut
donc majorer

[ %ﬂb]enwg Aig Awp A Bp|+ |20 Awi Ady Awa Ap|),
G
1
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et

f w(l_p)|b29/\wl Mo A /\5{)|
f 6 /1’1
2

Or, puisque & est un courant positif, if A w; A @y est aussi positif, et
I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, pour toute constante Ky > 0

|0 Awsg Adg Ay A g <

Chi N
1 |8Aws A@p ABpAB :
5——' 2 P p|+K1|6Aw2m:;gAw1Ac:n|,
Kl G,:/n

et

16 Awy Al Aws Adp|

s/ =
1 |fAw; Ay ABpAd
S_l ! ; P pl+K1|B/\W1/\J)1/\W2/\(IJ’2|,
Kl G‘;/n

s . 2 1 :
En utilisant le fait que Gif" > (—p)&™ nous voyons que la contribu-
tion de ces termes & Iy ost inféricure a

C{-l—{/ w]ﬂ/\ﬁ'p/\gp!\{wllf\tlﬂl+w2/\a’2)|+
Kl s Gl/n

AP Ao Awy AN
v [ pl0R022 % ne AR }+K1f w(—p)wn},
o B, [v%

ou la coustante € ne dépend que des &; et de r, ¢'est-a-dire du choix de
la base B et de r.

bs) Contribution des termes ¢;8p A @y

Ces termes se traitent exactement de la méme maniére que les précé-
dents.

bs) Contribution des termes 8p([L1, L1])wi Aan ct 8p([L2, La])wa Adp:
D’apres la proposition 1, G}/" = |8p([Ly, L1])| + 10p([La, Lo}, et

Gé/" = |8p({L2, L2)}|. La contribution de ces termes est donc majorée
par C [o(~p}|].
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Majoration finale de Io:
En regroupant tous ces termes, nous obtenons

@ C hs T4+ ]Q (—p)l6l.

¢) Majoration de [y:
Comme dans le deuxiéme cas, développons 0{w; A &;) sur la base de
formes associ¢e a (N, L, Ly} :

8(&.’1‘ A{.-I_.}g') = G NG —wi ADD; = Z aj-(?p/\wj A+ Z bjlkwj Ml MGdq +

3 J.k
+ Z Ciuh /\8_{)/\5)_;‘ + Z dj ez /\ép/\wj + ey /\6,0 /\('}{H- Z gty Aty Ay
il 7 ¥

Les termes ol apparait dp donnent unc contribution nulle.

¢1) Contribution des termes a;8p Aw; Aw; ef cjw; A Bp Ad;:

i/n . e
GH /™ &tant supérieur & {—p),

[(—p)a;8 ABp Adp Aw; Ay
61/1’1
i

< CIf ABp A Bpl,

et, comme dans lc cas by), en utilisant la condition de Malliavin (2}, la
contribution de ces termes & I'intégrale I3 est majorée par C f(—0}|8).

La contribution des termes du second type se majore de la méme
maniére.

cz) Contribution des termes by pw; Awie Ay
Ces termes interviennent pour les indices i = 1 et 4 = 2 dans

B A BpAB(w A@dy + wy Adg)
i/n
61

et, seulement pour l'indice 1 = 1 dans

18 A 8p A 8w Adn )
&y '
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Il faut donc dans lc premier cas considérer wy Ay Aws et w2 Al Aw
et, daus le second, sculement wy Ay Awse. Nous devons donc majorer

|f9129/\5p/\w1 A /\w2| Ibzlgl\épl\wz Ao Aw
&/" ' s/

et ]b129 Aé‘pf\wl Mo /\w2|
A

1

ce qui donne le méme résultat que dans le cas be) ci-dessus.

ca} Contribution des termes o;w; Aw; Ady:

Ces termes apparaissent pour les indices ¢ = 1 et © = 2 dans la forme
relative & &) et conduisent A majorer ks méme termes {anx cocfficients
o5 prés) que dans les cas ¢p) et by) ci-dessus.

Par contre, dans la forme relative & &, intervient, {pour 2 = 1) la forme
ooty A we Awe. La majoration de ce terme néeossite un traitement
différent: contrairement aux autres cas, I'application de 1'inégalité de

Cauchy-Schwarz fait apparaitre §A8p ABp Awg A avee le poids G, n

au lieu de 6;2/” et il faut faire intervenir une relation lant &,, G, et
oryo (Jusqu'h présent, la seule propriété des coefficients utilisée était qu’ils
sont, uniformement bornés dans B(zg, r) par une constante ne dépendant
que de la base B et de r). Nous allons done utiliser la valeur précise de

Qg

Lemme 4.

Le cocfficient —an2 est égal au conjugué_du cocjﬁcz’cnt_'y de Ly dans la
décompasition de [Ly, Ly} sur la bose (N, N, Ly, Ly, L3, L2)

Démonstration: En effet, —o9w) Awz Adg provient du développement
de wi A By, et done —evye = doi(Le, Ly). Par suite

—ang = La(@n{La)) ~ Lo(@1(L2)) — (L2, Lo)) = —a1 (L2, La}),

ce qui montre que Ly, Ly) = aiply + bLy modulo (Ly, Lo, N, NY,
et comme le¢ conjugud de [Lg, Lg] est égal 5 son opposé, le lemme en
résulie. B

Nous sommes donc amenés & majorer

|78 A 8p Auy Awg Al
1/n .
S,
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@ étant positif, utilisons Pinégalité de Cauchy-Schwarz comme cn by):
pour toufe constante K > {,

179 A Bp Awy Awy Adg

<
G,/" B
19218 A 80 A8p Aws A G
< LDIeAG 2/f 2 w2|+K}9/\w1/\G)1Au2 Ay
K S;

Or, nous avons vu & la proposition 2 que

lyI? 1

(_p)Gg/‘n = Gi/nr

il vient donc:

FOABp Aun Auwn A
/ w(_p)!? £ .Iin 2 2| <
J 62
:Ei w|6’/\('}p/\('39/\wg/\cbg|
K<Q’ Gi/ﬂ

4+ K /Qr{—p)[fﬂ.

Majoration finale de I5:

En regroupant les différentes majorations nous obtenons:

)]
®) hs el + (Kt 1) [ (i)
2 40
d} Majoration de I;:
On a
1
i< = 3
4 = nzfdr
i=1
on
= —mIN(S
I} :/ YOATp ABp Alwn Ay +we /\Qg)l%,
o G H
. [ - _ =pIN(S)|
!4 = _/n; w|8/\8p/\5p/\w1 /\wﬂw,

. — o) L&
}f:/ ¢|9/\Bp/\w1/\w2/\92|(_@|“1"+%?}‘)'!'
o S,

. — ) Lo(S
Ij:/ wFSAapAwlAJ)ll\wgf%‘m,
s &,

et
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(=) L2(Gy))
G]-i—l/n :

I :/ WO ABp Awr Adn Awszl
o 2

Majorons séparément ces intégrales.
dy) D’aprés la proposition 3,

(=) |IN(81)] € nleo + C(—p)2/™¥&,
¢t (—p)|[N(G2)] € nlco + C(—p)M)S,.

Les intégrales I} et I7 sont done majordes par n{cg + Ce2/M)I.

do) Utilisons & nouveau U'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le courant
positif 16 Aw; Ay

Li{Sy - LG
|8 A 8p Aw; Aw; A ﬂ%_KIQA%/\@M% Wj”éTﬁJ
k

+ K@ Awy Ady Aws Al

La proposition 4 disant que

|L2(G5)[* 1 |L: (&) I
(-0 = et, (—p) < i=1,2,
Gg+2/ﬂ 6; Q-E—?fﬂ Gi/ﬂ ¥

chacunc des trois derniéres intégrales I est majorée (3 une constante
prés ne dépendant que de B, v et M) par

K/(;p)|9|+ %I.

Majoration finale de Iy
En regroupant les différentes majoration des I;‘ il vient:

®  L< (cn Lo KE) I+C(Ks +1) [ (-o)fl
3 0

Fin de la démonstration de la formule (#x):
En regroupant les inégalités (5}, (6}, {7), {8} et {9), il vient:

C 3
I< (Ca + Z w +Oe W) I+ ({—2 +CY (Kt 1)) L(—p)lé’l,

i=1
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et, pour conclurce il suffit de choisir les K, assex grands et ¢ assex petit
3

de sorte que (¢ + Z & + Ce?/M) soit strictement plus petit que 1.
o K

Pour terminer completement la démonstration de Uindgalité (x«), il
ne nous reste plus gu'a régulariser le courant positif fermé 8. Or ceci
sc fait simplement par convelution avee une suite régularisante, puis on
applique le résuitat quc nous venons de démontrer dans ,, 7 > 0, an
courant régularisé, et, en faisant tendre n vers zéro, on conclut car la
constante intervenant dans (**} pour les courants réguliers ne dépend
clairement pas den. B

V. Lien avec le multitype de D. Catlin

Dans ce paragraphe, nous supposerons que £ est pscudoconvexc.

Dans (3], D. Catlin introduit le mulitype d’un point du bord d'un
domaine psendo-convexe borné régulier de C". En particulier, il mon-
tre que si zg € A5 il existe une base By = (LY, L) du plan tangent
complexe an voisinage de zp tel que le multitype de zg est donnd par la
non annulation de dérivées de la forme Lga,(0p){20). Dans ce paragraphe,
nous allons donner une estimation des fonctions poids S{LY, By, M){2) et
S(L By, M)(2) lorsque le pmnt z tend vers 2g cn restant sur ln normale
a dtl en zg.

Nous notons (I, Az, Az} le multitype de zg, et supposons Az < +o0.

Rappelons que, si (Z,, Z3, Z3) est un systéme de coordonnées au voisi-
nage de zg, ot Z; est porté par la normale en zg , D. Catlin définit
dans (3], pour A = (g, p2, p3) et £ > 0, l’ensemblc M(t, A} des gerines

de fonctions €% au voisinage de zg telles que Z ‘;+ & < t entraine
£
i=1
DepPf =0
En utilisant le fait que st f € M(¢, A),
a g
—feM( LAY et feM(r——A),
Jzr Uk e

D. Catlin montre ([3, corollaire 3.4 p. 541]) qu’il existe un systéme de
coordonnées pour lequel pom toute liste £ € W{B), f € M{,A) en-
trainc £{f) € M( — L LAY et pour lequel {corollaire 3.5 p. 541)

J‘Q fa?
L(dp) € M(1 - Az - Aa,(l,/\g,)\g)) {rcmarquons gue nous ne pouvons
déduire ce résultat dircctement de Uégalité entre le mulitype et lo multi-
type commutateur car dans co dernier les listes sont ordonnées).
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Nous en déduisons que pour toute liste £ de W, L£(8p){20) = 0, et,
dans un voisinage de zo, |[L(@p)(2)] = |2 — zp|. 5i z se déplace sur la
normale en zp, on a done [£{8p)(z)| < (—p). Alors

S(By, /\2) cst équivalent & (_p)l—}%}
S(LY, By, A2, Aa) st équivalent & (—p)' 735, si Ay < 2hg,

Nous allons montrer que ce dernier résultat est encore vral si Ay > 2,
Dans ce cas, 'ensemble des listes Wy est non vide et 1] faut alors estimer
E('y). Pour simplifier les notations, nous posons, pour la suite, L = L,
et LY = L.

Sivye M(% - /\%,A), d'aprés le corollaire 3.4 de [3] et la définition
de L(v),

~ 1L
L(v) e M (A—Q—E,A),

Or, pour i dami Wi{La, Bo, Az, A3), L < %-j et, )%3 - %"; >0 1
s'ensnit done que £{v}(zy) = 0 et S{Ly, B, A3, A3) est bien équivalent
5 o a1 =243
af{-p) T,

Il reste done 4 démontrer, que v € M(Xl; - %,A),

Supposous d'abord Ay > 2. Considérons le boundary system (défini
dans {3, p. 536]) By = {p, p2, L1}. En utilisant le fait que Lypy = 0 (par
définition de Ly), nous obtenons

Bpz2 (L2, La]) = vL1ps + adp{[Ls, Lo]},

ol a est une fonction C%°. Lyps étant par définition non nul en zo, est
inversible dans un voisinage de zg et

v = f8pa{{La, La)) + gBp([L2, La)),

ot f ot g sont des fonctions C°°,

Vérifions maintenant que 8pq([Ly, Ly]) € M(-xlz - T"!z-‘A) : comme le
multitype est égal au commutateur multitype, p € M(1, A), et nous pou-
vons appliquer la proposition 3.6 de (3, p.542]. 1l s'ensuit que
oy € M(%,A) (dans les notations de D. Catlin, p» = ry). Si nous
appliquons de nouveau le corollaire 3.5 de (3] & la liste (Lo, Lo}, on ob-
tient le résultat.

Il nous reste a remarquer que 8p([L2, Lq]) € M()% - %,A), Or,
d’apres le corollaire 3.5 de [3], p([La, Ly]} € M(1—~ £, A), ce qui achéve
la démonstration du cas Az > 2.
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Considérons maintenant le cas As = 2. Nous utiliserons la propriété
suivante {[3, lemme 3.1 p. 538}): si f € M({#1,A) et ¢ € M(t2, A) alors
fg € Mt +it2,A}),

Ecrivons 5 s
[L2, Ly) = Zﬂea—zi + dia_zir

{z;} étant la basc de coordonndes dans laquelle les corollaires 3.4 et 3.5
de [3] sont vérifiés. La démonstration du corollaire 3.5 de [3, p. 542]
montre gue ¢; et d; sont dans }'Vf(’.%= - 3?;, A}

Considérons maintenant le crochet L = [[Lg, Lg], L1]. On a done

==Y i + Lnd +ZQ[WL,] +5 4, [8‘1,51].

En remarquant que les fonctions zx et zx sont dans M(ﬁ,f\) , e en
utilisant le corollaire 3.5 de [3], on obtient que, si on écrit

f‘]. = Zﬁkaigkr

les fonctions i sont dans M(ﬁ - 1{;,1\).

Estimons alors le coefficient de % dans L clest-a-dirc —Lj¢.

¢ € M(5- — £, A) et, d’apres le corollaire 3.4 de [3), Lic; € M(3L ~
-l
Puisque gf’; e M(l - EIT,A), on a donc Jp(L) € M($ ~ %,A).

D'autre part,
[Lg, ig] =~ly - "‘{Ll -+ Bp([Lg, EQ]}ij +alq + bf.;g,
d'oly

(L2, L2]L1) = ¥(L+, Ln] = {L1y}a + (L1v) Ly — Li(8p([La, Lo))YImN
+ 8p{[L2, Eg])p'mN, }_;1] + (E]Q)LQ + alLa, El] + (fqb)ffz + b[ig, E;],

d'ol,
Bp(LY = 8p{(Lv, L1} + Li{8p{[La, La])) + eBpl[La, Lal) + adp{[ L2, L1)},

oll e est une fonction C°° .
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D’aprés les corollaires 3.4 et 3.5 de [3],

onllEa L e s (1= 5,8 ), dollta T e (1= - Zoa),
i

- . 1
Ll(ap([LQs L?])) S M l— - - _vA ¥
2 A
et comme Gp(L) est aussi dans M(% - %, A), du fait que p({L1, L1]){20)
# 0, il résulte que y est aussi dans M(5 — 7\2:—{,1’\) , ce qui achéve la
démonstration.

Estimation de S{L3, Bo, M).

S(Bqy, M} et S(LY, By, m, M) sont supérieurs & (—p)' ~2/¥ donc, si M
cst inférieur 3 Ay, S(LY, Bo, M) est supéricur & {—p)!~?/%,

Si M -est strictement supérieur 3 Ay, toutes les listes £ de longucur
Ao telles que Io(£) = 0 appartiennent 3 Wiy{L?, By) et, par définition de
Az 1l en existe une telle que L£{8p}{z0) # 0. D'on S(L}, Bo,m, M) =
(—=p}' %% La méme liste appartient & Wi{By, M) et on a §(Bs, M) =
(~p)1=2/%2.

En résumé: si M est supérieur & Az {¢’est-d-dire le type de Kohn du
point zg}, lorsque 2 tend vers 29 en restant sur la normale en 2,

S(LY, Bo, M) ¢ (=p)1 72/ 2.

Estimation de S{L3, Bo, M).
Nous avons vu que S{(L3, Bo, A2, As) est équivalent & {(=p)1 722 et que
S(L3, By, m, M) est supérieur & {—p)' =2/ Ainsi:

Pour M > Aj, lorsque z tend vers zp en restant sur la normale en 2,
S(LY, By, M) vérifie la double inégalité:

(—p)'F < 5(L3, B0, M) 5 (—p) 7.
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