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GROUPOIDE D’HOMOTOPIE D’UN FEUILLETAGE
RIEMANNIEN ET REALISATION SYMPLECTIQUE
DE CERTAINES VARIETES DE POISSON

FERNANDO ALCALDE CUESTA

Abstract

The purpose of this paper is Lo prove the existence of 2 symplectic rea-
lization for a large classe of regular Poisson manifolds with riemannian
two dimensional characteristic foliation. To do so, we will show that the
homotopy groupoid of a riemannian foliation is locally trivial.

4. Introduction

Usne structure de groupoide sur un ensemble I' est la donnée de deux appli-
cations a {source) et B (but) de [ sur une partie I'y ({’espace des uniiés) de T,
d’une multiplication g définie sur 'ensemble T+ I" des couples {(y2, 1} € 'x T
tels que afy;) = B{v: ) et d’une involution ¢ : T — I' {inversion), vérifiant des
axiomes générahisant ceux de groupe. Un groupoide I' est de Lie si les données
prennent place dans la catégorie des variétés, [y est une sous-variéié séparée
de T et les applications a et 3 sont des submersions {([CDW]). On dit que [
est ¢ fibres connezes, simplement connezes..., si les fibres de o sont connexes,

simplement conexes... Un groupoide de Lie I :n’; Ty est localement irivial (de
8
fibre F'} st a et § sont des fibrés localement triviaux {de fibre F).
Soit {M,F) une variété feuilletée. Un groupoide de Lie T ;; [y est une
: 8

réalisation de F si Tg = M et Uimage de (B,0) : T' — M x M est la rela-

tion d'équivalence R définie par les feunilles de F ([DH]). 1l est bien connu que
o

F est réalisé par son groupoide d’holonomie Hol {F) 33 M qui vérifie la pro-
B

priéte universelle suivante ([P]): pour toute réalisation I' de F, el existe une
factorisation

r 5 Hol (F)
(B,0) \, s (Bya)
R.
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Dans la section 1 on décrira la réalisation de F par son groupoide d’homoto-
pie I;(F). Les a-fibres étant simplement connexes, II;{F) est la réalisation
universelle de F de dimension 2n + m immergée dans le groupoide grossier
Mx M, ot n =dmF et n+m=dim M. La relation R {qui n’est pas en
général une variété) peut &tre munie d'vne structure de groupoide qui en fait
un sous-groupoide de M x M. Toute réalisation [' de F de dimension 2r +m
immergée dans M x M peut donc s'intérpreter comme une désingularisation
de R, I, (F) étant la désingularisation universelle.

Le groupoide d'holonomie d’un feuilletage riemannien est localement trivial
d’aprés [Wi]. La démonstration reste valable pour le groupoide d’homotopie.
Néanmoins, le théoréme de structure de Molino permetira d'établir 3 la sec-
tion 2 une description détailiée du groupoide d’homotopie qui met en évidence
certaines différences entre les deux réalisations. En particulier, on démontrera
le théoréme suivant:

Théoréme 1. Svit F un feuslletage riemannien sur une variété compacte
M, le groupoide d’homotopie I[)\(F} est localement iriviel de fibre L, ot L est
le revétement universel commun des feutlles de F.

Soit F orientable de dimension 2. D'apres le théoréme de stabilité de Reeb,
F est soit un fibré en sphéres, soit asphérigue, i.e., toutes les feunilles de F sont
asphériques (et donc leur revétement universel commun est R?). Alors II;(F)
est localement trivial de fibre §2 ou R?.

o
Un groupoide symplectique {T',0) = T', est un groupoide de Lie muni d'une
8

forme symplectique o tel que le graphe de la multiplication soit une sous-variété
lagrangienne de (~T}x T x T, o —I' = (T', -} (([CDW)], [W2]). L’espace des
unités Ty est muni d’une structure de Poisson canenique Ag qui fait de o (resp.
#) un morphisme {resp. un anti~morphisme} de Poisson. On dit que

(T,0) ::t (Ty, Ag)

est une réakisation symplectigue de (Iy, Ag)} {{CDW]). Le probleme de la
réalisation symplectique consiste & construire pour une variété de Poisson
(M, A} un groupoide symiplectique dont 'espace des unités est isomorphe 3
{M,A). .

Soit g* le dual d’une algébre de Lie g muni de la structure de Poisson linéaire
canonique définie par le crochet induit par celui de ¢. 5i G est un groupe de Lie
d’algébre de Lie g, 'action & droite (resp. 2 gauche) de G sur T*(G) = G x g*
est hamiltonienne de moment o : {g,£) — £ {resp. —3, ol B: (g,€) — ad;f

o
est I'action coadjointe de G sur g*). Alors T*(G) =% g* est un groupoide sym-
8

plectique. Le 3e théoreme de Lie exprime le fait que g* est 'espace des unités
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d’un groupoide symplectique. En interprétant les variétés de Poisson comme
généralisation en dimension infinie des duals d’algébres de Lie, le probléme de
la réalisation symplectique est le probléme de l'extension du 3e théoréme de
Lie au cas non linéaire (cf. {CDW)], [DH], [W2]).

La réalisation d’une variété de Poisson par un groupoide symplectique local a
été démontrée dans [CDW]. Par contre, 1l y a des obstructions & la réalisation
symplectique globale {[D1], [D2]}). Le but de la section 3 est la résolution du
probléme de la réalisation symplectique pour les variétés de Poisson {M,A)
compactes riemanniennes de dimension symplectique 2 (i.e., & feuilletage ca-
ractéristique Fp régulier riemannien de dimension 2). Bref, on démontrera le
théoréme suivant:

Théoréme 2. Soit A une siructure de Poisson riemannienne de dimension
symplectigue 2 sur une variélé M compacie. Alors, '
1) §i Fa est asphérique, w esiste une réalisation sympleciigue de (M, A).
1) 51 Fp est un fibré en sphéres, il existe une réalisation symplectique de {M A)
st ef senlement st le volume sympleciigue des feuilles est constant.

Enfin, tous les groupoides considérés dans la suite seront supposés de Lie &
fibres connexes et toutes les structures seront de classe €.

Ce travail a profité de I'ambiance stimulante du Laboratoire de Géométrie
de I'Université de Lyon. Je remercie M. Hector pour de multiples remarques.
Je lui suis irés reconnaissant. Mes remerciements vont aussi aux M.M. Coste,
Dazord et Reventds. Enfin je remercie également tous les participants au Juin
feuttleté pour des nombreuses discussions.

1. Rappels. Résultats préliminaires

A) Le groupoide d’homotopie d’une variété,
Soit P(M} I'espace des chemins d'un espace topologique M muni de la tope-
o
legie compacte-ouverte. Le groupoide d’homotopie II;{ M} = M est le quotient
B

de P(M) par la relation d’homotopie des chemins. L’application a {resp. #)
est définie par af[v]) = ¥(0) (resp. B(§y]) = ¥(1)), les unités sont les classes des
chemins constants (identifiées aux points de M) et la multiplication u {(resp.
Vinversion ¢) est celle déduite de la composition {resp. 'inversion} usuelle des
chemins.

St M est une variété, {#,a) : (M) — M x M est un revétement et on
peut donc munir [T, (M) d’une structure de variété qui en fait un groupoide de

Lie. Sig: M M est le revétement universel de M, la,ctlon dlagona.le du
groupe A des automorphismes de ¢ sur le groupoide grossier MxM :t Moest

libre et proprement discontinue. La translation par un élément a de A est un
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automorphisme de M x M au-dessus de a (i-e., dont la restriction a M est a).
On en deduxt le diagramme commutatlf su:vant

MxM 3 M
S

Jabt oo la

M x4 = s
8

ol § est le passage au quotient. Alors M x4 M est muni d'une structure
de groupoide d'unités M pour laquelle le revétement § est un morphlsme de

groupoides au-dessus de ¢. Il s’ensuit que le groupoide M X A M :t M est
localement trivial de fibre M . Enfin, 'application
M x4 M= TL(M)

qui envoie §{f,#) sur la classe {g o 7] de la projection par ¢ d’un chemin 5
d’origine # et d’extremité § est un 1somorphlsme de groupoides. On a donc le
lemme suivant:

Lemme 1. I1;{M) est un groupoide localement {rivial de fibre B} le revéte—
ment universel de M. :

B) Groupoide d’homotopie d*un feuilletage.

Soit (M, F) une variété feuilletée telle que dim F = n et dim M = n +'m.
Si X est un espace connexe, une application continue v : X — M est tangente
& F si I'image de v est contenue dans une feuille de F.

Le groupoide d’homotopie II1{F) de F est obtenu en remplagant P(M) par
Pespace P(F) des chemins tangents & F et la relation d’homotopie de chemins
par celle d’homotopie tangente 8 F dans ta définition de [; (M) (cf. [CDW] ou
[P]}. Si I'on veut munir I, {F) d'une structure de variété, il faut d’abord intro-
duire la notion suivante: un tube de chemins fangents & F est une application
différentiable _

O:RY™ ¢ [0,1] - M
telle que: :
1) ©* ;¢ € [0,1] — ©&{u,t) € M est un chemin tangent a F, pour tout
u € R,
it} Pour ¢ = 0,1,0; : v € B**™ — O(u,i) € M est une carte locale
distinguée.

On écrira ©7' = (g;, f;) : ©:(R™*™) > R™ x R™ l'application réciproque de
@;, ou f; : U; — R™ est une application distinguée relativement & F.

Remarquons que pour tout y € P(F), il existe un tube de chemins O tel
que ©° = 4. En effet, il existe des cartes distinguées Ay : R™*™ — U et



GRUPOIDE D'HOMOTOPIE D’UN FEUILLETAGE RIEMANNIEN 399

hy s B 5 ) telles que ho{0) = +{0) et h1(0) = +{1) et une application
continue y € R™ — ¥ € P(F) vérifiant v¥{0) = he{C, y}, 79 (1) = ha{0,y) et
= 7 {cf. [P]). Alors, pour tout u = {z,y) € R**™, le chemin 8* € P(F)
d’origine hg{z,y) et d’extremité h;(z,y) est obtenu en prolongeant le chemin
+¥ dans les plaques passant par v¥(0) et v¥(1}. On obtient ainsi un tube de
chemins O tel que O = v et ©, = h;, 1 =0,1.
Tout tube © définit de fagon évidente des applications continues 8 et 8-

Rn+m

8/ \ 6
P(Fy — IIi{F)

La remarque ci—dessus permet de vérifier aisément que les images des appli-
caticns € (et donc celles des applications é) forment une base de la topolegie
compacte—ouverte sur P(F) (resp. de la topologie quotient sur II; {(F}}. Enfin,
en remarquant que pour tout tube @, 'application

§R™*™)  — R xR™xR"
6(u) — (w, g1{@1{u}})

est une carte locale, on définit sur II}{¥) un atlas et donc une structure de
(2n + m}-variété telle que a et @ sont des submersions, la multiplication u est
différentiable et inversion : est un difféomnorphisme. Bref, II;{F) devient un
groupoide de Lie.

Le groupoide d'homotopie II;{F) est donc vne {2n + m)-réalisation de J
4 fibres simplement connexes immergée dans M x M, vérifiant la propriété

o
universelle suivante: pour toute (2n + m)-réalisation I' =3 Ty de F telle que
g

{(B,a): T — M x M soit une immersion, i} existe un morphisme de groupoides
de Lie f : II;{F} > [ qui rend commutatif le diagramme suivant:

mF) L
(1.1) Ba)\  /(Bia)
R,

R C M x M étant la relation d'équivalence définie par 7. En effet, pour tout
x €M, B:a"¥z) — Bla"!(z)) est un revétement galoisien de groupe ['; le
groupe d'isotropie de I en z. Puisque [1;{F) est & fibres simplement connexes,
on a naturellement un morphisme continu f qui rend commutatif (1.1). En
outre, les applications (8, a) de [ et I}, {F) dans M x M étant des i 1mmer51ons,
on verlﬁe sans peine que f est un difféomorphisme local.
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C) Action induite sur II;{#) d’un groupe d’antomorphismes de F.

D’abord, tout automorphisme ¢ d'une variété feuilletée (M, F) induit un
automorphisme ¢y de I1)(F) au-dessus de ¢ défini par

¢ I(F) —  IL{F)
[l - [peq]

En général, l'action d'un groupe G opérant sur (M, F) comme groupe d’auto-
morphismes induit une action de G sur II;{(F) définie par

LFYxG —  IL{F)
{lv), 9) - g=trgh

qui rend commutatif le diagramme suivant:

ILi{(F)x G - I ()
(1.2) axide | | fxidg allB
MxG — M:

les translations étant des automorphismes de II,(F).

Si Paction de G sur M est libre et propre, il en est de méme pour Paction
induite sur I1,{F) d'aprés (1.2). Inversement, ['existence d'une section glo-
bale de a permet de vérifier que toute action libre et propre d’un groupe G
d’auntomorphismes de II,(F) induit une action libre et propre sur son espace
d'unités M. Les espaces d'orbites M/G et I;{F}/G sont des variétés et donc
p: M — MG et i IL{F) — ILi{F)/G sont des fibrés principaux de groupe
structural G.

La structure de groupoide de Lie sur [I3{F) induit sur le quotient II,(F}/G
une structure de groupoide de Lie d’unités M /G, La projection p est un mor-
phisme de proupoides de Lie au-dessus de p qui rend commutatif le diagramme
sulvant

I, (F) ? M

] . rl
WL(F/G = M[G.

Lemme 2. 8t II;{F) 2 M est localement trivial de fbre F, le groupoide
il

gquotient ILiI{F)/G % MG est locelement trivial de méme fibre,
g

Démonstration:

On va montrer que: étant donné un fibré localement trivial F — M S B
équivariant par I'action libre et propre d’un groupe G, si Paction induite de G
sur B est libre et propre, la submersion 7 : M/ — B/G obienue par passage
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au quotient est un fibré localement trivial de fibre F qui rend commutatif le
diagramme suivant:

M — B

le _ lPB
M/G —— BJG,

ol P, et Py sont les projections naturelles.

Soit U un ouvert contractile de B/G; on montrera qu'il trivialise 7. En
effet, soit s une section de Fp au-dessus de U. Alors s{U) trivialise 7 et
on a donc que 7 Hs(U)) = F x s(U) = F x U, Par ailleurs, P'application

Py 77 Hs(U)) = (7)"YY) est un difféomorphisme. En effet, son inverse

est l'application ()~ 1{(U) — 7 {s(V}) qui envoie 'orbite zG sur z - g7 !, olt

z € M et g € G est donné par n{z) = s(7{zG)) - g. De plus, celle—ci est
différentiable, car il est possible de choisir des sections différentiables de P,, au
voisinage des points de (7) *(U). Enfin le lemme est un corollaire de ce qui
vient d'étre démontré. W

On remarque que la construction du groupoide quotient et le lemme 2 restent
valables pour toute {2r + m)-—réalisation de F.

Solent XE M — M un rev@ement galoisien de e groupe A, F un feuilletage sur
M’ et .7-' = g*F le feuilletage relevé de F dans M L’action de A laisse invariant
f et donc induit une action libre et proprement discontinue sur II (.7:) Alors le
quotient H](f /A est muni d'une structure de groupoide d'unités M = M/A,

le revétement § : [1,({F}) — II;(F) étant un morphisme de groupcides au—dessus
de ¢.

Lemme 3. Sig: [1‘2’,}) — {M, F) est un revétement galoisien de groupe A,
le groupoide quotient I1,{F)/ A est isomorphe au groupoide d homotopie [1;{F).

Démaonstration:

Tout d’abord, le morphisme de groupoides 4, : Hl(.:/z_) — [T} (F) induit par ¢
passe au quotient en un morphisme de groupoides

¢;nl(%l/A S Li(F)
M4 = e[V =lg07]
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au—dessus de 'identité sur M qui rend commutatif le diagramme suivant:

Hl(%}
i/ g
I, (F)/A -4 TL(F).

En remarquant que gg est un revétement (ce qui est vérifié aisément en
resiriction aux ouveris coordonnés d'un atlas sur I} (F) construit en procédant
comme dans la section { A)), il suffira de vérifier que ¢ est injectif. Ktant donnés

F1.72 € P{F) tels que les chemins projetés v, = Pr oY1 et y2 = pr 0 Y4 solert
homotopes dans une feuille de F, 'homotopie entre v; et ¥, se reléve en une

homotopie tangente & F entre T et un chemin 7 qui se projette sur y,. Puisque
¥ €t 71 se projettent sur le méme chemin v,, il existe un automorphisme qui
envoie y sur 73 et donc [7;]4 = [7]4 = [72]4. Dol le lemme. B

Remarque 1. Le lemme 3 n’est pas valable en général pour le groupoide

~

d'holenomie: Hol{ F)/A et Hol{ F) sont isomorphes si et seulement st tout lacet
tangent & F représentant une classe d’holonomie triviale se reléve en un lacet

tangent & F. En considérant le diagramme naturel suivant

IS(I(F)) ——— Is(Hol(F))

I l ' 19#
Is(IL; (F)) —— Is{(Hol{F)),
ot Pon note Is{T') le sous-groupoide d'isotropie {y € T/afy) = B{v)} dun
groupoide I' =3 Ty, la condition ci~dessus équivaut 2 I'injection du morphisme
8

induit Ts(IL {F))/ag(Is((F))) — Is(Hol(F))/ag(Is(HOl(F))) qui devient

donc un isomorphisme de fibrés en groupes sur M.

D) Le groupoide d*homotopie d'une fibration.

Soit 7 : M — B un fibré localement trivial de fibre F' et groupe structural
G defini par un cocycle ({U;}, {g:j}). Soit E{B,ny,;{F)} le fibré associé au
fibré M(B,w,F} et a I'action induite de G sur I, (F).

En considérant U; comme groupocide trivial, on munit d’abord L (P} x U;

axid
de la structure de groupoide produit 11 {(F) x U; ;'; F x U;, ce qui permet
Bxid

de définir sur la somme disjointe [{(II;(F) x U;) une structure de groupoide

W o xid)
[Kmir)y x vy = [J(Fxu,
U Fxid)
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localement trivial de fibre F le revétement universel de F d’aprés le lemme 1.
Puis en procédant exactement comme au paragraphe (C}, on munit F de la
structure de groupotde d'unités M obtenue par passage au quotient:

U e Mid}

MLy x vy =0 FxU)
g | . L7y
E = M,
Jil

. o
7 g et Ty étant les projections naturelles. Il s’ensuit que £ = M est localement
8

trivial de fibre E‘" Enfin, 'application

E — 1)
me(lyr) b)) — 7]

ol yr € P(F), be U, et ¥(t) = mp{yr(t)}, b}, est un isomorphisme de groupoides
d'unités M. En résumé, on a démontré le lemme suivant:

Lemme 4. Soti [1,(x) Zﬁt M le groupoide d’homotopie d'un fibrén . M — B
8

de fbre F' et groupe structurel G. Alors,
1)y = moa =wof  IIi{n) — B estle [I;(F)-fibré associé au fibré = : M — B
et & Vaction de G sur II)(F).

1) I (7} est localement trivial de fibre le revétement universel de F.

2. Le groupoide d’homotopie d’un feuilletage riemannien

Dans ce paragraphe, on appliquera les considérations précédentes 3 I'étude du
groupoide d’homotopie d'un feuilletage riemannien, en suivant les trois étapes
classiques d’aprés les travaux de P. Molino, [M].

A} Feuilletages de Lie.

Soient g une algébre de Lie et F un g-feuilletage de Lie sur une variété
compacte M. D’aprés le théoréme de structure de Fedida {[F]}, F est défini
par une fibration équivariante

M ¢
di
M.

ol G est le groupe de Lie connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g et
g est le revétement universel de M. :
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Soit F = ¢*F le feuilletage relevé de F dans M dont les feuilles sont
difféomorphes & la fibre L de {L étant le revétement universel des feuilles
de F). D'aprés le lemme 4, II;(F) est localement trivial de fibre L. Sion

note A le groupe des automorphismes de ¢, le groupoide quotient I[;( F)/A est
donc localement trivial de méme fibre. Enfin, le lemme 3 permet d’énoncer la
proposition suivante:

Proposition 1. Soit F un g-feuslletage de Lie sur une variété compacte
M. Alors TI)(F) est localement trivial de fibre L le revétement universel des
feutlles de F.

B) Feuilletages transversalement parallélisables.

Soit F un feuilletage transversalement parallélisable (TP} sur une variété
compacte M. D'apres [M] on sait que:

1) il existe une fibration 7 : M — B dite besigue dont les fibres sont les
adhérences des feuilles de F.

2) il existe une algébre de Lie g telle que le feuilletage Fr induit par F sur
la fibre F de 7 est un g—feuilletage de Lie. De plus le groupe structural de la
fibration basique 7 : M — B admet une réduction au groupe A= Auwt{F, Fr)
des automorphismes de (¥, Fr).

En procédant exactement comme dans la démonstration du lemme 4, le fibré
E(B,ny,II,{FF)) associé & la fibration basique et & P'action de A4 sur IL{Fr}
est muni d'une structure de groupoide d'unités M, localement trivial (de fibre
L le revétement universel commun des feuilles de F} et isomorphe & II;{F).
En résumé, on a le résultat suivant:

Proposition 2. Soit F un feuwilletage TP sur une variété compacte M.
Soient w : M — B la fibration basique de F de fibre F el Fp = F[/F. Alors,
iP)ag =wmoa =m0 Ij(F) o B estle I1{Fr)-fibré associé au fibré
n: M — B et & Uaction du groupe structural Aut {F, Fr} de n sur I1{Fp).

i) ILH{F) est localement trwml de fibre L le revétement universel des feuslles
de F.

€} Feuilletages riemanniens.

Soit F un feuilletage riemannien de codimension m sur une variété A com-
pacte, i.e., un feuilletage & bundle-like metric au sens de [R]. Rappelons d’abord
que la donnée d'une métrique bundle-like est équivalente & celle d'une 0{m)-
structure transverse ou structure riemannienne sur (M,F) au sens de [M].
Soit ex{ M, pr,0(m)) le fibré des repéres transverses orthonormés de F; alors il
existe sur ey un feuilletage Fp appelé le feuilletage relevé de F qui vérifie les
propriétés sutvantes ([M)): :
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1} en restriction 4 chaque feuille Ly € Fr, pr est un revétement galoisien sur
une feuville L € F, dont le groupe des automorphismes est isomorphe au groupe
d’holonomie de L.

i1} il existe sur er une unique conmexion wr & torsion nulle qui est en plus
lransverse projetable, i.e., basique sur {er, Fr}).

i1} Fr est un feuilletage TP invariant par ’action de 0(m} sur er.

iv} La fibration basique 7t : ey — Bt de Fr est équivariante par laction
de O(m) et 'espace d’orbites Br/0(m) de 'action induite sur Br s’identifie &
I'ensemble des adhérences des feuilles de F.

D’aprés {iit), 1'action du groupe compact O(m)} sur er induit une action
différentiable, libre et propre de 0{m) sur [I;{F7). Le quotient II;(Fr}/0{m)
est donc muni d'une structure de groupoide d'unités M pour laquelle la pro-
jetion pr : I (Fp) — I (Fr)/0(m) devient un morphisme de groupoides au-
dessus de pr : e — M. D’ailleurs, Fr étant TP, I1,{Fr) est localement trivial
de fibre L le revétement universel des feuilles de Fr d’aprés la proposition 2.
On en déduit que I1;{F7)/0(m) est localement trivial de fibre . Enfin, en
remarquant que L est le revétement universel des feuilles de F d’aprés {1}, on
aura démontré le théoréme 1 dés qu'on aura montré le lemme suivant:

Lemme 5. Il ezisie un isomorphisme de groupoides
@ : I {Fr)/0(m) — TIh(F)

au-dessus de Uidentité sur M gui rend commutatif le diagramme suivant:

IL{Fr)
BT N PT#
M {(Fr)/0(m) = IL{F)

ol prae est le morphisme de groupoides induil par lo projection pr.

Démonstration:

En remarquant que prg admet des sections locales différentiables, il suffit de
vérifier que le morphisme de groupoides

3
M(F)/om) > IL(F)
(Y]0tm)  —  prely]l = lproq]
obtenu par passage au quotient de pra est injectif. Or, puisque pr est un

revétement galoisien en restriction aux feuilles de Fr, on peut procéder exac-
terment cornme au lemme 3. &

Remarque 2. Les résultats précédents montrent que II;(F} est séparé.
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Remarque 3. Le groupoide d’holonomie Hel{F) est isomorphe au grou—
. poide quotient Hol(F7)/0(m). En effet, d’aprés (i) tout lacet tangent & F qui
représente une classe d’holonomie triviale se reléve en un lacet tangent & Fo
{cf. remarque 1),

Remarque 4. D’aprés le lemme 5, prg : ILi{Fr) — IILi{F) est un fibré
principal de groupe structural O(m). Si les adhérences des feuilles de F sont
toutes de méme dimension, la description de II;{F) peut é&tre précisée. En
remarquant que 'action de 0(m) sur Br est localement libre, on a que:

i} la fibration basique mp : er — By passe au quotient en une fibration de
Seifert généralisée 7 : M — B au-dessus de la variété de Satake B = Bp/0(m)
dont la fibre générique Fr est la fibre de mp (cf. lemme 2},
i) la fibration 1y = froa = #p o 81 [[1{(Fr}) — Br passe au quotient en
une fibration de Seifert généralisée g = woa =noF: H{F) — B de fibre
générique I, (Fr/Fr) le groupoide d'homotopie du feuilleiage de Lie Fr/Fr.
Remarque 5. Soit F un feuilletage riemannien 3 métrique bundle-like ¢
sur une variété compacte M. Les submersions o, 8 : I[;{F) — M induisent un

méme feuilletage image réciproque F sur I, (F). Alors il existe une métrique

bundle-like g7 qui définit une structure riemannienne sur {II;{F)}, F) compa-
tible avec & et . En considérant la décomposition de TII;(F) en la somme

directe du fibré tangent 3 F et du fibré orthogonal, si on remplace g par ia
métrique § = {a~g + 8*g} @ g7, on voit que:
1) e, 8 (Hi(F),§) — (M, g) sont des submersions riemanniennes.

i} Inversion ¢ : (I} {F), §) — (11 (F), §) est 1;11'13 isométrie. Bref, ({I,(F),§) :at
8
{M,g) est un groupoide riemannien au sens de [GGHR].

3. Réalisation symplectique de variétés de Poisson
riemanniennes de dimension symplectique 2

Les champs hamiltoniens d'une variété de Poisson (M, A) engendrent un
feuilletage de Stefan Fi appelé le feuilletage caraciéristique de A dont les feuilles
admettent une structure symplectique pour laquelle 'inclusion dans (M, A) est
un morphisme de Poisson’ ([Li], [W1]). Une variété de Poisson {M,A) est
réguliére {|Li]) st Fa est régulier et la dimension de F, est appelée la dimension
symplectigue de (M, A). Si de plus T est un feuilletage riemannien, {M, A}
sera dite riemannienie.

Soit F un feuilletage orientable de dimension 2 sur une variété M. Soit
¢ la forme volume des feuilles relativement & une métrique riemannienne sur
M. Puisque F est de dimension 2, la forme ¢ est une forme symplectique en
restriction & chaque feuille de F. Le couple (F,o) définit une structure de
Poisson A sur M dont le feuilletage caractéristique F, = F. En effet, pour
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toute forme ¢ € T*{M), soit A#{() le vecteur tangent & F verifiant
iwto = ¢

sur T{F), ce qui fournit un morphisme de fibrés vectoriels A¥ : T* (M) — T(M)
d'image T(F). Soit A le bitenseur défini par

A(C,8) = a(A*((), AT (€))

pour tout couple {, £ € T* (M), sonr crochet de Schouten [A, A} est nul en raison
de la dimension de F et F = F, par construction.

Le tenseur de Poisson A est déterminé par la donnée de F et de la 2-forme o
de type (0, 2} relativement & la décomposition T{(M) = N(F @ T(F) de T{M)
en la somme directe du fibré tangent T(F} & F et du fibré orthogonal N{F).
On dit que o représenie la structure de Poisson A et on associe & A la classe
de cohomologie feuilletée (A] = [o} € H%2(M, F) (cf. [DH]). On remarque que
pour F fixé, les structures A = (F, o) sont classifiées d’aprés [HMS] par un
cone positif de HO?( M, F).

Soit A une structure de Poisson riemannienne de dimension symplectique
2 sur une variété compacte M déterminée par la donnée du feuilletage ca-
ractéristique F et d'une 2-forme ¢ de type {0,2) représentant A. Si on note
—-M = (M, —A), le groupoide grossier I' = (-3} x M est naturellement un
groupoide de Poisson (i.e. le graphe de iz multiplication est une sous—variété
coisotrope de (—I') x I' x [', [DH]}. L'image de 'immersion (8,a): 5, {(F) > T
étant saturée pour le feuilletage caractéristique T(F} & T(F) de I', on munit
I1,(F} d’une structure de Poisson A qui fait de (8, &) une immersion de Poisson.
La structure de Poisson A est déterminée par le feuilletage image réciproque

F =o' F = f*F et la 2~forme & = a*o — §*c vérifiant:

i) d;& =0, ot d; est la différentiation le long des feuilles de .

1) § AG = —2a"0 A §*¢ est une forme volume sur les feuilles de F.

Alors la réalisation (I, {F), A) de F est un groupoide de Poisson et donc une
réahisation de Poisson de (M, A} au sens de [DH].

Enfin, on démontrera le théoréme 2, en considérant les deux cas possibles:
i} F est asphérique et II;(F) est localement trivial de fibre R
11) F est un fibré p: M — B de fibre 52

Bans le cas (1), le groupe structural du fibré o : I1;{F) — M admet une
réduction a GL{2, R}, car &« posséde une section globale et la fibre est contrac-
tile. En considérant la rétraction par déformation sur ia seciion nulle (iden-

tifiée & D'espace des unités) qui est une homotopie intégrale relativement & F,
on vérifie que la 2-forme & est F-exacte § = d-f-z\ et donc dA est une extension

exacte de la forme symplectique des feuilles. Bref, la structure de Poisson A
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est ezacte {[DH]). Soit N‘(;‘} le fibré conormal & F muni de la forme sym-
plectique & = n*dA — i*dL, ot w : N*(F) — II;(F) est la projection naturelle,

i N‘(}) — TH{II;(F)) est I'inclusion et L est la forme de Liouville sur
711 {F)). Alors

(N*(F),8) > (IL(F), &) ? (M, A)

est une réalisation symplectique de (M, A}, <f. [DH].
Dans le cas (ii), on remarque tout d'abord que II;{F) est le produit fibré
§% % §7 — M x5 M 2 B du 8bré p par lui-méme. Soit {I',5) =t (M, A) une
) B

réalisation symplectique de (M, A). Quitte & remplacer {T', 6} par la réalisation
symplectique universelle & fibres simplement connexes (([CDW], |DH]), on a
une factorisation:

(0,6) T (TL(F), A)

{B,a}\ s (Ba)
(—M)x M

ofi * est une submersion surjective qui est un morphisme de Poisson & fibres
connexes, séparées et isotropes.. La structure de Poisson A étant canonique,
si T est séparé, x est symplectiquement compléte au sens de [L]. Dans le cas
général, la complétion au sens de [D1] des a-fibres de I' {{CDW])} entraine
la complétion des fibres de 7. En résumé, = est une réalisation isoirope de
Libermann au sens de {D1].

Alors I'obstruction de Dazord & Pexistence de réalisations isotropes de Liber-
mann {[D1], [D2]) fournit la condition {it} du théoréme 2. En effet, si on note
g la forme symplectique de la feuille S, = p~1{}), b € B, soit

vol, :B — R

b—-—+ fcrb
S

la fonction volume symplectique des feuilles. Alors vol, est soit une fonction
constante, soit une submersion. Il suffit de vérifier cette propriété dans le cas
ol M = §% x B et donc II,(F) = 5% x §? x B. Pour tout 2-cycle entier ¢ de
5% x 5%, soit [ ¢ la fonction b — [, &;, obtenue par P'intégration de la forme
symplectique 55 = a0y — *0; de S? x 52 x {b} sur le cycle ¢ = ex {b}. Alors,
d’aprés I'obstruction de Dazord le support de la forme d(f, &} est soit vide, soit
B. On en déduit que la 1-forme d{vol,} est soit nulle, soit sans singularités.
Enfin, la variété B étant compacte, le volume symplectique des feuilles doit
étre constant.
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Il faut remarquer que le résultat n'est plus vrai si B n'est pas compacte:
M = 5? x R* muni de la structure de Poisson A définie par la fibration triviale
sur Rt et la 2-forme ¢ = tog, o ¢ est la forme canonique de 52 normalisée,
posséde une réalisation symplectique.

Inversement, si M = 5% x B et le volume symplectique des feuilles vol,
est constant v, la struciure de Poisson A est présymplectigue: la 2—forme o
représentant A est fermée. En fait, il existe d’aprés [HMS] un difféornorphisme
¢ tel que ¢*¢ = voy. Sila structure de Poisson A est présymplectique, il en est
de méme pour la structure A sur IL; {F}. Alors

(N*(F),8) x,(I1 (F),K) 3 (M, A),

o1 & = w*d —1" dL, est la réalisation symplectique universelle de (M, A). Dans
le cas général, le principe de recollement des groupoides symplectiques {[CDW])
assure l'exsitence d’une réalisation symplectique, cf {D].
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