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CUESTIONES INTUICIONISTAS
SOBRE EL METODO DEL «FORZAMIENTO»
EN COHEN

Parte I. Conceptos basicos



En la serie de articulos cuya publicacién se inicia con el presente, preten-
demos:

1. Exponer el método de forzamiento en Cohen-1966.

2. Exponer las pruebas de independencia del Axioma de Constructibili-
dad, del Axioma de Eleccién y de la Hipétesis (Generalizada) del Continuo
en Cohen-1966; y

3. Analizar criticamente, desde el punto de vista intuicionista, tal mé-
todo y tales pruebas.

En este primer articulo abordamos la primera de las tareas enumeradas,
tarea nada simple dada la radical ambigiiedad con que se presentan en
Cohen-1966 los conceptos bdsicos y que explica, en gran parte, junto a su
gran complejidad, el éxito del método de modelos de valores booleanos, al-
ternativo del forzamiento, de mucha mayor facilidad de manejo. Esta ambi-
giiedad, que referimos principalmente a las definiciones de familia construible
y espacio de rotulacién, intenta ser eliminada aqui. No tenemos, sin embargo,
garantias plenas de que nuestra intencién se haya cumplido. :

* %k %k

Al abordar la cuestién metatedrica de la consistencia de un sistema axio-
miético caben dos posibilidades: 1) exhibir un modelo para el sistema, o
2) demostrar que en tal sistema, si A es una férmula del mismo, no se da
alavez|— Ay|— "] A. Unoy otro procedimiento se demuestran 16gica-
mente equivalentes entre si. En la metateoria de los sistemas axiomaéticos
de conjuntos, cuando se intentan demostraciones de consistencia e indepen-
dencia, es usual recurrir al primero de los procedimientos citados.

Los intentos de demostracién de consistencia se han dirigido principal-
mente hacia el Axioma de Eleccién (abreviado en lo sucesivo por AE) y la
Hipétesis (Generalizada) del Continuo (abreviada en lo sucesivo por H(G)O),
por tratarse el primero de ellos de un axioma que posibilita, sin la existencia
de condiciones criticas, la asercién de la existencia de conjuntos, y el segundo
la asignacién de cardinales transfinitos a los conjuntos obtenidos por me-
dio de la operacién del conjunto potencia aplicada a conjuntos infinitos. Los
resultados obtenidos en estos casos han dependido siempre del supuesto de
que la teoria axiomitica de conjuntos en cuestion —para facilitar los des-
arrollos posteriores nos referiremos sélo a la teoria axiomdtica de conjuntos
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de Zermelo-Fraenkel, por supuesto sin el AE y sin la H(G)C, que abrevia-
remos por ZF— es consistente, ya que, en caso contrario, toda férmula seria
deducible en dicha teoria.

Las pruebas de consistencia de AE y de H(G)C han dependido asi del
supuesto de Consis(ZF) (abreviatura para “ZF es consistente™). Se ha tratado,
por lo tanto, de pruebas de conmsistencia relativa, no consistencia absoluta.
Y por cuanto que, por el Teorema de Incompletud de Godel, es imposible
probar que Consis(ZF) sea un teorema en ZF, entonces, en 1iltimo extremo,
Consis(ZF) aparece en esta parcela como un “articulo de fe”. No hay ninguna
garantia de que el sistema ZF no dé lugar a paradojas de tipo diferente a las
cldsicas. Ello sélo se lograrfa si, ciertamente, se pudiera demostrar Consis(ZF).

Ha sido Godel (1938) el primero en dar una prueba de la consistencia
(relativa) de AE y HGC, prueba amplia y rigurosamente presentada en
G06del-1940. Sin embargo, no podemos decir que en Godel-1940 se discuta
un modelo especifico. La idea clave en Gddel es, dado el universo V de ZF,
tratar de obtener alguna subclase, digamos L, de V tal que, bajo alguna re-
lacién, digamos R, L sea un modelo de ZF. A un modelo de este tipo lo
denominaremos un “modelo interno”.

En Go6del-1940, a partir de V, ya que On < V -—donde On denota la
clase de los ordinales—, simplemente se define un concepto de conjunto
constructible (x = Fu), asocidndose con cada enunciado A de ZF un enun-
ciado A en el .que la palabra conjunto se reemplaza por “conjunto construc-
tible”. Se denomina “enunciado relativizado a L” a todo enunciado A;. Se
define L, a continuacién, como la clase de los conjuntos constructibles. Cier-
tamente, L. es una clase y no un conjunto (!).

El resultado central, entonces, en la demostracién de Godel-1940 consiste
en probar que V = L vale para L. A V = L se le conoce con el nombre
de “axioma de constructibilidad” y puede ser enunciado verbalmente de la
siguiente manera: “Todo conjunto en ZF es constructible”.

El cardcter de central que tal prueba posee le viene dado por el hecho
deque V=L AEyV = L — HGC, y, por cuanto HGC —> AE, en-
tonces V = L —> HGC —> AE.

El programa de Cohen-1963 (1964, 1966) consiste en demostrar que las
flechas en V = L —> HGC —> AE no pueden invertirse, i. e., AE no es
derivable de ZF, ZF + AE no implica HGC, y ZF + HGC no implica
V = L. En otros términos, se trata de probar la independencia de V = L,
AE y HGC.

Puede pensarse, en principio, en obtener un modelo interno en el que
ZF 4+ V 5 L (resp. ~ | AE, 7| HGC) valga para cumplir el programa de
Cohen-1966 (nos basaremos sobre todo en éste y no en Cohen-1963-64)
de demostrar la independencia de V = L (AE y HGC). Esto es, podriamos
pensar si se puede producir una cierta propiedad A tal que

{x]|A®)}
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sea un modelo interno para ZF + V s L (7] AE, ~ | HGC). El Teorema 2
que expondremos a continuacion (teorema de Shepherdson-1951-52-53) pone
de manifiesto que ello no es posible (1). El teorema de Shepherdson se ma-
neja con un modelo especial, al que denominaremos “modelo mfnimo” —para
él reservamos el signo M,—, cuya existencia se sigue de la existencia de un
modelo standard de ZF que sea um conjunto. M, es un conjunto y no
una clase (al menos no es una clase propia). Modelo standard tiene
aqui el significado usual, i. e., un conjunto, digamos M, tal que si R es
{<xy>|x€yAxEMAyEM] entonces M es un modelo (para
ZF) bajo la relacién R. Pero, dado qune no podemos probar en ZF la
existencia de un modelo standard para ZF, ya que ello implicaria tener
Consis(ZF), i. e., ZF es consistente, postulamos tal existencia mediante el
siguiente axioma:

Axioma MS. Existe un modelo standard para ZF.
Definicién 1

M es un modelo standard transitivo (para ZF) si y s6lo si M es un
modelo standard (para ZF) y Ax X €EM — x € M).

Antes de pasar a la prueba del citado teorema de Shepherdson introduci-
remos nociones y un teorema previos. En primer término procederemos a la
definicién (bastante ambigua en Cohen-1966) de familias de conjuntos cons-

tructibles. Por induccidén transfinita sobre « definimos las familias de construc-
tibilidad de la siguiente manera:

Definicion 2

X, =2
XOH—I = Xm U{ZEU XB l AXu (Z,tl,..., tk)}
B<a+1
Para t;, ..., t; € X«
M= UZXy
v € On

Pasamos ahora a la prueba de un teorema sobre el que se apoya direc
tamente el resultado de Shepherdson, y al que conoceremos en lo sucesivo
con el nombre de “Teorema del Modelo Minimo”. La demostracién de este
teorema se apoya, a su vez, en el teorema de Isomorfismo de Mostowski-1949.

Teorema 1. — Si hay un conjunto que es un modelo standard de ZF,
entonces hay un tnico conjunto M,, tal que M, es un modelo standard tran-
sitivo numerable de ZF y M, es un submodelo de todo modelo standard
transitivo de ZF.

Prueba. — Si hay un conjunto, por ejemplo N, que es un modelo stan-
dard de ZF (Axioma MS), entonces, por ¢! Teorema del Isomorfismo debe
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haber un comjunto, digamos M, que sea un modelo standard transitivo
de ZF y al que N sea € — isomérfico.

Ya que M es transitivo, si «€ M, entonces todo B <« pertenecerd asi-
mismo a M. Ya que M es un conjunto, no seré cierto que ABE On, BE M
(i. e., M no contiene todos los ordinales). Por ello, sea « = sup { « ] «EM }.
Entones si

Xal’:,U{Mala<a1}

Xay serd la familia de conjuntos constructibles relativos a M, de modo que
X« < M. Ya que M es un modelo para ZF, Xa -+ 1 serd un modelo para ZF.

Sea ahora M cualquier modelo standard transitivo para ZF, y sea
@ = sup { « | « € M }. La existencia de «, implica la existencia de algin
ordinal «, = o tal que «, sea el supremo de todos los ordinales en algiin
otro modelo standard transitivo, digamos M,. Si X«, = M,, entonces
Xa, © Xy © M. Luego M, es un modelo standard transitivo para ZF in-
cluido en cualquier otro modelo standard transitivo para ZF.

Para demostrar que M, es tnico, supéngase que hay otro conjunto M
que coincide con M, en todas sus caracteristicas. Entonces :

Mu c M*,YM* < Mo
Luego
M, = M*
Por tanto, M, es tinico.

Para demostrar que M, es numerable, por el Teorema de Léwenheim-
Skolem, M, debe contener algiin submodelo standard numerable. Por el
Teorema del Isomorfismo, este submodelo debe ser € — isomérfico a algiin
modelo standard transitivo numerable. Pero M, estd incluido en todo mo-
delo standard transitivo. Luego M, debe ser numerable.

Corolario 1. — V = L vale en M.

Prueba. — Obvia, ya que M, = U { Xu | « < @}, y cada X« es una
familia de conjuntos constructibles.

Corolario 2. — M, no puede contener ningtin submodelo standard tran-
sitivo propio.

Prueba. — Obvia, ya que M, es un submodelo de todo modelo standard
transitivo.

Definicién 3. — Diremos que M, es un modelo mfnimo si, y sblo si M,
es un conjunto numerable que sea un modelo standard transitivo para
ZF + V = L y que sea un submodelo de todo modelo standard transitivo.

TEOREMA 2. — Sea A (x) cualquier férmula en ZF. No puede pro-
barse en ZF que { X | A (x) } sea un modelo de ZF + V = L (respectiva-
mente para ZF + 7| AE y ZF + AE + ] HGO).

Prueba. — Supbngase que se puede producir una tal A (x) para la que
se pudiera probar en ZF que { x | A (x)} es un modelo para ZF + V s L.
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Sea M, el modelo minimo para ZF; entonces de nuestro supuesto se se-
guirfa que valdria en M, que

{XIAMO(X)}

es un modelo para ZF + V = L. Sea M* = { x | Ay, () }. Entonces
M* C M,, ya que para M, vale V = L y, en cambio, para M* vale V = L.
Por el Teorema del Isomorfismo, el submodelo standard M* de M, deberfa
ser isomoérfico a algin submodelo standard transitivo propio de M,. Pero
por el corolario 2 esto es una contradiccién.

Definicién 4. — Denominamos “funcién inicial rank de x”, para x € N,
a una funcién de valores ordinales r; sobre N tal que 1; (x) = sup { 1; (¥) |
|yexi

Podemos ahora probar un nuevo resultado de interés grande para nues-
tros desarrollos posteriores:

TEOREMA 3. — Si ZF + MS es consistente, entonces no existe un
modelo standard transitivo no numerable en el que valga AE y contega
nimeros reales no constructibles.

Prueba. — Sea M un modelo standard transitivo no numerable tal que AE
valga en M. Sea o, = sup { « | « € M }. «, ha de existir, ya que M es un
conjunto. ¢, ha de ser no numerable, puesto que si «, fuera numerable, en-
tonces se seguiria la contradiccién siguiente: Sea Rf el conjunto de los
conjuntos de rank inicial 8; puesto que M es no numerable y la unién nu-
merable de conjuntos numerables es, a su vez, numerable, para algin 8 << «,
R ha de ser no numerable. Puesto que rank (inicial) es una nocién absolu-
ta, RB es definible en M. Pero si RS es no numerable, entonces, dado que
AE vale en M, Rf puede ser bien ordenado y por lo mismo le correspon-
derd un ordinal no numerable, lo que contradice el que «, sea numerable y
sea el supremo de los ordinales en M. Por lo tanto, «, es no numerable y,
en consecuencia, M contiene todos los ordinales numerables. Pero si
ZF + MS es consistente, también lo es ZF + MS + V = L. Pero si
V = L, entonces todo nimero real es constructible a partir de ordinales nu-
merables. Luego, todo nimero real es constructible en M.

Resumiendo, por el Axioma MS se ha postulado la existencia de un
conjunto que es un modelo standard para ZF. Por el Teorema 1 existe en-
tonces un conjunto M, que es un modelo minimo para ZF + V = L. Por
el Teorema 2 el método de modelos internos falla para ZF + V = L. Por
el Teorema 3, a partir de ZF + MS —el supuesto inicial de todos estos
desarrollos— sélo pueden considerarse modelos standard numerables si se
tiene la intencién de probar la independencia de HGC. En lo sucesivo, cuan-
do hablemos de modelo estaremos abreviando siempre “modelo standard
transitivo”.

Al construir nuevos modelos en que ZF + V 3= L (07] AE, 0 ] HGO),
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el requisito principal serd asegurar que sean suficientemente “amplios” como
para estar cerrados bajo la construccién de los conjuntos exigidos por los
axiomas. Por cuanto que AE y HGC son axiomas sin referencia al tamafio
del modelo, adoptaremos el principio de que los nuevos modelos que cons-
truyamos no contengan ordinal alguno que no esté ya en M,. Si en lo su-
cesivo, «, denota el sup { « | « € M, }, entonces lo acabado de decir sig-
nificard que, cualquiera que sea el nuevo modelo, digamos N, que obten-
gamos, serd tal que a, = sup { « | « E N }.

La intencién de construir un N tal que para €él valga ZF + V = L
se podra cumplir entonces, si y sélo si puede obtenerse algin conjunto, di-
gamos ¢, tal que ¢ € N y a no sea constructible. Claramente entonces
r (@) < «, y, ademds, ya que a no es constructible, ¢ € M,, ya que para
M, vale V = L.

Propongamos, por ser la posibilidad mds simple —ya que la nocién de
entero es absoluta— que ¢ € w. Ya que M, es numerable, hay entonces
una infinita posibilidad de tomar conjuntos en » que no estén en M,. Pero
no todo arbitrario @ serd tal que N sea un modelo para ZF + V = L. En
particular, el ordinal (numerable) «, corresponde a una buena ordenacién
de o y, por lo tanto, a un subconjunto de v X » y, en consecuencia, a un sub-
conjunto de w, digamos x. Si ¢ = x, entonces, como a € N, «, € N; pero,
ya que 1; (@) < o, 2, € N, para todo a € N.

En consecuencia, a deberd tener ciertas propiedades especiales si N ha
de ser un modelo para ZF + V = L. Podemos, entonces, intentar un exa-
men de las diversas propiedades que a pueda tener y decidir cudles deba
tener. Ello no implica otra cosa que decidir qué enunciados A sobre a han
de valer. No estd claro, en este punto, qué regla deba usarse para llevar a
efecto esta tarea, pero, al menos, estd claro que algunas decisiones serdn
mas féciles que otras. Por una parte, por ejemplo, para casos como el an-
terior de que «, corresponda a una buena ordenacién de o, la decisién serd
muy simple. Habrd, por otra parte, propiedades bdasicas que valgan para un
a C o determinado y no para otro. Se frata de propiedades como n € a
o n & a. De hecho estas propiedades constituyen las minimas unidades de
informacién que sobre un ¢ pueden darse y en base a las mismas se pueden
determinar como verdaderas propiedades mds complejas. Asi, por ejemplo,
en base a que 2 € a'y 3 § a se determinan como verdaderos sobre a los
enunciados VXX € a),2€avx,as={3} ..

Denominaremos (de momento, de manera informal hasta su introduc-
cién formal en la segunda parte de este articulo) “condicién de forzamiento”
a un conjunto autoconsistente de enunciados de 1a forma n € a v n € a.
Por lo acabado de decir, en base a un conjunto de este tipo podrén deter-
minarse (0 no) como verdaderos sobre a ciertos enunciados. “Determinar
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(o no) como verdadero” se interpretard en lo sucesivo como “forzar (o no)
a valer”.

Pero la intencién de Cohen-1966 es que el a que obtengamos, tal que
aC oyva€Nya& M, sea tal que se comporte como un (sub) conjunto
genérico de w, no como un conjunto cualquiera dado de enteros. Por ello a
sélo podrd estar determinado cuando para todo k € n, n € w, pueda de-
mostrarse la existencia de una condicién de forzamiento que fuerce k € a
o k € a. Asi, a nos aparecerd determinado como el conjunto de todos los
k € n tales que k € g sea forzado por alguna condicién de forzamiento.

Ello nos explica el hecho de que, aunque puedan correlatarse forzamien-
to e implicaci6n, el primero diferird de la segunda en que, dado que P fuer-
ce A, no serd verdad que cualquier a que satisfaga P, satisfaga asimismo A.
Lo que serd verdad es que si a es genérico, entonces si a satisface P, satis-
face asimismo A.

La tarea a realizar serd, pues, en principio, examinar los enunciados po-
sibles sobre €l @ genérico para decidir cudles de ellos valdrdn o no. Ello nos
lleva, a su vez, a examinar el modelo N. En efecto, la obtencién del mode-
lo N puede efectuarse de la manera siguiente: Dada la suposicién inicial
de que «, sea el supremo de los ordinales en N, entonces todo conjunto
en N serd tal que su r, sea menor que «,. Para la obtencién de los conjun-
tos de N utilizaremos entonces familias de constructibilidad a partir de a
mds ¢ mismo— definidas de la manera siguiente:

Definicién 5
MO (a) = o U {a }

M: @ =UMB@U {y|y={x€Xea|A®}
B<a
Me (@) = U MPB (a) para « limite;
B<a
donde Xe = M§B (@) y las férmulas A (x) son férmulas de ZF con todas
sus variables limitadas a X« y que pueden contener constantes pertenecien-
tes a Xo. Podemos definir entonces:

Definicion 6
N = U M (a)
a<ld,
Asi, por la definicién de N, examinar los enunciados posibles sobre a
(genérico) para decidir cudles de ellos valdrdn o no, no serd otra cosa que

examinar parte de los enunciados sobre N.
Fl primer objetivo que nos planteamos, ya que los conjuntos en Ma (a)
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que no estdn en MB (a), B<<« estdn, segin la definicién 5, definidos por
formulas

{x€Xe | A®}
serd contar con alguna enumeracién de tales férmulas. Una manera de ha-

cerlo eran las Fa del G6del-1940. Otra, el procedimiento de rotulacién prac-
ticado por Cohen-1966.

Definicion 7

Una rotulacion es una aplicacién definida en ZF tal que a cada ordinal
0 < e <C o, le asigna:

1. Un conjunto, denominado “espacio de rotulacién”, definido de la
manera siguiente:

Se = o U {a}
Se = {y|y={x € Xa| A () }}, para « ordinal sucesor
S = Ua Sa

2. Funciones {« tales gue a cada ¢ € S« asignen una férmula A (x) que
cumpla las restricciones de la férmula utilizada en la definicién 5.

Respecto de esta definicion conviene hacer algunas observaciones. En
primer lugar, es claro que las funciones {« pondrdn en correspondencia biu-
nivoca los Sz con el conjunto de las A (x). En segundo lugar, para « = 8--1,
Sa serd el conjunto que, unido a M (a) genere Mo (a). Al menos, lo acabado
de decir es lo que nosotros creemos que se adecia a los desarrollos poste-
riores de Cohen-1966. Lamentablemente, la ambigiiedad de la definicién
original de Cohen-1966 correspondiente a nuestra definicién 7 es total. En
conexién con tal definicién original pueden surgir problemas graves. Por
una parte, Cohen exige que los S« sean disjuntos e incluso recalca que cada
¢ € N estd en un tnico S«. {No podria darse el caso de que existan dos
férmulas equivalentes tanto con sus variables restringidas a un mismo «, o
incluso a « y B distintos, tales que, extensionalmente, den lugar al mismo
conjunto? Si lo primero, entonces serfa cuestionable el cardcter biunivoco
de las funciones {«; si lo segundo, los Sz no serfan disjuntos, como Co-
hen-1966 dice. Por tanto, ;/cudl es la nocién de conjunto que Cohen-1966
estd sustentando en este instante? En nuestra opinién, Cohen-1966 no se
estd moviendo en este punto en una perspectiva extensional; es mds, hay
aqui fuertes resonancias intensionales. Dos puntos apoyan esta conclusién:
la posibilidad de definir los Se como componiéndose de las férmulas A (x)
mismas, y la definicién de forzamiento de Cohen-1966, donde se admite que
dos conjuntos que extensionalmente son iguales pueden pertenecer a S« y
SB distintos. Entonces, es plausible que Cohen esté abandonando, en co-
nexién con los S«, la perspectiva extensional, limitdndose a la mera afirma-
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cién de que cada férmula diferente da lugar a un conjunto diferente, obvian-
do la eliminacién de las reduplicaciones de conjuntos extensionalmente
iguales.
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