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ABSTRACT.

In this paper, we first study the infinitessimal and versal deformations of
C*-equivariant analytic germs. Sccondly, for the germ of the n coordinate axes
in C", we obtain an explicit description of the semiuniversal deformation.

INTRODUCCION

El presente trabajo puede dividirse en dos partes. En la primera (apartados
1 a 4) se estudian las deformaciones infinitesimales y versales de los gérmences de
espacios analiticos cquivariantes respecto a una C*-accién dada. En la segunda
(apartado 5) se obtiene una descripcion completa de la deformacién semiuniver-
sal del germen en el origen de los n ejes coordenados de C".

La primera de las partes scfialadas se inspira esencialmente en cl estudio de
Pinkham para el caso formal ([10] y [11]). Tras un primer apartado de generali-
dades, los apartados 2 y 3 contienen una formalizacion de las “graduaciones to-
pologicas”, estructuras que aparecen de un modo natural en el estudio de los gér-
menes equivariantes. Su tratamiento general conduce a una simplificacion y uni-
ficacion de cnunciados y demostraciones, y permite, ademds, su aplicacidn a si-
tuaciones analogas ([12]).

En el apartado 4 se abordan ya las deformaciones de gérmenes C*- equiva-
riantes. En primer lugar (4.2 4) se caractcrizan las deformaciones infinitesimales
como las que pueden expresarse como series secuencialmente convergentes de
deformaciones infinitesimales equivariantes, no siendo necesarias hipotesis res-
trictivas sobre la C*-accidn ni sobre la dimensién de T'(X,0). Finalmente (4.3.8)
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se obticne la equivariancia de la deformacién semiuniversal para gérmenes equi-
variantes de graduacion negativa (o positiva) respecto de una buena C*-accién de
C". Recientemente uno de los autores ha probado ([ 12]) un resultado general en
este sentido, sin restricciones respecto de la graduacion ni la C*-accién conside-
rada.

En la segunda parte se obtiene (5.3.3) una descripcion explicita de la defor-
macion semiuniversal del germen cn el origen de los n ejes coordenados de C",
(Xn, 0), determindndose previamente (5.2.5) una base de T! (X;, 0) formada
por las traslaciones de cada eje a lo largo de los otros. Lstos resultados habian
sido comunicados en las JHLM de Santander (1979) y Sant Feliu de Guixols
(1980).

Sefialemos que una descripcion similar a ésta sdlo era conocida para n < 4.
El caso n = 2 es trivial por tratarse de una hipersuperficie. Para n == 3 sc trata de
un germen de Cohen-Macaulay de codimension 2, con lo que la base de la de-
formacion semiuniversal también es lisa (|13]; para una descripcion completa de
la deformacion semiuniversal, ver [8]). No ocurre asi para n = 4 (ni superiores)
en que la base resulta ser ¢l cono sobre la imagen de P! X P? en P7 por ¢l mor-
fismo de Segre (7 y 9). Los tinicos resultados generales al respecto que conoce-
mos son los recientes de [1].

Agradecemos a Vicente Navarro sus numerosas sugerencias y su constante
estimulo.

[. DEFORMACIONES DE GERMENIS ANALITICOS

Presentamos en este apartado las definiciones y resultados sobre deforma-
ciones de gérmenes analiticos que vamos a utilizar en lo que sigue. Véase al
respecto [3], [9], | 14].

1.1 Notaciones

Sean X,,..., Xp las funciones coordenadas de C". Designaremos por Op
(respect. F4) el dlgebra de las scries complejas de potencias convergentes (res-
pec. formales) en dichas variables, esto es:

On =Ci{xyy...,%xn} =C {x}
Cllxis---sxn]l = Cl[x]

Andlogamente, si t = (t;,..., ts),On {t} (respec.Oy [[t]]) designardn el dlgebra

Fn
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de las serics de potencias convergentes (respec. formales)en ty, ..., {5 con coefi-
cientes en Oy,

Sea [ un ideal de Oy, y (X, 0) el germen de espacio analitico que define. Sea
0x,0 = On/1-

1.2 Deformaciones analiticas

1.2.1. Una deformacion analitica de (X, 0), de hase B y espacio total A, cs un
cuadrado cartesiano

Ox0 -« A=0n{t)/J
f bn
C -« B=C{ti/l

donde 7 es un morfismo plano. Abreviadamente la designaremos pormB~+ A, ¢
incluso A, sino hay lugar a confusion.

Dos deformaciones A y A’ de (X,0), de base B, se dicen isomorfas si cxiste
un isomorfismo de A en A’ sobre B, que induce la indentidad sobre Ox g.. . . . .

1.2.2 Las deformaciones de base C {e} /[€?] se laman deformaciones infinitesi-
males (de primer orden). Si | = [fy, . ..., {,], puede tomarse J = [e2,f, +eby,
o5 fp Febpl.

Es sabido que las clases de isomorfismo de las deformaciones infinitesimales

de primer orden del germen (X,0) forman un espacio vectorial, que designaremos
por T1(X,0).

1.2.3 Proposicion.

1) Si (X,0) presenta una singularidad aislada, T' (X,0) es de dimensién finita.
2) Si (X,0) es regular, es T (X,0) =0.
1.2.4. Dada una deformacion 7: B+ A y un morfismo ¢ : B> B’, llamaremos de-

Sformacion inducida por ¢ a la

O (m):B — B®A



124 José Ferrer Llop y Fernando Puerta Sales

Si m es cl ideal maximal de B, sc define un morfismo
Dm: (mfm?)* — T (X,0)

haciendo corresponder a cada we (m/m?* )* la clase de isomorfismo de la defor-
macion infinitesimal inducida a través de

B=Com — C{e}/[e?]
W

Au A+ w(e

Una deformacion 7: B> A de (X,0) diremos que es versal si cualquier defor-
macion de (X,0) es inducida por ella, esto es, si para toda deformacién 7°: B> A’
de (X,0), existe un morfismo ¢ : B>B’ tal que la deformaci6n inducida ¢ ,(7)
sea isomorfa a la 7’ : B'>A’. Con ello Dx es exhaustiva. Diremos que es semiuni-
versal si ademds D es biyectiva.

1.2.5 Teorema [3,5]: Si T' (X,0) es de dimension finita, existc deformacion
semiuniversal de (X,0).

1.3 Deformaciones formales

Mantenemos las notaciones de 1.1.

1.3.1 Una deformacion formal de (X,0) de base B y espacio total A, es un cua-
drado cartesiano

O'x‘o D — X = On [[t”/.’

T b

C — B =C[[t])/1
dondc 7 es un morfismo plano.
1.3.2 De forma andloga a 1.2 se definen deformaciones formales isomorfas, in-

ducidas, formalmente versales y formalmente semiuniversales. Obviamente, no
cabe la distincion para las deformaciones infinitesimales.
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1.33 Una deformacion formal 7:B>A de X diremos que es formalmente quasi-

universal si es formalmente versal, y ademds todo diagrama cartesiano de la
forma

o —— — — A
\ ~ /
An (i
S~
I 0
E«—J———B
~a . s
B” \
0

(donde B A*, B” A” son deformaciones formales de (X,0)) se completa por las
flechas punteadas cn un diagrama cartesiano.

Ello implica que la deformacion en cuestién es formalmente semiuniversal.

1.3.4 Teorema [15]: Si T' (X.0) cs de dimensidn finita, existe una deforma-
cion formal de (X,0) que es formalmente quasi-universal.

2. GRADUACIONES TOPOLOGICAS
2.1. Algebras topologicamente graduadas

2.1.1 Una C-dlgebra topoldgica separada A, junto con una familia (A(K))y . 7 de
subespacios vectoriales, y una familia de proyectores continuos me: A>A (K)
tales que:

a) C  A0); AMAL) Al + k) para todo h, ke Z.

b)  Los subespacios A {orman suma directa.

¢) wmom=0, sik#h.

d) Paratodo acA, se verifica

a=3m(a) =lim( 2 m(a))
k h ikl<h

diremos quc cs una digebra topoldgicamente graduada por dichas familias.
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Los clementos no nulos de A) los llamaremos quasi-homogéneos, o abre-
viadamente g-homogéneos, de grado k; en general, si ac A, diremos que mi(a) es
su componente g-homogénea de grado k (o su k€sima componente g-homogé-
nca), y la notaremos a(k).

2.1.2 Asi, O, v F,, con la topologia m-ddica y la graduacion isétropa habitual,
son dlgebras topoldégicamente graduadas.

2.2 Mdédulos topologicamente graduados

2.2.1 Sea A una dlgebra topolégicamente graduada. Un A-méddulo topoldgico
separado M, junto con una familia (M(K)), 7 de subespacios vectoriales, y una
familia de proyectores continuos m: M >M(K) tales que:

a) A MM ¢ M&K+ D) (para todo h, keZ)
b)  Los subespacios M(¥) forman suma directa
c) mkom=0,sik+#h

d) Paratodo u¢M, se verifica

u=2Xm@=lim( 2 m(u))
k h jkl<h

diremos que es un A-madulo topologicamente graduado por dichas familias.
Como antes, los elementos no nulos de M(k) los llamaremos g-homogéneos,

de grado k; y my (u) serd la k-6sima componente g-homogénea, que notaremos
u(k),

2.2.2 Algunas propiedades elementales se recogen en la siguicnte:

Proposicion: Sea M un A-médulo topoldgicamente graduado. Para todo
acA, ueM, sc verifica:

a) SiueM®), esu=u®
b) Siu= I ug, con ugeM®), es uy = uk)
o) m(au) = 2 alkh)y®),

h



Deformaciones de gérmenes analiticos equivariantes 127

2.2.3 Los A-médulos topoldgicamente graduados de mayor interés para lo que
siguc son los de tipo finito, y cn particular los libres. Para cada p-pla entera

8 =(@,-...Bp) considercmos el A-mddulo M = AP, con las familias
MKK) = Ak+B81) x ... x Alk+8p) (keZ)
”k=nk+ﬂ1 X...X 1Tk+5p (keZ)

Es inmediato comprobar que se trata de un A-mddulo topolég)icamcnte gra-
duado, que notaremos A‘(’ﬂ). Con ello 6 = (8;,...,0p) € A{’ﬂ()k si y solo si
BieAk*B) (i = 1,..., p); y engeneral §(¥) = (p(k+61) | 0k +6p)).

2.3 Submodulos e ideales equivariantes

Sea A una dlgebra topologicamente graduada. Dados M un A-médulo to-
polégicamente graduado por (M), m ).z, y N € M un A-submédulo, con-
sideremos, para cada k ¢Z, N(k) = N N M(k) y 1as restricciones de m a N (que
seguiremos notando mg). En general, N con dichas familias no es un A-médulo
topoldgicamente graduado. Es inmediato obscrvar que una condicion necesa-
ria y suficiente para que lo sca es que mx(N) € N, o equivalentemente m(N) =
N(), para todo k ¢ Z.

2.3.1 Si esta condicion sc verifica, diremos que N es un submddulo equiva-
riante de M. SiM = A, diremos que N es un ideal equivariante de A.

2.3.2 Asi, son cquivariantes los submédulos engendrados por elementos g-ho-

mogéneos de M. (En cfecto, basta tencr en cuenta gue si u; € Mk (iel), es

K (Z ajy;) = 2 a(k-ki) ;). Para las dlgebras que consideraremos se verifica el re-
i i

ciproco:

Proposicion: Sea A una dlgebra topoldgicamente graduada, local nothe-
riana, y designemos por m su ideal maximal. Sea M un A-mdédulo topoldgica-
mente graduado de tipo finito, y N C M un A-submédulo. Designemos por

2 el conjunto de las componentes g-homogéneas de los elementos de N. Si se
verifica

NCAQ +m!M  (para todo 1 natural)

entonces son cquivalentes:
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4) N es equivariante.
b) N es engendrado por un nimero finito de elementos q-homogéneos.

Demostracion: Por ser AS2 m-cerrado cs
AQ = lnl (AQ+m1M).

La hipdtesis da, pues, NC AS2. Por otra parte, si N es cquivariante, es AQCN.
con ello AS2 = N. Finalmente basta aplicar la noctherianidad de M.

2.3.3 Proposicion: Sea M un A-médulo topoldgicamente graduado por (M(K),
Tk)kez> ¥ N € M un submddulo equivariante cerrado. Entonces M/N con la
topologia cociente y las familias

M/N®) = a(Mk))

T (W) = me(u), ueM

donde m:M~>M/N es la proyeccion canénica, es un A-moédulo topolégicamen-

te graduado. Con ello obsérvesc que U es g-homogéneo de grado k si y sélo si
U =ulk),

Demostracion: Trivialmente, M/N es un médulo topoldgico separado.

La definicion de m es correcta ya que siu=vesu - ve N, conlo que
k(U — v) € N, luego T (u) = T (V).

Tampoco ofrece dificultad la comprobacién de las demds condiciones de
la definicion. Asi, la familia de submddulos forman suma directa puesto que

si Uk1+. Lot Ekr=0’ serfa ug, + ...+ ug €N, con lo que ug,,...,uk €N,
luego Uy, =...=TUj, =0. Parala tltima obsérvese que Ti:%‘u(k) =2],'(i1(k).

2.3.4 Corolario: Sea A una dlgebra topolégicamente graduada por (A®),
T)kcz> ¥ I CA un ideal equivariante cerrado. Intonces A/l con la topologia
cociente y las familias

(A/])(k) = n(A(k))

7k (3) = M @), acA

donde 7: A > A/I es la proyeccién candnica, es una dlgebra topoldgicamente gra-
duada. Como en 2.3.3, 7 es q-homogéneo de grado k si y s6lo sia = alk).
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2.4 Morfismos equivariantes

24.1 Se A una dlgebra topoldgicamente graduada, y sean N y M A-mddulos to-
polégicamente graduados por (NK), @y ).z y (MK), 1) 7 respectivamente.
Un morfismo continuo de A-médulos ¢: N>M diremos que es un morfismo
equivariante si verifica las siguientes condiciones equivalentes:

a) ¢ (N(K))C M), para todokeZ.

b) ¢'conmuta con los proyectores, csto es: mg « d=¢ . 7'k, para todokeZ.

Andlogamente definimos morfismos cquivariantes entre dlgebras topologi-
camenie graduadas.

Comprobemos la equivalencia de las dos condiciones dadas. Si suponcmos la
primera, para todo ueN y keZ, es ¢ (uk))eM®), con lo que de ¢ (u) =
@ (E u(k)) = E ¢ (uX))y de2.2.2 se sigue la segunda. Reciprocamente, si supo-

nemos la segunda y ue N, es o (U) = (¢ +7'x) (W) = (MK <0 ) () ¢ M (K,

2.4.2 Es también una comprobacion directa que: En las condiciones anteriores,
si M’ CM (respec. N’ CN) es un A-submédulo cquivariante, entonces ¢ ~' (M’)
(respec. ¢ (N')) es un A-submodulo equivariante.

Ln particular, Nuc ¢ e Im ¢ son submaédulos equivariantes de N y M respec-
tivamente.

2.4.3 Para médulos libres finito generados (ver 2.2.3), sc tiene la siguiente carac-
terizacion de los morfismos cquivariantes:

Proposicion: Un morfismo de A-mdédulos ¢ : Az,) »A'(:) es equivariante si y
solo las columnas de su matriz en las bases naturales son clementos g-homoggé-
ncos de Ar(';), de grados f;,..., Pp respectivamente.

Demostracion: Es inmediato que tales matrices definen morfismos equiva-
riantes. Reciprocamente, la columna j-6sima (1 < j < p) de la matriz es ¢ (0,

J

..., 0,1,0,...,0) que, por definicion de morfismo equivariante, pertece a
m(-8j)
A(ﬁ) " -

2.44 Notemos que en la matriz referida en la proposicion anterior, el elemento
de la columna j-€sima y fila i-ésima es g-homogénco de grado &;- fjen A.
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3. GRADUACIONIS TOPOLOGICAS INDUCIDAS POR UNA C*  ACCION DE C?

3.1. Una C*accién de C" es una operacion continua del grupo multiplicativo
C*=C- {0} enC". Se prucba [2] que, con un cambio analitico de coordenadas
adecuado, resulta de la forma

(A,x)=(>\,(xl,...,.’{n)) —>)\.x=(?\QIx1,...,?\q“xn)

donde q,, . . ., qn son enteros Hlamados pesos de la C*-accion.
Ln o que sigue supondremos fijada una C*-accion de C", de pesos qy,---,qn
no todos nulos. Notaremos q =(qy,. . ., qp)-

3.2 El objetivo de este apartado es estudiar la estructura de dlgebra topolégica-
mente graduada que esta C*-acci6n induce cn las dlgebras de series complecjas de
potencias (formales o convergentes) en las variables x,, . . . , X, asi como en sus
cocientes por ideales equivariantes. Ademads de la topologfa m-ddica comin a
todas ellas, para las de series convergentes consideraremos también la secuencial,
caso éste de especial interés para lo que sigue.

Notaremos £ agx® una serie de potencias, con a = (o, ..., og), X% =
x% . ... x%, También notaremos laj=a; + . . tap,q-a=q;a; F...+
qn Qp.

3.3 Las demostraciones de 3.3.1 y 3.3.2 son anilogas para cada una de las dlge-
bras que acabamos de referir. ks por cllo que sélo las detallamos para las de se-
ries convergentes con la topologia secuencial, lo que constituye los dos proximos
apartados.

3.3.1 Proposicion: Sea A un dlgebra de las referidas en 3.2. Dada una C*-accidn
de C", de pesos q,, - . ., qu N0 todos nulos, por dualidad se tiene una operacién
de C* ¢n A. Esto es, para cada A e C¥*, la aplicacion definida por

w o Q
a=Zagx"* > A-a=3 a0 %%, aeA
o a

es un endomorfismo continuo del dlgebra A.

Demostracion: Ver 3.5.
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3.3.2 Proposicién: En las condiciones de la proposicion anterior, para cada

k € Z, designemos por AK) ¢ correspondiente subespacio propio respecto a esta
operacion de C* en A, esto s

AK) = {acA:\-a=AKa, para todo NeC*} = { T agx%eA:q-a=k,siag#0}
o

y por m el morfimso de A en A% definido por

—— ——
m(Eagx¥) = T agx®
o q-a=k

Entonces, A es un dlgebra topolégicamente graduada por (AK), my)gez. Dire-
mos que esta graduacion topologica es indicuda por la C¥-accion de C" conside-
rada.

En el caso de las dlgebras cocientes, esta graduacion topoldgica coincide con
la defnida por 2.3.4.

Demostracion: Ver 3.5.

3.3.3 Concllo, para todo AeC*,ac A cs:

A-a:)l%)\k a®)

3.3.4 Supongamos ahora A y A’ dos de tales dlgebras y sea ¢ : A > A’ un mor-
fismo continuo. Supongamos ¢ equivariante. Si ¢ (a) = b, serd ¢ (a(k)) = b(k),
para todo k € Z. Con ello, si A e C*: ¢ (X.a) = ¢ OIE Aka(k)) = Zl)( Akb(K) = )\.bh.

Reciprocamente, supongamos ¢ (A-a) = A-¢ (a), para todo A eC*, ae A. Enton-
ces si ag es g-homogénco de grado k, tambien 1o es ¢ (ay) puesto que: A-¢ (ag)=
o (\-ag)=¢ ()\k ag)= Ak ¢ (ak). En definitiva hemos demostrado:

¢ equivariante si y s6lo si ¢ (\-a) = A- ¢ (a), para todo AeC*,a¢€A.

3.3.5 Sefialemos por otra parte que estas dlgebras verifican las hipétesis de 2.3.2.
En efecto, ello se sigue de

lg-ol < lad-sap{lg;l,...,lgnl}

teniendo en cuenta que no todos los pesos q; , . . ., g, son nulos.
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3.3.6 Observacion: En general no hay acotacién entre |a| y a-q en el sentido
contrario al sciialado. Asi, paran=2y q= (1, -1),esx"y"e 0,(0) para todor
natural. De ah{ que, en general, A(X) no es de dimensién finita.

Si se tiene acotaciéon contraria siq, ..., g, > 0, caso cn que se dice que la
C*-accion de C" es buena. En efecto, en tal caso

q-a q.«a
0< < ol <=
{sup qn,---,qn} inf{qy,....qn}

Consecuencias de ello son: A(®) = C, dim A() < + o. Con ecllo los elementos
g-homogéneos son polindémicos.

En particular C[x] = & _ O,y {hQ; k%‘" ! k > o es una m-filtracién

de C|x], cuya topologia asociada es la m-ddica.

3.3.7 En virtud de 3.3.5, para las dlgebras topoldgicamente graduadas que esta-
mos condierando es védlida la caracterizacion de los submaodulos equivariantes
anunciada en 2.3.2:

Proposicién: En las condiciones de 3.3.2, sea M un A-moédulo topoldgica-
mente graduado de tipo finito. Un A-submédulo N C M es equivariante si y solo
si N es engendrado por un nimero finito de elementos g-homogéncos.

En particular, si I C A es equivariante, es C*. {1 C .

3.3.8 De ello, 2.4.2 y 2.4.3 sc sigue un resultado clave para las construcciones
del apartado 4:

Corolario: Sea A como cn 3.3.2, con la graduacion topolégica inducida por
la C*-accion de C" considerada, y sea ¢ : Af) > Af3 ) un morfismo de A-médu-
los, la matriz del cual tenga columnas q-homogéneas de grados -f;,...,-Bpen
A'(‘; )- Entonces Nuc ¢ es engendrado por un nimero finito de elementos g-ho-
mogéneos de Afy,.

3.4 Topologia secuencial

Damos a continuacion la definicién de la topologia “secuencial”, y algunos
resultados que necesitaremos. Para las demostraciones, véase [6].



Deformaciones de gérmenecs analiticos equivariantes 133

3.4.1 Para cada n-pla real positiva t = (t;,..., t;) € R}, definimos en O
una norma medijante

HZ agx %y = 2 lagt®
a o

Con esta norma, B, definido por
Bi={fe On: | Ifl i<+ oo}

es una algebra de Banach, y se tiene

Llamaremos topologiu secuencial en O, a la final respecto a las inclusiones de la
familia { B }lcR'l-

3.4.2 Proposicion: Sea (t,),eN una sucesién en RY, estrictamente decreciente y
de limite 0. Se verifica:

a) Bfu - Btv“ , para todo ».

b) Las inclusiones By, CB¢, , | son continuas (no abiertas, en general), y
compactas.

c) BsO, = LVJ By, y la topologia secuencial de Oy, coincide con la final res- -
pecto a las inclusiones de la familia { By}, ¢ N-

Esto es, la topologia secuencial de Oy, es de Silva respecto a dicha familia.

3.4.3 Proposicion:
a) Sca (fj) una sucesién en Op: ({j) converge a fe' Oy con la topologia se-
cuencial si y sélo si “‘converge analiticamente”, esto es, si para algiin t e RT ¢s
fi, fe B'_
f=limf;, segin || |1,
b) La convergencia sccuencial (o analitica) de una sucesion en oy, implica la

convergencia por cocficientes; pero, en general, no es comparable con la m-idica.
¢c) Sif=2agx%e Op,es:
a

f=lim( 2 agx%) (secuencialmente)
o < j
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3.44 Proposicion: Con la topologia secuencial, Oy, es una dlgebra topoldgica, lo-
calmente convexa, separada, no metrizable (de hecho no verifica ¢l primer axio-
ma de numerabilidad), y completa por sucesiones.

3.4.5 Proposicion: Todo ideal de O, es secuencialmente cerrado.

3.4.6 Consideraremos la topologia inducida naturalmente por la secuencial en
O g, Onyi (ideal de Oy), y en gencral en los médulos analiticos (se demuestra que
no depende de la presentacién O > M), que seguiremos llamando en todos los ca-
sos ‘““topologia sccuencial”.

3.4.7 Proposicion: Todo submédulo de un médulo analitico es secuencialmente
cerrado.

3.5 Damos a continuacion las demostraciones de 3.3.1 y 3.3.2 para el caso de lag
algebras de serics convergentes con la topologia secuencial, tal como habiamos
anunciado. '

3.5.1. Demotracionde 3.3.1 (caso O,): Veamos en primer lugar que C*.Q, C ;.
En efecto, siA e C*ysife Op converge absolutamente en t = (t;,...,t,) € R},
entonces A - f converge absolutamente en ¢ = (£, N9, .. ., t, A1) eRD.

La continuidad basta cstudiarla sobre cada By, caso para el que acabamos de
ver la factorizacion B LN By = Oy,. Y la primera aplicacién es una isometria.

3.5.2 Demostracion de 3.3.2 (caso Op): En primer lugar veamos la igualdad entre
las dos presentaciones de L‘)ﬁ,k): A - £ = AKf implica S(AK-\9"%) agx¥=0,con lo
que se ticne una inclusion; para la otra basta tener en cuenta la continuidad de la
accion de C*.

Notemos que la aplicacion 7y cstd bien definida, puesto que si una serie con-
verge absolutamente en un punto, también lo hace cualquier serie parcial. Evi-
dentemente es un proyector.

La continuidad de my basta estudiarla sobre cada B;. Y claramente si f € By,
es lme (Alig < Nl

Las condiciones a) y c) de 2.1.1 son inmediatas. Para la b) basta tener en
cuenta que los 9 son subespacios propios. Finalmente, para la d) aplicamos
3.4.3, a: para algin t € RY serd e By, con lo que m(f) € By para todo k € Z, como
ya hemos visto; finalmente de la - | < | af- sup{Iqjl } se deduce que para todo
natural 1y todok > 1 sup {|g;l } se verifica
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3.5.3 Caso Oy, conlideal equivariante de Oy : Para3.3.1, basta aplicar 3.3.7.

La demostracion de 3.3.2 para Q1 no ofrece dificultades. As1 , veamos la
jgualdad de las dos presentacionesde ( O, SiTe ( On/[)(k) es T= 1), con lo
que trivialmente A - F=akf, Reciprocamente, si A - f=2Kf) es E()\h Ak)f (hey,
con lo que f"¢ [ para todoh #k; estoes, T = ),

Por otra parte, en virtud de 3.4.5, s tiene en Oy una graduacion topologica
inducida de la de O, segiin 2.3.4. La segunda presentacion de las introducidas en
3.3.2 muestra que ambas coinciden.

4. DEFORMACIONI:S DL GERMENES ANALITICOS EQUIVARIANTTS

4.1 Gérmenes equivariantes. Deformaciones equivariantes

Como en el apartado anterior, suponemos fijada una C*-accién cn C" de
Pesos qy, . - - , Qn no Lodos nulos. Consideraremos en las dlgebras de serics com-
plejas de potencias (formales o convergentes) en las variables (x4, .. ., Xp), asf
como en sus cocientes por ideales equivariantes, las graduaciones topoldgicas in-
ducidas por dicha C*-accion (v. 3.3.2).

4.1.1 Definicion: En esas condiciones, sea |l unideal de ), y (X,0)el germen de
espacio analitico que define. Diremos que (X,0) es un germen analitico equiva-
rignte respecto a la C*-accion de C" considerada si lo es el ideal 1.

Segiin 3.3.7 ello equivale a que I admite un conjunto finito de generadores
g-homogéncos. Supondremos en lo que sigue 1 =[f,, ..., fp}], confie O,(,di),
1 <i<p. Notaremos §=(d, ..., dp).

4.1.2 Obsérvese que si fj estd definida en un entomo Uj de 0, se tiene
fih - x)= - ;) ) =N i)

para todox eUj y A e C* tales que A - x € Uj.

En particular, sea X el subespacio analitico de U = N U; definido
1<i<rp

porfy,...,fp.SixeX,yAeC*estalque A .x ¢ U, entonces A - x € X.
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4.1.3 Definicién: Sea (X,0) un germen analitico equivariante, y
O'X,O = On/I ~— A =0n{til
C <— B =C{ti/1

una deformacion analitica del mismo, con t = (t,, ..., ty). Diremos que es una
deformacién equivariante si para una cierta C*-accion en C® los ideales J y I son
cquivariantes, y los morfismos de dlgebras topoldgicamente graduadas del dia-
grama son también equivariantes.

Andlogamente, definimos deformaciones formales equivariantes.

4.2 Deformaciones infinitesimales de gérmenes analiticos equivaraintes

Supondremos en este apartado que (X, 0) es un germen analitico equivarian-
te. Mantenemos las notaciones de 4.1.1 y 2.2.3.

4.2.1 Lema: El Oy-médulo de relaciones de f,, . . . , f, es un submdédulo equiva-
riante de of _).

Demostracion: Dicho médulo es el nicleo del morfismo OF gy + Op defini-
do por la matriz fila (f, . . . , f,). Por tanto basta aplicar 3.3.8.

4.2.2 Lema: El Ox o-mddulo M=Hom Ox g (I/1%, Ox o) es un submédulo equiva-
riante de 05’(’0(5)-

Demostracion: Sabemos que M es el submédulo de 0‘)’(’0 formado por los
OV=@1,...,0 p) talesquer; ¢, +... +rpp p=0(n L‘)x,o)para toda relacion
T, ---sTp defl,...,fp.

Por el lema anterior, el médulo de relaciones de f,, . .., fp es engendrado
por R, ..., R™, elementos g-homogéneos de O{’l{_ﬁ). Supongamos vy, . . . , Tm
sus grados, con lo que Rle O{i-di). Consideremos el morfismo 0% 0.
Ol)r(',o(,,)det‘mido por la matriz de filas R!,...,R™, donde v=(y,,... s Y )-
El mddulo M es el nidcleo de cste morfismo, con lo que nuevamente hasta aplicar
3.3.38.

4.2.3 Proposicion: Si (X,0) es un germen analitico equivariante respecto a una
C*-accién de C", ésta induce en T!(X,0) una estructura de Ox -médulo topolé-
gicamente graduado.
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Concretamente, las deformaciones infinitesimales q-homogéneas de grado
veZ son las que pueden representarse (v. 1.2.2) por clementos b = (by, ..., bp)
g-homogéneos de gradoven Og(ﬂ), esto es, tales que cada bj sca g-homogéneo de
grado v +d; en Oy, El conjunto de tales deformaciones lo notaremos T' (»).

Por otra parte, tales deformaciones son equivariantes, considerando en la ba-
se una C*-acci6n de peso -».

Demostracion: kn el lema anterior hemos visto que ¢ =(¢1,...,9 p) eM
es q-homogéneo de grado v si cada ¢ ; es q-homogéneo de grado v + d;en Ox.0
esto cs, si admite un representante g-homogéneo de grado v + dj en Oy,.

Asi, 9 = (‘ﬁl oo 'l-)Tf’p) ¢ M cs homogénco de grado -qj j=1, ..., n).

Conello,N=[9;; 1 <j<n]CMesun Ox10-subm6dulo equivariante de M.
Como T'(X,0) = M/N, basta aplicar 2.3.3 y 3.4.7.

Para la dltima afirmacion obsérvese que el ideal que define la deformacion
representada por b es engendrado por f; + e b (i=1, ..., p) (v. 1.2.2).

4.2.4 Teorema: Sea (X,0) un germen analitico equivariante. Con las notaciones
anteriores, seabe OE R b®) su componente g-homogénea de grado v, esto es,
b=2 bW en Og(ﬁ).

i) b define una deformacion infinitesima de (X,0) si y s6lo si asi ocurre con
cada b®).

i) En tal caso, la serie de las deformaciones equivariantes definidas por b(*)

converge secuencialmente a la definida por B.

Demostracion: Es una consecuencia de 3.4.4y4.2.3.

4.2.5 Corolario: Si T'(X,0) es de dimensién finita, existen k; y k, tales que:
T'(X,0)= ® T!(v).

1<V<k2

4.3 Deformaciones versales de gérmenes analiticos equivariantes

Como cn el apartado anterior supondremos (X,0) un germen analitico equi-
variante respecto a una C*-accion de C™. Mantenemos las notaciones de dicho
apartado.

43.1 En lo que sigue supondremos que la C*-accidon de C™ considerada es bue-
na, esto cs, de pesos q,, . . ., q, > 0. Véase al respecto 3.3.6.
En consecuencia, los subespacios T! (v) son de dimensién finita.
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Por otra parte, en tal caso se verifica el reciproco de 3.3.7, con lo que: un
ideal | de Oy, es equivariante siy sélosi C*. I C I.

4.3.2 Supondremos también que dim T'(X,0) =s < + oo, con lo que segin
425

Para una base de T'(X,0) formada por deformaciones q-homogéneas, sean
vy, ...,V sus grados.

Notaremos t,, ..., ty las respectivas funciones coordenadas de T'(X,0), y
t=(t1,... ,ts).

4.3.3 Consideraremos en C* < T'(X,0) la C*-accién dc pesos ej= v, 1<j<s,
(véase 4.2.3), y en las dlgebras de serics complejas de potencias (convergentes o
formales) de variables t;, . . ., t; las graduaciones topolégicas inducidas por esta
C*-acci6n. Andlogamente en O, [t], On {t}, etc.

4.3.4 En estas condiciones, diremos que cl germen (X,0) es de graduacion ne-
gativa si vy,...,py < 0, esto es, si la C*-accion que hemos introducido en
T'(X,0) cs buena. Andlogamente, diremos que (X,0) es de graduacion positiva
sivy,...,vs>0.

4.3.5 Lema: Sca (X,0) un germen analitico equivariante respecto a una C*-ac-
cion buena de C". Si dim T'(X,0) < + o5 existe una deformacion formal equiva-
riante que es formalmente quasi-universal.

Demostracion: Es andloga a la de [10] para el caso algebraico.
4.3.6 Observacion: Sea

OX,O =On/l - On[[t”/-/

C = ClIt])/ 1

la deformacién construida en la demostracion del lema anterior. De la propia
construcciéon se sigue que si | =|fy, ..., f,], con fj g-homogéncos de grado d;
(1 <i<p), puede tomarse / = [g;,...,8¢):/=[F1, .., Fp,&1,...,8q] con
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g1,---,8q g-homogéneosen C [[t]

Fy,...,Fp ghomogéneos de grados dy, . . ., dp ens Oy[[t]

y las relaciones de Fy, ..., F, también q-homogéneas, del mismo grado que las
correspondjentes de fy, . . . , fp.

4.3.7 El siguiente lema no requiere hipotesis de equivariancia del germen, ni de
finitud de dim T'(X,0).

Lema (Galligo-Houzel): Sca (X,0) un germen de espacio analitico. Toda de-
formacion analitica, cuya deformacién formal asociada sea formalmente quasi-
universal, es analiticamente semiuniversal.

Esquemas de la demostracion: Se trata de aplicar la técnica habitual de “pa-
so de formal a analitico™ basada en el teorema de Artin. De hecho este teorema,
no resulta de aplicacion directa ya que algunas de las funciones soluciones han de
ser independientes de cicrtas variables (los morfismos entre las bases de las defor-
maciones no deben depender de las variables del espacio en que se han sumergido
(X,0)). Si puede aplicarse la siguiente generalizacion de Grauert-Verdier [4]:

““Consideremos un sistema de ecuaciones analiticas del tipo

R(y,2,¢ (), ¢(¥,2)=0 (mod.I)

Si existe solucion de orden ny, y toda solucién de orden n > ny sc prolonga
auna de orden n + 1, entonces ¢l sistema admite una solucién analitica”.

La hipdtesis sobre prolongabilidad de soluciones (que no requiere el teorema
de Artin) corresponde a la condicion de “‘formalmente quasi-universal™.

Para una aplicacion de cste teorema, andloga a la que aqui se requiere, ver
[4] (**segunda formulacién por ecuaciones™, en la demostracion del teorema 2).

4.3.8 Teoremu: Sea (X,0) un germen equivariante de graduacién negativa (o po-
sitiva), respecto a una C*-accion buena. Si dim T!(X,0) <+ oo, existe una defor-
macioén analitica equivariante que es analiticamente semiuniversal.

Demostracion: Consideremos la deformacion formal obtenida en 4.3.5, con
las notaciones de 4.3.6.

Como (X,0) es de graduacién negativa, la C*-accién sobre T! (X,0) es buena,
con lo que g, ...,gq son polinomios (ver 3.3.6). La misma conclusién sc tie-
ne si (X,0) es de graduacion positiva. De la misma forma, serdn polinomios
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Iy, ..., Fp. Por tanto, los ideales /, J definen una deformacidn analitica, cuya
deformacién formal asociada es formalmente quasi-universal. Con ello basta
aplicar 4.3.7.

4.3.9 Observacion: De la demostracion anterior se sigue que en el tcorema an-
terior la hipotesis de “(X,0) de graduacion negagiva (o positiva)” puede susti-
tuirse por la mds general de que g, . . - , gq sean polinomios en las variables de
peso negativo (o positivo).

Iin efecto, los clementos homogéneos de C||t]] son en general de grado iso-
tropo no acotado (ver 3.3.6). Pero si las variables de pesos negativos (o positivos)
tienen dicho grado isétropo acotado, también deberdn tenerlo las demds. (En
particular, si todos los pesos son del mismo signo, los elementos homogéneos
son polindmicos, caso contemplado cn la proposicién). En definitiva, se conclu-
ye que los ideales /, J admiten generadores polindmicos.

5. DEFORMACION SEMIUNIVIERSAL DEL GERMLN DE LOS n 1S COORDENADOS
DEC"

5.1 klgermen(X,,0)

5.1.1 Notacion: Para m < n, indicaremos mediante (i, . . . , im) € |1 quelos
indices i, . . . , in son enteros entre 1 y n, distintos entre si.

5.1.2 Sea (X,,0) el germen en ¢l origen de los n ejes coordenados de CP, defini-
do por el ideal I = [fij, (i,j) ¢ I|] de Oy, donde

fij(x) = fji(x) = x;-x;
5.1.3 Respecto a la C*-accidn sidtropa de C", estocs,lade pesosq, =...=g, =/,

los sefialados generadores fj; son homogéneos de grado 2, con lo que (X;,0) cs
equivariante respecto a dicha C*-acci6n isdtropa de C".

5.1.4 Supondremos n > 2, puesto que para n = 2 se trata de una hipersuperficie,
cuya deformacion semiuniversal es bien conocida:

C{t}] — O, {t}/[xy+1]
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5.2 Deformaciones infinitesimales de (X ,,0)

5.2.1 Veamos en primer lugar que ¢l O,-médulo de relaciones de los referidos ge-
neradores fj; de I, es cngendrado por las de la forma

ij ik
©,...,0,x(,0,...,0,-%,0,...,0)
donde (i, j, k) e |'3‘l.
En efecto, procedamos por induccion sobre n. Para n = 3, supongamos
fp fig 413 f13 4133 f53 =0

Trivialmente serd r;2 = X375, €tc.,,conry, + I3 +ry3 =0.Conello

(r12, T3, T23) =12 (X3, —X2,0) + 13 (0, —%4,X,)
Paran+ 1, sea Z 135 fi_i =0.Para i, j+# 1 escribamos
Lj = Tij (0,X2, . . ., Xp) + % l'jlj.
Por hipétesis de induccion podemos prescindir del primer sumando, con

lo que puede suponerse que rj; (i,j # 1) es divisible por x;. Procediendo anilo-
que p p que rjj (1) p
gamente con las demds variables puede escribirse en definitiva

Ijj =Xy ...xi...xj...xnrij

donde “ indica que tal variable no figura cn ese producto. Y ahora se procede
como para n=3.

5.2.2 Proposicion: Para cada (i, j) € I‘z‘l, sed r} cl siguiente ideal de Oy:
7} = [fij + exj, fn (kh)e 13l (b)), G, D]
Lntonces el morfismo
m:Clel/ [l —  Onlel/ 7} +[e]

inducido por la inclusién de C {e}en O, | e} esuna deformacién infinitesimal de
(Xn, 0), g-homogénea de grado — 1.
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Demeostracion: Se comprueba que 17} es plano extendiendo los generadores
del médulo de relaciones de (fjj) determinados en 5.2.1. Para la q-homogeneidad,
ver (4.2.3).

5.2.3 Observacion: Se ticnen de forma andloga deformaciones infinitesimales
para los idealcs

[fij + € 8, fkn; (k, h) € 151, (k, h) # (i, 1), G, D]

para todo g ¢ Oy, tal que g (0)=0.

5.2.4 Obsérvese que el subconjunto analitico de C" que define 'r} resulta de tras-
ladar el cje j a lo largo del i, segiin €. Nos referimos pues, a la correspondiente de-
formacion infinitesimal como la fraslacion del eje_ j a lo largo del i. Su clase de

isomorfismo en T!(Xy,0) la notaremos también -r}.

5.2.5 Veremos a continuacion que las clases -rji engendra T'(Xp,0).

Por otra parte, resulta geométricamente intuitivo que al sumar las traslacio-
nes a lo largo de un cje de todos los demds se obtienc una deformacién trivial. En
efecto, dicha suma veremos que resulta ser la deformacion (trivial) asociada a la
derivada parcial segin dicho eje. De hecho, cn la siguiente proposicién veremos
que éstas son las relaciones de dependencia lineal entre las clases 'r; Ello permite
calcular la dimension de T* Xy, 0).

Teorema: Sea n > 2. Con las notaciones anteriores:
1) Lasclases 7}, (i,§) € (51, engendran T* (X;,0).

2) Una base puede determinarse a partir de esos generadores y de las si-
guientes relaciones de dependencia lincal entre ellos

Ti1+...+T}_1 +T§+1+...+ Tin =0, I<i<gn
Conello: dim T'(X,,0) = n(n- 2).

Demostracion:
~ 1) Sea £ una deformacion infinitesimal de (X, 0) definida por

fij + ¢ gij, (i, ) € 15}
2

donde gj; = gj; € Op.
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Obsérvese que por hipétesis serd
Xk 8ij - Xi gjk € [fij] On

con lo que g;(0) = 0. En virtud de la observacion anterior podemos, pues, limi-
tarnos a la deformacion definida por

fia +€g12

fijs (LH+1,2),2,1)
Consideremos:

(]) = (812,0,...,0)

(7} = (x4,,0,...,0)

(+2) = (%4,0,...,0) etc.

d £ kh
(ak)=( =(---,Xh,..-)
0 Xg
n
elementos del Ox | g-méduloM= Og(zlz o> que definen respectivamente las defor-

maciones: £, traslacion del eje 2 a lo largo del 1, idem 1 a lo largo del 2, y la tri-
vial asociada a la derivada parcijal respecto a xy. Bastard ver que

(812 — AL Xy - ?\'.lz X2,0,...,0) e [(3)Im

Evidentemente podemos prescindir de los términos cruzados de g;,, con lo
que podemos suponer

812 =Xy hy (x1)+ .-+ xp hy (x5)
De xg g12 €[fjj] On sesiguehy =0 (k # 1, 2). Y finalmente observemos que

(x3,0,...,0) = x; (3;)

(x3,0,...,0) = x, (3,)
2) Con notaciones analogas a las anteriores, si:

Z N () e [BK)Im
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ha de ser
z A} (T}) = X ug (9x), con ug e¢C.

Y la tesis se sigue inmediatamente.

5.2.6 Consideraremos en T* (X;,,0) la base formada por la familia
(s Gelyl, j#i+1 si i#n, j£1 si i=n

5.2.7 Corolario: (X,, 0) es de graduacién negativa. Concretamente, todas las
deformaciones infinitesimales son g-homogéneas de grado — 1:

T' Xn,0) = T' (-1)

5.2.8 Corolario |1].

1) Existe una deformacion infinitesimal de (X ,, Q) tal que la fibra (fucra del
origen) es lisa.

2) Seann,, ..., n; enteros talesque nj >2y £ (n; 1)=n. Entonces exis-
te una deformacion infinitesimal de¢ (Xy,, 0) tal quc1 la fibra (fuera del origen) tie-
ne exactamente r puntos singulares, de gérmenes analiticamentc equivalentes a
(Xn;50),...,(Xp,, 0). .

Demostracion: Resulta inmediato a partir de 5.2.5. En efecto, para 1) basta
tomar A} 75 + A} v + ...+ A}, Tpy.con 7\1i # 0. Para 2) basta trasladar
(n; — 1) ejes a lo largo de otro cualquiera, etc., y finalmente alisar ¢l germen de
los no desplazados.

5.3 Deformacion semiuniversal de (X, 0)

5.3.1 Designaremos las funciones coordenadas de crm1) por u}, donde (i,j) € I3l
yu = ().

Segtin 5.2.6, identificaremos T* (X,,,0) con el subespacio de C**) definido
por

n-
uy=ui=...=u)’ =u} =0

considerando u} como la proyeccion sobre el eje 7}. Notaremos u la restriccion
de u a este subespacio.
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5.3.2 Para cada (i, j, k) e 13| escribamos
ij _ pil _ g j oqd i .
Py =Pr=ujuy +uu  uwueCly
y considercmos los idcales:

I; =0

L= [P3— P, (i,j,k,h) il € Cfu}, sin>3
Jy = I + [£j; +ulx, +uj!xj +PJ; (i,j,k)elgl] C 9, {u}
Proposicion: Con estas notaciones, el morfismo
' C{u}/lr’l — On{u}/.lr’l

inducido por la inclusion de C{u} en Oy {u} esuna deformacion de (X,,,0),para
n>2.

Demostracion: Basta extender los generadores del médulo de relaciones de
(f;;) determinados en 5.2.1, para lo cual obsérvese que

k i i ij e i k j
(% ) (g ulx +uxg o+ PP+ (x—u) (4 xg o+ u x, +
" C . .
+ PRI+ (ul +ud) (x +ukx 4ol x, + Pj!k) =0

533 Seal, =[uz,u},...,ul",u]]1 C C{u}. Considercmos

Iy = I +3)3,Cciu}
donde hemos identificado C{u}/J, conC{u}.
Andlogamente sca
Jo = Ua+33)/ 1, C Oy {u}.

Teorema: Con esas notaciones, la deformacion semiuniversal del germen
(X,,,0) de los n cjes coordenados de C para n > 2, es ¢l morfismo

mClul/l, — O {u}/J,

inducido por la inclusion de C{T} en O, {T }.
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Demostracion: En virtud de la proposicién anterior, 7 ¢s plano.

Para ver que se trata de la deformacion semiuniversal, se sigue un proceso
andlogo al de 4.3.8.

En primer lugar, de 5.3.1 se sigue que el espacio tangente ala base es T' (X,;,0).

Ln segundo lugar, veamos que la deformacion formal asociada es formal-
mente quasi-universal. En cfecto, coincide con la construida por Schlessinger en
[15], tomando

Inp=1Iy + mP

donde m designa el ideal maximal de C [[u]].

Finalmente, basta aplicar 4.3.7.

5.3.4 Obsérvese que si, atendiendo 2 4.3.3 y 5.2.7, consideramos en T'(X;,0) la
C*-accion isétropa de peso 1,y en C {u}y On |u}lagraduacion topolégica in-
ducida, la deformacion 7 dada es equivariante.

Concrelamente, los gencradores dados de /,, y de J,, verifican las condicio-
nesde 4.3.6. ~

5.3.5 A cfectos de cdlculo resultan utiles las siguicntes presentaciones de los ge-
neradores de /,

iy STE IR U
i uooou wo-w up U uleu
) _— =
Pk 1 h ™ i i - . . i [
U ~ Yy Y - Up BTy
5.3.6 Vecamos que para n = 3 y n = 4 se obtienen los resultados ya conocidos.

En efecto, paran = 3 es

TI(X;,,O) =~ (3 u = (u_!,, u"f,u?)
I =0
Jy = |fiz +udx +uf ul, fi3 +uixs +uiud, f5 + u3 x, +udui)

Paran =4,esT' (X4,0) = C®. Segiin 5.3.5,J, es engendrado por los meno-
res de orden 2 de la matriz
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uj - ul ui-ul ud-—ul u} ui

1 1 2 2 4
\ U3 —ugqg Uz —Uz U} - Uz U;- Uz

A

o equivalentemente, medjante un cambio de coordenadas, por los de la matriz

A2 Va V3 Va

Wi W3 W3 Wy

Por tanto, la base de la deformacion semiuniversal de (X4,0) es el germenen el
origen de la variedad determinantal genérica de C®, o de otro modo, ¢l del cono
sobre P! x ® en P7 (ver 7], [9]).

5.3.7 Hemos visto que para n = 2 y n=3 la base de la deformacién semiuniver-
sal de (X,,,0) es lisa: C y C? respectivamente. Para n > 4 se tiene:

Proposicién: Para n > 4, la base de la deformacion semiuniversal de (X,,,0)
es ¢l germen en el origen de C*™?) de una interseccion de conos cuadraticos, no
lisa, y de dimensiéon pura2n 3.

Demostraciéon: En [1] la dimension de dicha base sc obtiene mediante una
férmula de Deligne. De hecho, la descripcion que hemos dado permite su cédlculo
directo. En efecto, se comprueba directamente que

([Pll(j —P{lj; 2 <j< m;k,hconsecutivosen 1,2,...,j,....n ]+ 1)/, c clal
define una interseccién completa en C*("? | de codimensién (n--1) (n~ 3) =

=n? - 4n+ 3. Y mediante cdlculos laboriosos se observa que la base de la de-
formacién semiuniversal es una subvariedad de la misma dimension.
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