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Interpolacion en espacios de funciones arménicas con desarrollos asintéticos
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ABSTRACT

This article puts up the problem of finding harmonic functions on a domain /1,
which for simplicity is a disk with the origin as a boundary point, continuous
on 1), and with arbitrary asymptotic harmonic expansion.

To solve it, in the space A¢(L)) of harmonic functions on L), con-
tinuous on /) and with asymptotic harmonic expansion at 0, we define the
topology T¢: for which it is a Fréchet space. There we define the linear func-
tionals which map each function to the coefficients of its asymptotic harmonic
expansion. Let /, be the linear span of these functionals; if A denotes the
topology of uniform convergence on the compacts of A¢( D), we have that I,
is a Silva space and A coincides with the topology U, inductive limit of finite
dimensional subspaces. These relations and the Hahn-Banach theorem lead
us to solve the problem.

1. El espacio de las funciones harmonicas con desarrollo asintético

Sea D cl disco unidad abierto de R? centrado en el punto (1,0), que abreviadamente
designaremos por 1.

" . . ., 9 . s o w .
Ls sabido que dada una funcién f € C*(D), se dice que [ s arménica en D si

i) | 9() _

D) 902
dz; das

Af(z) = 0

para todo x € D.
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DEFINICION 1.1.  Diremos que una funcién arménica f en D tiene desarrollo
asintdtico en 0 a través de D, si existe una sucesion (Py(2)), n = 0,1,2,..., de
polinomios en dos variables (x,z2) = x, tal que, para cada n;

(1) f(2) = Z Py () -+ (-)(l'l:'n)l')’

m=0

es decir,

r—

reh

n
(2) lim) f(x) — E P,(z)] |z|™" = 0.
m=0
Para cada n, llamaremos resto de orden n de 1a funcién [ a la expresion

Ru(xr) = f(r)—z P(a) | je|™™.

m=0

Por (2) se tiene

(3) lim0 Ro(z)=0
zeD
para cadan =0,1,2,....

Si f tiene desarrollo asintdtico en 0 a través de 1D, lo expresaremos formalmente

por
o0

J(z) =) Pu(z).

n=0

Denotaremos por A(D) el espacio de las funciones arménicas en D con desarrollo
asintdtico en 0 a través de D.

DEFINICION 1.2. Diremos que una funcién f, arménica en D y continua en D, tiene
desarrollo asintético armdnico en 0 a través de D si:
(a) f tiene desarrollo asintético en 0 a través de D, i.c.

‘l_irr:) R.(z)=0
reD

para cada n =0,1,2,....

(b)

'

P,(:

Py(x) = app.

)=a,3 Rxz™ + a, 0 J2", paran=1,2,...
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Designaremos los armonicos Re™ e Sz por dy,1 Y dn 2, Tespectivamente.

Denotaremos por Ac(D) el espacio de las funciones arménicas en D, continuas
en 1y con desarrollo arménico en 0 a través de D), y si [ pertencce a Ac(D), lo
expresaremos formalmente por:

00
f(l") = ag0 + E a’l'l.,l.("bﬂ..] + an 2Pn,2-

n=1

Proposicién 1.1

Ll espacio Ac(D) es un subespacio propio de A(D) y del espacio Hr(D) de las
funciones arménicas en I v continuas en 1.

Demostracion. Yl espacio Ag (D) es de forma obvia un subespacio de A(D) sin mds
que considerar la solucién fundamental de la ecuacién de Laplace:

E(z)=-Llz - al,

siendo ¢ € R? tal que ja — 1] =1, a # 0.
De forma menos evidente vamos a construir una funcién v € Hr(D) tal que
u ¢ Ac(D). Sea 7 la circunferencia frontera de I; dada la funcion

J() = f(t1,t2) = |t2], parat € 7,

por la férmula de Poisson existe una funcién:

|z - 1]

. e — 12
(n u(:c):QLW/Mf(I)dI,

que ¢s armonica en 1), continua en D y coincide con f en 4.
Para nuestros propdsitos basta con que evaluemos la funcién u(zr) en el caso
particular en que 2 = (2,,0) € D, con lo que la expresién (1) queda:

(2) u(21.0) = 1‘—1(‘2—:1?1),[(2—:“)-

(1 =) o3

Si u(xz) tuviese desarrollo asintélico arménico en 0 a través de 1), existirian ag g,
13 vV ay o lales que:

(3) u(.‘l']_,il,'g) = 9,0 + (l|'|(_‘:)1.1 + (1[_2(_,")12 + ()(l.’l,‘l)l—)
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o bien

—1/2

(1) (u(z1,%2) — @00 — @11¢1,1 — @1,261,2) (2} + 23) =0,

lim
(£1,22)—(0,0)
(r1,02)ED

pero

ago = Jlﬂ]ﬂ u(x) = f(0,0) =0,
J;EI)

y si 29 = 0, la expresion (4) se convierte en:

lim0 (u(zy,0) = ay 2 )*”’1_1 =0,

) —

i.c.

(5) lim (u(a:l,O)):l:l" =a,.

ry-—0

De la expresion (2) deducimos que:

r—1(2-x 2—1=x
ayq = lim il 1])1,( Tl) =2

b

! ;=0 7?(1 — .’l‘]) Ty

lo que prueba que u(z) no admite desarrollo asintético arménico en 0 a través de D.

O

Proposicién 1.2

Ac(D) es un subespacio denso de A(D) para la topologia TCU de la conver-
gencia uniforme sobre los compactos de 1.

Demostracidn. Para cada n = 1,2, ... defininos el disco
K, = {:1: eED:|e-11<1 —2_"}.,

por lo que (K,) lorma una sucesién fundamental de compactos de D. Dados n
entero positivo y ¢ > 0, consideramos ¢l 'TCU-entorno de 0

Vi == {g € AD): sup |g(z)| < c}.

reK,
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[+
Sea f € A(D), entonces f es continua en K4+ y arménica en K.y, por lo que
aplicando la solucién del problema de Dirichlet en el disco K, 4 [3, p- 282], se tiene:

et o
(1) f(z) = Z |z — 1jF r;{fl (ak,1 cos ké + a2 sinkg), para z € K41,
k=0

siendo 7,41 el radio del disco K, 43 y ¢ la coordenada angular de z.
La serie del segundo miembro de la expresién (1) converge uniformemente a la
o

funcién f sobre los compactos de K 41, en particular sobre K,, por tanto: dado
€ > 0, existe una suma parcial Sy(z) de tal modo que

sup |f(z) — Sn(z)| < e

€K,

Ahora bien, Sn(z) es un polinomio arménico y su desarrollo asintético arménico
en 0 a través de D coincide con él. En consecuencia, dada f € A(D), para todo
TCU-entorno de 0, V,, (, existe u = Sy € Ac(D) tal que f —u € V,, ¢, con lo que la
densidad queda establecida. OO

2. Topologias sobre el espacio A (D)

Sobre el espacio A¢(D) definimos una topologia T¢ mediante la familia numerable
y creciente de seminormas (¢,), n = 0,1,2,..., donde:

tn(f) = max { sup |f(z)| + |ao | + Z lapa! + |ep2l; sup |R,,(:1:)| .
z€D €D

—— X
p=1 0<p<n

Proposicién 2.1
El espacio (Ac(D), T¢) es de Fréchet.
Demostracién. Dado que el espacio es metrizable, procedemos a probar la completi-

tud. Sea (fm), m = 1,2,..., una sucesién de Cauchy. Dado ¢ > 0 y n natural, existe
my de modo que:

(1) bn(fm = fr) < ¢ si m,m' > mg.
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De aqui deducimos que la sucesién (f,,) es de Cauchy en el espacio de Banach de las
funciones continuas en D, luego converge a una funcién f continua en D y arménica
en D por el teorema de Harnack [4, p. 258].

Por otra parte, para cada m:

o0
(2) fm(@) 0y + 3 el dpa + a3 ¢y
p=1

Por (1) tenemos:

(a) La sucesién (ag"',;)) es de Cauchy en R, luego converge a un nimero real ag g.

b) Las sucesiones (a{™ y a™) son de Cauchy en R, para cada p fijo, por lo
Pl P2

que convergen respectivamente a los nimeros ap,; y ap,2.

Para cada p fijo, 1 < p < n, definimos en D la funcién

0 siz=0
Sp(z) = [f(z) — (ao,o + Z ap1¢pa + ap,2¢p_.2)] Edi siz #0.

p=1
Ahora bien, por (2) las funciones:

0
Stm)(z) = (m) , N~ (m) (m) -
p Rp(z) = |fm(z) = | agp + > ayy dka +apy ez || 12|77
k=1

son continuas en D y por (1) la sucesién (ng)), para cada p = 1,2,...,n, es de
Cauchy en el espacio de Banach de las funciones continuas en D, y converge a la
funcién S, continua en D y por tanto:

i]_r{b Sp(z) =0,
zeD

por lo que f tiene desarrollo asint6tico arménico en 0 a través de D, y lim f,, = f.
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3. Interpolacién en A (D)

Dada una funcién f € A¢(D), su desarrollo asintético arménico viene dado por

o0
Qo+ Y Gkadra + akadka,
k=1

lo que permite definir los funcionales 6 g, 8k, ¥ 6k o para k = 1,2,... de la forma
siguiente:

(50,(), f) = o,
(bk1, f) = ag,
6k, f) = ak.

Proposicién 3.1

Los funcionales 6y, 6k,1 y 0k,2, parak = 1,2,..., son Tg-continuos.
Demostracion. Dado ¢ > 0, consideramos el T¢-entorno de 0
Ure = {f € Ac(D): t:(f) < €},

y se tiene que, para toda f € Uy, es [(0,0, /)] < ¢, con 1o que §y ¢ es T-continuo.
Dado k fijo con &k > 1, consideramos el Te-entorno de 0

Uk,e = {f € Ac(D):tk(f) < 6},

y se tiene que |ag,1]| + |ak,2| < tk([) por lo que [(6x1, )| < € ¥y [{bk.2, F)| < €, luego
0k, Y 6k2 son ambos Te-continwos. O

De manecra evidente, los funcionales 6o, 6,1 y 6k2, para k = 1,2,..., forman
un sistema linealmente independiente y engendran un subespacio I en el espacio

dual (Ac(D))'.

Por otra parte, si delinimos los Tg-entornos

Um. = {f € AC(D) B lm(f) S l/nl}a

para cada m = 1,2,..., y consideramos su conjunto polar U2, éstos engendran
subespacios que denotaremos por Ly,.
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Proposicién 3.2

Los subespacios I N Ly, para cada m = 1,2,..., son de dimensién finita.

Dermostracion. Probaremos que LNL,, contiene, a lo sumo, el subespacio engendrado
por los vectores {80,0,6p,1,05,2}, | < p < 2m+1. Supongamos que existiese un vector

n
8 =booboo+ D bjabj +bj2d;a,
i=1

conn>2m+1yb,1 #0,tal que é € E,,.

Entonces existirfa un ndmero b > 0 de tal modo que § € hUZS; sea a un nimero

real con 0 < @ < 1y A otro nimero verificando a™t? < 4 < a™+1. Determinamos
un entero positivo r de forma que:

A -, B m
j=0

Consideramos la funcién

2Y — n—(m+1) A"
(2) f(mlaxl)—%l:z + (.’L‘+¢l)r:|

donde z = 27 + iz2. Obviamente f € A(;(D) y su desarrollo asintético arménico
viene dado por

AT & o .
(3) flz) = — Y (—1Ya T b (mrnyaia-

i=0

Recordando la definicién de las seminormas ¢, dada en la scccién 2, tenemos:

m
AT
(4)  sup S (@) +laool + D lapal + lapa| = R [mn—(m+l) ”
z€D

sup -
veh (@ +ay
r
< sup |x|n.—(m+l) A_
z€D (.’l} + "’)’

< 271,—(m+l)
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puesto que, en virtud de (3), ago = @p1 = ap2 = 0 para 1 < p < m por ser
n—(m+1)>m,y

(5) sup lRp(:z:)| = sup |f(zx) Eld
z€D €D
0<p<m 0<p<m
< max {2”_('""'1)_”}
T 0<p<m
— 2n—(m+1).

De (4) y (5), obtenemos que ¢,(f) < 27~("+1) | o cquivalentemente f €

m2r~(mtD) [ v buesto que 6 € hU2, resulta
(6) {6, 1)| < mh2n-(m+1),
Por otra parte tenemos:
Ar ™ . .
M 0N = T X D amniiin |
i=

v

A" m . ]
— b1 | @~ Z |(=1)bn—(m41)+j107"|
, =
m
= ATgT(mAD) Ibn,li —Aa™" Z |bn—(m+l)+.i.1a'_jrl
j=0

m
> ATq-T(m+2) Ib'n,ll — ATa~Tq~™ Z |bn—(m+l)+j,1|
Jj=0

m
> ATq=T(m+2) |bn,1| - Z |bn_(m+1)+.7':1|
i=0

> mh2n—(m+1)

en virtud de (1).
Las desigualdades (6) y (7) son contradictorias. O

Proposicién 3.3

La topologia X induce sobre ol subespacio L una estructura de espacio de Silva.
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Demostracion. Aq(D) es un espacio de IFréchet y por tanto tonelado, luego:
- DUp D2 UsDUY

constituye un sistema fundamental de conjuntos fuertemente acotados que son
ademads absolutamente convexos, cerrados y acotados para la topologia A.

Dotamos a [, de la topologia U, limite inductlivo de los subespacios finito-
dimensionales LN Ly, param = 1,2,..., por lo que £, es un LB-espacio v, para cada
m, L NUZ, es compacto por ser cerrado y acotado en un espacio finito-dimensional,
luego o-cerrado. Aplicando el teorema de Krein-Smulian, L es o-cerrado.

Sea ahora A un subconjunto de I, cerrado y acotado para la topologia .
Entonces existe m tal que LN U2 D A. Ahora bien

=(LNUS),

LNEn 3 (Ac(D)) )y /o

luego aplicando [6, Proposicién 3], se tienc que 1 es un espacio de Silva para la
topologia A y ésta coincide con U. O
Teorema 3.1

Dada una sucesién a.rbifiraria (@0,01@m,1,@m 2), m = 1,2,..., de niimeros rcalcs,
existe una funcion f € Aq(D) tal que:

o0
f(.’l,‘) = ao0 + Z am,lﬁbm,l + (1'171,,2(/)71'1..2-
=1

Demostracion. La base algebraica {60,0,0m,1,0m 2}, m = 1,2,..., y la sucesion dada
permiten definir una forma lineal u : L — R del siguiente modo:
(u,60,0) = ao0, (o m 1) = am,1, (4, 6m,2) = am 2,
param =1,2,....
Esta forma lineal u es continua para la topologia limite inductivo U y en conse-

cuencia para A. Extendemos, por el teorema de Hlahn-Banach, v a una forma lineal
y A-continua v. Ahora bien, como

((Ac)' M) = Ac(D)(Ta),

tenemos que v € Ac(D). por lo que haciendo v = f resulta JiL = u, luego

(fa 6(),()) = anpo: (‘f 6171.,1) = 1y (f 6"1,2) = O0m 2,

param = 1,2,..., l.e. f tiene como cocficientes de su desarrollo asintético arménico
los nimeros de la sucesién dada. O



W R =

Nowp

®
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