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ABSTRACT
A mathematical model based in the principle of the less contractions is pro-
posed for the construction of velocity vector fields and forces from given
integrals. Necessary algebraic conditions for the solution of the problem are
deduced. In addition, the velocity vector field is extended in a neighbourhood
of the integrals. Applications and examples are given.

Introduccién

En el transcurso del trabajo utilizaremos las siguientes notaciones.
X - variedad diferenciable de dimension N,
(1,...,zx5) coordenadas locales en X,
Xx(X) — dlgebra de Lie de los campos vectoriales sobre X
C*°(X) - anillo de las funciones infinitamente diferenciables en X,
A(X) — dlgebra de las 1-formas sobre X.
Designaremos por medio de G y V respectivamente a un tensor simétrico y no
degenerado de signatura arbitraria y a Ja aplicaciéon

Vi x(X) X x(X) — x(X)
(U, V) —s VyV
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242 RAMIREZ AND SADOVSKAIA

que satisface las siguientes condiciones
(i) Fs R lineal coun respecto a V' y C®(X) lineal con respecto a U.
(if) VuG(V,W) =0, para U,V,W € x(X).
Todas las afirmaciones futuras las haremos en la variedad riemanniana (o pseu-
doriemanniana) (X,G) = Vn.

1. Construccién de campos vectoriales por medio del método de minimizacién
Plantearemos y solucionaremos el siguiente

Problema 1. Sean
€1,...,&m € x(X) campos vectoriales:

a=p,

1
G o = 60; =
(€ar€p) 8 { 0 asp,

a,f=1,M,
M < N.

Se pide construir ¢l campo vectorial v € x(X) que genera las ccuaciones diferenciales
z = v(z) (1.1)
y que cumple ademds la condici6n
Ea(v)=G(1,6,)=0, a=T1,M,

donde
T = m’ fa € /\(X)v éak = Gkﬂ&a(wn)'

La solucién de este problema se obticne mediante las siguientes notas preliminares.

La construccion de v € x(X) se llevard al problema de la construccién de los
campos Eprg1,...,EN

_ 1, t=mn,
G’(Eiagn) = biy =

v= ) N&; N € CP(X), (1.2)

i=AM41
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) ™)

~
il
!

]\’T
:Gr,e)= Y AL (1.3)

i=M+1
Iistudiemos el campo Vv € x(X). De (1.2) deducimos que

N

Vo(v) = Z (1;(/\i)§i + /\iVu&) .

i=AM+1
lo cual en base a la condicién (ii) se puede representar de la forma

N

Vot = Z v(Ai)&i — Z Pa(v,v)a, (1.1)

i=Af+1

donde por medio de p, (v, v) hemos designado la expresion

Po(v.1) = Vo(€a) (). (1.5)

Las ecuaciones (1.4) y (1.5) se pueden interpretar como las ecuaciones que
describen el comportamiento de cierto “sistema mecanico” con energfa cinética v%/2,
bajo la accién de [uerzas

N M
I = Z v(’\i)é‘i - Z ]7rx(va 'U)E(.n (] 6)
i=M4+1 =1
y con enltaces
G(v,€a) = Ea(v) = 0. (1.7)

Por consiguiente es posible aplicar el principio de las reacciones minimas de
Gauss [22].

Problema 2. Encontrar el

extremo(pu(7,7)),
T

bajo las condiciones
2
r

G(r,m)=1

. | (1.8)
Ea (1) =G(1,64) = 0,
donde .
T=— o] = V/G(v,®).

o]’
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Solucion. Aplicando a los lagrangianos
) .
E(x = p(‘v(T7T) + voT" + /\fcy(‘r)a
los métodos conocidos, obtenemos las igualdades

{ nr.x,n,rr.,Tm + g€ = 0,

, (1.9)
Ea.me +0-¢=0,

0, lo que es lo mismo,

P.n=20 a=1,M, (1.10)
donde By, P,. n son las siguientes matrices
2Bu,n,m = v("),. ér.x(am) + V@,n écy(an) + 20, Gom (-l 1 1)
Pa.n,m = QBrx,n.m., si n,m= .lafva

-l)rx,l\.'+1,m = I)L\',II‘L,_'\"+| = Erx.m:

N+1
n,m=1"’

Pa,N+‘l,N+] = Oa -l)u = (-Pa,n.,m.)
n=col(m,....,7™8,q), Bo = (Ban,m)-

Observacién 1.1. Si las funciones &, , € C*(X) son tales que

_ Gam
Eor,m. = )
ol

entonces la matriz B3, puede definirse como sigue

I3 ] A
Ba,n,m = Vr’?),. aa(am) + Va,,. ”'a(dn.) _|f1 l + 21/0:(711.171.-
oy

Las ecuaciones algebraicas (1.10) tienen soluciones no triviales si y sélo si las
matrices P, son degencradas, es decir,

det(l%) =0, a=1,M.

Por consiguiente las funciones v, tales que

Ve = —pal(T,T), (1.12)

deben ser raices del polinomio [24]
YV Y2 4+ Ry =0, (1.13)

donde Nel

H,=- Z Vo,
=1

Ry = (=D)N-TTIXT! v, = det P,

l Vu=u
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Consccuencia 1.1. Tienen lugar las igualdades [23]

N—1 -

: 9 (V1GI €F) _
I, = - {x.-:_v E(I;:"—_v——, 1.14

2 ¢ V1ol (114)

donde |G| = det(G).
Consecuencia 1.2. Sean 7; y 7j campos vectoriales tales que

d; = (:()I(T,-(a;1),...,T,-(J:N)) i=1,N -1
son las direcciones principales que corresponden a las raices v,,. Entonces

G(T,‘,Tj) = (_),'i . (—I'J = 61'_7'
$i Vo, — Vo, # 0.
Designaremos por medio de n; a las matrices:
ni = col(ri(z"),...,mi(z™),q) i=1,N-1.

Se puede demostrar cl siguiente

Teorema 1.1

Si las raices del polinomio (1.13) son tales que la matriz B, es no degenerada,
es decir
det (Ba‘n,m) #0, (1.15)

entonces los campos 1;, i = 1, N — 1 ticnen los componentes siguientes

SIS N
i(zF) Z Bl (1.16)

Baag oo Bapsk—1 — i€ Borkr1 oo Baan

Bang --- Bank-1—@€Banis1 ... Bann Va=Va,
donde q; se determina de las igualdades
G(r,7j) =653 4,j=L,N -1, (1.17)
G(ri:€a) =0, a=1,M, (1.18)

y ol subindice ,,—,,. significa que en la expresion dada es necesario colocar v,, en
t
lugar de v,,.
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Teorema 1.2 (Solucién del problema 1)

Supongamos que cxisten (N — M) raices diferentes del polinomio (1.13) que
satisfacen (1.15).

Fntonces los campos vectoriales Epp 41, ..., se pueden definir de la forma

E:\'H-I = Tly esea EN =TN-M; (1.19)

donde ;. € x(X) son campos con componentes dados por las [6rmulas (1.16), (1.17)
¥y (1.18).

Consecuencia 1.3. Si existen (N — M) raices diferentes del polinomio (1.13) y
(¥ — M —1) que satisfacen la condicion (1.15), entonces los campos Ear41,...,Exn=1
se construyen por medio de la formula (1.19), mientras que &y se define de las
igualdades

("'(fivfi\-') =0, 7 = W—__]’
G(EnEn) = 1.

Consccuencia 1.4. Si tiene lugar el teorema (1.2), entonces ¢l campo (1.6) se expresa
como sigue

N-M M
F= Y [vian)ri+ D My ambaba ] - (1.20)
i=1 a=1

I'n realidad, de (1.9) se tiene que

V(iné‘u(‘ru’) + Vr.fa(an,) = I(’a,n,nLT{n = _Va.(-;n,m‘rim - ﬂ o

2 o*
Por tanto )
o . 1 m __ A k13 m m,.m
[’\ a,n,mY '] T, = _V(.\z.-((’mnv )Ti - 5 qt{a v,
0, lo que es lo mismo,
" n..m — 4 Y
Aa,n,mv T = K cv(vari) = —l/a'..(r(’l),T,'),

ya que
Erx,mvm =0.
Por otro lado, como
N—AT
v = Z Ak MTis
i=1
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obtenemos
N-M
polv,v) = Ko(v,0) = - Z (’\i-l--"\If}‘.i+-’\11’a.)G(Ti»rj) =- Z ”r.V.Af+1n.
Jri=1 {

si G(7i,1;) = ;5. Colocando esta expresién en (1.6) deducimos (1.20).
Designemos por medio de @Q; los siguientes campos

M
Qi = vQipa)Ti + ANym Y Voubar  i=T,N — M. (1.21)

=1

De las igualdades

N-Af
v = Z Ait MTi,

i=1
N=-M

F=Y" Qi
i=1

podermos afirmar que si se tienen (¥ — M) particulas que se mueven con una velocidad
i = A\i+MmT; bajo la accion de fuerzas Q;, entonces los desplazamicentos del sistema
formado por estas particulas se realizan con una velocidad v = ZZ—IM v; bajo la
accion de la resultante F.

Consecuencia 1.5. Si M = N — 1 (Problema de Suslov [30]), entonces el campo
buscado £y se puede construir como se indica en la consecuencia 1.3 sin necesidad
de conocer las raices de (1.13). Ademds se tiene que

v=ANT)
N-1
, 1.22
F=0Q,=v(Ay)T + /\?\, Z Ve, Eu- ( )
a=1

Como se puede observar de (1.2) v (1.20) los campos de velocidades y fuerzas
se construyen a partir de los coeficientes A;yar, para los cuales se sabe que estin
relacionados con v por la férmula v* = Y, A2, ,,.

En el problema de Suslov, si exigimos que

I =grad U,

entlonces

p? - ,\2 =2U + h), 'U(I'I,) =),

(1.23)
Ea(l) =204, (U + ). o:=1.N -1
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De aqui cn adelante consideraremos que los campos &;,....€x dados ticnen

componentes construidos en base al proceso de ortogonalizacion de Gramm, es decir,
Vamos a SUponer que

P2 G(P,12) ... G(Pi,Pact) PF
:I: = fu(wk) = ‘ . — 1‘ >
(;(PO”PI) G(P(JHIJ(!—]) Pr‘: Vlalu—l
Pf Pk 0

(1.24)
donde T, os ¢l determinante de Gramm construido en base a los campos Py,. .., P,.
Consideraremos, ademads, que se cumple que

{ Py = grad fo,

(1.25)
P(I-: = -l-)t.v(xk) = Gknanfa,

donde (fi,..., far) son funcionalmente independientes, las cuales, para mayor co-
modidad supondremos de clase C*°(X) (aunque basta si son C"(X), r > 2).

Pasaremos al estudio de casos particulares de los resultados expucstos y a la
ilustracion de éstos en ejemplos concretos.

2. Construccién de campos v y I’ en el plano

Sea X C F2. La tnica rafz de (1.13) en tal caso se define como sigue

v=wn=-0.() -0, (&) = Lt b s, @)

donde R* = [ + fj
La condicién (1.15) toma la forma

s U2 = I+ fefulfyy = fox)]
2 £0.

\,
il

(2.2)

Bajo estas restricciones el campo ™ = & se determina mediante la férmula
(1.16):

\r)= yJzrzy = Jx\Jyy Ry 7._1
{.() [fufey = FolFyy + BY)] (2.3)

T(y) = [.ﬂnﬁry - fy(fa'r + RI/)] r1 .
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0, lo que ¢s lo mismo,

{ mi(x) = fy(fary( zj - fﬁ) + fofy(fyy — fwz))lmz 7|
T(y) = _fa(f:ry(fzf - fg%) + frfy(fyy - f:rr))“?lz [7| .

Por tanto los campos v vy [ son tales que

{j: = U](-’ﬂ,?j) = :\'lf‘y

. (2.5)
.1/ = 7;2(:‘:',:'/) = _’\1 f.‘m

Fa(.0) = 71 () RSy + M fuy = Juf) 26)

Fy(a,y) = 71 (3) Bfa + X2(fy fom = faSoy)s

donde F' = I8, + [0y, v = v19; + v20y, y se ha puesto A2 = A2R~2,
Ifacemos notar que en (2.3) en general se deben escribir dos signos. Para mayor
sencillez hemos representado los componentes del campo 7 omitiendo uno.

Fl campo F, con componentes (2.6), se obtuvo en [35] y representa la solucién
del problema de Danielli.

Aplicaremos estos resultados a los siguientes ejemplos:
i) f =2y,

i) f=1/2(2 + ky?),

iii) f=A/2(z% + ky?) — u/3(3y® — z?)z.

Solucién.

i) En este caso (2.1) y (2.2) toman la forma respectivamente
v=(2%+y)"¥% 2y
{ (Rr)? = (a® - ?)? £ 0.
Por tanto los campos 7, v y I son tales que
mi(z) = Rz
{ ni(y) =-R71y,
B =wu(x,y)= Ty,

§=w(ey)=—vd, A= ———,
: z? + y?
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2

A .
F(z,y)=m7n 7‘ Vz +y2z + A (=2)
12

A - - -
Fa(e,y) = —m 5 Va? + gy + M (-y).

liste campo se puede representar y en Ja forma (1.22)

0?2 = A? = (22 + y2)A2
{ = (o + ) .
F=0Q1=v(M)m + A2 (22 + y?)~2 - 2zygrad f,

donde grad f = y0, + z0,.
Se puede probar que si en (2.7)

A = o + a2 + ),

entonces las érbitas {zy = const} son generadas por el potencial

2 2 | 4
U=a® ;!/)Jraz(t ;.?/),

si h=a(zy)? = anf2.
ii) En el caso f = 1/2(z? + ky?), de (2.1) y (2.2) obtenemos
v=— 2l
T (@ 1 K2Ry
o (R Ry
B R

Por consiguiente de (2.5) y (2.6) se deduce que

{ v(z) = A ky

# 0.

~ -

v(y) = —Az, A= A(2? +y) 2,
A2 )
F(z)=mn ?1 Rky + A2kx
A2 )
Fy) = —m 71 Rz + Nky.

De aqui resulta que si F'=grad U y
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a) A; = a = const, entonces

k .
h=(k+1)f, Us=-g5@" +9).

a
b) Ay = —, enlonces
LY

2 2,2
a(z* +k
hehy, U=EEEY) g
(zy)?
iii) Para este ejemplo, si se cumple (2.2), entonces las érbitas dadas correspon-
den al potencial [26]

U=—-kA(2% 4+ 9y2) + p(z? + y*)? + 20z (3(1 — k)y? — 4 _: k :1:2> + Uy,

si la “constante de energia” b cumple:
h=(k+1)f+ ho.

T campo v en este caso tiene las siguientes componentices

&= Aky — 2uzy = 0y f
§ = +Az — p(e? = y?) =~ f.

3. Construccion de los campos » y F cuando X C E*
Aplicaremos los resultados expuestos mds arriba cuando dim X =3 y f es tal que
f(z,y,2) = const

es una superficic con curvatura gaussiana R y media H definidas por las férmulas

o grad f(z) A_f N (l)
H = div ———\/W = + grad f p

¢d =(grad /2 = fAf2 4 [2, AS = foot fyy + Seon
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fro Joy Jor fo
R !
fio fay fos So| (P24 S24 R
foofy £ 0

Las raices del polinomio (1.13), o lo, que es lo mismo,

vi+ Hv+ R=0,

son H 1
N Ty
NETT TS (3.1)
vy=-2+1V/HT—IR.

(2049

q
r= %(az&wyﬁ) a,,ﬁ+u.- (ayﬁwz%) £0
( fz+af:c> (afz+afy) £+u,
2 q 2 q

donde ¢ = 1,2, entonces, en base al Teorema 1.1, oblencmos que las componentes
de los campos 7, y 72 son las signientes

N — N

S _( S fr) 1( f= f_r-)
q 2 q+ay 2 aa:q‘l"azq
no=-n (L ol L(alrad)l,
f: 1 I PR I
q 5 ((?y + dz 7!/) az— + v;
3z—f£+1/, fx 1((’)wf—*'w-ozf_")
q q 2 q q
o= Hokrak) & L(akiod))
L(, [ W f2 1, f
2 (()yl_ + (‘)27!!) ? 5 aﬂ:Fy + Vi)
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b (o) &
- —a. f fz f_ fy
T,-(Z)——(], 2( y+() (I) y+V: qJ )

fz fl‘ fz f fz
(5 +05) 3(05+02) 5

donde ¢; se determina imponiendo que se cumplan (1.17) y (1.18).
Como se puede observar, de estas expresiones se deduce que

Lomi(2) + fymi(y) + f21i(2) = —qi det Py, i=1,2,

la cual se anula en base a (1.13).

Cabe hacer notar que el cdlculo de las raices de (1.13) y la construccién de
los campos 74, v, y F es, a veces, mas comodo aplicando la observacién (1.1). En
las siguientes afirmaciones utilizaremos este método. Para el caso que se analiza se
tendrd, que sila matriz (B)) definida de la forma

Joa ¥ Ui Jay Jez
e I P A A
fex Joy oz + 0
cumple
det(B)) # 0, (3.2)

obtendremos que las componentes de los campos 7 y 72 se definen por medio de las
férmulas dadas mas arriba, haciendo formalmente ¢ = 1.

Nustraremos estas afirmaciones en los siguientes ejemplos.
i) f=r+biz+byy+bsz,r=+/a2+y2+ 22,
i) f=p(z,y) - 2
donde bq,b,, b3 son parametros.
i) Para este caso las raices son las siguientes

171 = ‘,—.
2 , (3.3)
172=—L—, qZE(gradf)2=b'f+b%+b’—1+££
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Como se puede probar, la condicién (3.2) se cumple sélo para ;. Fl campo
por tanto ticne los siguientes componentes

[ ry(z) = - [qm — fq! (% + 51)] %
¢ n(y) = [q;r/—fq“ (% +bz)] % (3.4)
e =|r-L(Een)| 50 b=V

Para construir el campo 7 aplicaremos los resultados de la consecuencia 1.3.
Después de ciertos calculos se obtienc que

' T1(z) = (ybs - sz)%

{ 1a(y) = (2by — :rb;;)% (3.5)

T2(2) = (zby — ybl)%.

\

De (3.4) y (3.5) se deduce que

n(f)=0
Ari(Az + By + Cz) = (Az + By + C2) (‘1 - %) — F(Aby + Bby + Cb); 39

ni(r)=0
(3.7)
Tl(bll‘ + bzy + b3Z) = 0,

donde A, B, y C son ciertos pardmetros.
Los campos » y F por consiguiente son tales que

( r A- .
& = v(z) = |2q - (% + b1) g ! -f] FJ + (ybs — 252)%
< y = ’b‘(y) = yq - (:';/-" + bz) q_l . f] % + (Zb] - wb;;)%z- (38)
‘ z=v(z)= :zq - (E + b;,) q‘l f] % + (:z:b2 - ybl),\T; ,

donde v = 0,0y + vody + v30;,

F=Q1+Qx,
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donde ‘
v
Q1= v(A2)my — Tq‘& ) (3.9)
M)’
Q2 = v(Ag)r2 — %El ; (3.10)
srad ofr 41 Juuy) +b3)
£ = “1: / _ ('/’q ") o, + (”/’q %) 5, + (z/rq Py

Consecuencia 3.1. IXl campo Q4 coincide con el campo de Kepler no perturbado si
en (3.6) se cumple que

Ar+ By+(Cz=0
(3.11)

Aby + Bby + Cby = 0.

y ademads si se tiene que

{ faa=gq
(3.12)
Ma=0, [0

Iin realidad, bajo dichas condiciones se cumple que ¢l campo 7, tiene como
invariantes
S=r+bix+by+bs2
g=Axz+ By+cz=0.

Considerando (3.12) resulta que las componentes del campo (3.10) toman la forma

3

Qa(z)

Q2(y) =y
Z

Q2(z) = —-

Consecuencia 3.2. Si A3 = 0, entonces ¢l campo v tiene los siguientes invariantes

r=To
{b].’l: + boy 4 b3z = 0.

Ll campo F, en tal caso, coincide con el campo Q.
Como se interpreta mas arriba, en general, el campo I esla suma de los campos

1y Q2.
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Con respecto a la superficic f como se desprende de (3.3) es una superficie
convexa si f # 0 (ya que la curvatura gaussiana R es estrictamente positiva).

Si f = 0 entonces dicha superficie es un cono. El estudio del problema 1 en este
caso se hace en base a lo expuesto colocando f = 0 en las [6rmulas obtenidas.

Iinalmente hacemos notar que el problema sobre la construccion de v y /' en
¢l movimiento de Kepler no perturbado se estudié en particular en [27].

Pasaremos al andlisis del ejemplo ii)

ii) Si f = p(z,y) — 2, entonces la condicién (3.2) se escribe como sigue

vi(0F + ApDi + prepyy — pf,y) # 0. (3.13)

Por tanto los componentes de 7, 2 = 1,2 son los siguientes, si se cumple (3.13),
. . ]
Ti(-"-') = [l/i(/’yl"lrgl - p.zr(/)yy + Vi))] ,_

7(0) = [94(papey = pylpaz +70))] (3.14)

T
1

)
i

— [r2 ~ 2
Ti(z) = [”i + Apii + prepyy — pa:y]
donde r; son funciones tales que

P =G(r,m) =1, i=1,2, Ui = /14 pL + piu,.

Analizaremos cl caso particular

2? 4 g2
2

considerando que
1

_1+:z:2+y2'

n=-l, Dy =
Eutonces (3.13) toma la forma
~ fn 9 .
1/.,-(1/,- + 1)* £0, t=1,2.

Por tanto, es posible construir 7y y 7 en base a la consequencia 1.2

ny(z) = r2 = /(e + y2)(1 + 22 + y?)

ma(y) =
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n@)=—>, rn=Valty

x
mi(y) = ;‘I
T|(Z) = 0.

Los invariantes de eslos campos son, respectivamente, los siguientes

1) f= 1;2::',/2 -2, 1= % 2(f) =0, n() =0,
mp=“g;¢,m=zmﬂm=mrwn=u
l.os campos v y I por consiguiente tomaun la forma:
& =c(a)= %)\3 - %/\2
y=11(y) = %z\a + % Az (3.15)
z=1(z) = w2r-|;y2 Az + 0 Ag,
0, lo que es lo mismo,
L P2 = ] ; ys =0, (3.16)

N = —/—> P ;
V14 ,1/12 T

donde = cosyz - y1, y = sinyz - y1, 2 = (¥}/2) + ys,

(F=Q1+Q

M(-1)
) = v(d)T 2 ).
< Qi =) + ( ’_——]_+m2+y2> €1 (3.17)

A (=1)
Q2 = v(A3)m2 + ( T _:$2 = y2)3) &1,

\

o—1/2, . ,
doude & = (1 + 2% 4+ y*) / (205 + ydy — 02).
Sien (3.17) hacemos tender Ay — 0, entonces I coincide con @3, que es el campo

que garaniiza que los desplazamientos se realicen a lo largo de {p* = const, z =

const}.
De igual manera si A3 — 0, entonces I' — ()3, que cs el campo que garantiza

que las trayectorias scan {f = const, z/y = const}. Se puede probar que si
{'v'" =AM =1+z2+y?
h=2f =2%+y% -2z,
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entonces ¢l campo @9 es potencial, con funcién U/ = 2z + 1.

4. Construccion de los campos v y /" cuando dim X >3y M < NV — 1

Iste caso lo ilustraremos en el siguicnte ejemplo.
Sca dada en £ la hipersuperficie

]\l
f:Zak:L"i, a) <ay < - < an. (4.1)
k=1

Aplicando los resultados expuestos en el apartado 1, se exige construir los cam-
pos vy I
Solucion. Tl polinomio (1.13) en este caso toma la forma

N

2,2
Z L%k _ (4.2)

17 a
k=1 YTk

Introducimos la funcién de variable compleja
N

fo) =y M

’
z a
k=1 T ak

la cual se puede representar como sigue [17]

N-1

H (Z - I/i)

i=1

f(z) = N ,

T+

k=1
donde vy,...,vNn_7 son las raices de (4.2). Como es conocido, bajo las restricciones
indicadas con respecto a los coeficientes ay,...,an, sc tiene que

G < <ay < <---<Un_q<an. (4.3)

on base a los resultados expuestos en ¢l apartado 1 resulta que los campos

=Y (2 8, i=T,N-T 4.4
T: Z (Vi-l-an, r; ) On, ) ., , (4.4)
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donde

2 n
a,, - |
(I/i—i-a_,.,.) ; det 3) = g(u-{-ak);é()_

N

=
r;, = 2

=

k{

—

Considerando gque

2
Ty,
k]
vi+a,

(f)=)

k=1

obtenemos, en base a (1.2), que los campos construidos tienen como invariante (4.1)

v por tanto serd invariante del campo

N~1
v = Z /\i+l7'i, (-1-3)
=1

que genera, las ecuaciones

Nobo
. KTk it —
T = _— ,'+ , k=1,N.
- Vitag T

El campo F por consiguiente es tal que

N-1
I = ;

,-; © (4.6)
Qi = v(dip)Ti + M2 i,

donde &, = 1; Yo ariOk, ¢ = VX (apz)2.

Para hacer un estudio de los campos (4.5) y (4.6) es necesario obtener en forma.
implicita las raices v; que, como es conocido, no es un problema trivial.

Lin general construir v y F', cuando la dimensién de X es grande, es dificultoso
(y muchas veces imposible) debido a que no es factible encontrar las raices del
polinomio (1.13). Un caso especial se tiene cuando la cantidad de integrales dadas

es a una unidad menos que la dimensién de X, es decir, cuando M = ¥ — 1.
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5. Estudio del caso cuando M = dim X — | (Problema de Suslov)

Supongamos que cn (1.25) @ = L,V —1, es decir existen (.V — 1) funciones
fi....y n—1 funcionalmente independientes y tales que

v(fa) =0, a=1,V -1 (5.1)

Introduciendo las coordenadas

Yo = folzt,...,2"), a=1,N -1
yv = zV,
obtenemos que los campos £1,...,&Ex_; toman la forma
0 _—
= , a=1,N-1, 5.3
Eﬂ aya * ) i ( )
por tanto
0
= = =—),
! EN a'.?/.-'\r ‘
y 5
(
v=AN 57— .
dy,.\,- ({')./1)

AN = ANy, UN)

Las ecuaciones que gencera el campo v son las siguientes
5 =0
. (5.5)
y = /\N7

Designaremos por medio de g al tensor con las componentes g;;

donde @ = 1,N — 1.

N

9i; =
n,m=

oy" oy™ (9 O
, Ozt Oz dyn ' Gy™

Evidentemente el polinomio (1.13) es trivial en este caso:
-
l/i\ 1 _ 07

v por tanto

. Y- 7 .
Voo =F =v(AN)Ty = TN (—N—> ()(—V (5.6)
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Consccuencia 5.1. I es gradiente, es decir,
F =grad U, (5.7)
51y sélo ¢ se cumple que
Vup(0k) — Vo, p(v) = 204h, (5.8)

0, lo que es lo mismo, si

A% A3,
gin On 2 = g v O =2 = Okh, (5.9)
2 2
donde
Pe = grkN Y = gkx A (5.10)
T.a demostracion se tiene de las igualdades
vzli((‘)ﬂ) = (‘)k("
, , PY . , (5.11)
Vip(Ok) = Ok { gvn =~ | + 1/2(V.p(9k) = Va, p(v)).

La cquivalencia de (5.8) y (5.9) se desprende de (5.10) y (5.5), considerando
que
Vigi; = 0.

[.as ecuaciones (5.8) son compatibles si se satisfacen las condiciones

gin Vo, an — gen Vo, oy =0

LY 5.12
ay = On (%) _ (5.12)

Integrando (5.12) obtenemos A%,. Colocando luego en (5.9) (o (5.8)) obtenemos

Jrh y porlotanto k. De (5.11) finalmente se deduce que el potencial U es la siguiente
funcién |

_ o2 ) i

U= 5 gNN AN —h(y1,-. - yn=1)- (5.13)

De estas [6rmulas se desprende que en el problema de Suslov [30], ¢l potencial U se

construye si es conocido ¢l tensor g para el cual existen soluciones de (5.12). Este

hecho es de interés, ya que, si se tiene cierto sistema mecdnico con “energia cinética

(1/2)g(v.%)” dada, es posible construir localmente un campo de fuerzas potencial con
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[uncién potencial dada por la formula 5.13 (en base al teorema de enderezamiento
de campos vectoriales, localmente siempre existen (N — 1) integrales).
Tlustraremos esta alirmaciones en los siguientes ejemplos.
i) Construir ¢l potencial (5.13) si el tensor g viene dado por

. 0 . h
2u3 (y3)®
1 Y2
qg)=1gi;) = 0 ——
(9) = (903 2(y3)? (43)°
n % Yty
(s)* () 243
Solucién. Las ecuaciones (5.9) toman la forma,
v v 03(A3) + 95 (0 + 0 +43) 01 (A]) = 201
y3 1 05(A3) + 55 (vl + 18 + y4) 01 (AR) = 20uh, (5.14)

0= (');JL.
Integrando (5.12) se puede probar que las siguientes funciones las satisfacen
2 2 _ .4
D= D)o (LEBE)
Y3
Colocando lucgo a) y b) en (5.14), (5.13) obtenemos
a)h=yi+y3, U=yi+Uo
w2 L2 1 ad 2 4 .2 .4
b) h = hg, r=4 + "124+ LA (yl t yé yd) + Uy
4y3 Ys

Si realizamos la transformacién

1 = TyL3 = &2

Y2 = X223 = Y2

Ys =23 = 2,

donde (21,22, %3) son coordenadas cartesianas, entonces las soluciones a) y b) toman
la forma
. /\2 _ 4 h = 2 2 U= 1 .
a) A3 = 2", » = (22)° + (2y)%, =2+

2 2 2 2 _ B B ST NV R S LT
b) A3 = (=" + y* — 2°), h = hg, U=(2*+y+ 2°)p(x® + y* — 2°) + vp.

Este 1iltimo potencial fue obtenido en [15], saliendo de las érbitas biparamétricas

£z = ¢y, Yz = ¢3.

Finalmente hacemos notar que en la demostracion de las afirimaciones dadas més

arriba no hemos utilizado la signatura del tensor g, por tanto los resultados expuestos

(al igual que los obtenidos en los apartados anteriores) pueden ser extendidos a los
espacios pscudoriemannianos.
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EiemrLro.

ii) Dado en el espacio de Minkovski la familia de érbitas triparamétricas

Y z
— =y, — = Cy,

£
— =y,
uw w w

construir ¢l potencial de fuerzas (5.13).
Por medio de la transformacion

T z

h=—, Ys = —,
w ]
/)

Yo = —, Ya = w,
w

obtenemos que el tensor g toma. la forma

vi 0 0 2yay)

0 Ya 0 2y1 92
(9:5) = —1/2

0 0 y3 2y4ys

2uy1 2yay2 2ys i+ ys+yi-1

De las ecuaciones correspondientes se obtienen las siguientes soluciones

a) A3 = @*(ga), h= /!144 d((ga4))y U = —¢*(944/2) 944 + h.

b) A2 = —yagaa, h=ho, U= —(ga4)? 224- + Up.

Hacemos

notar que este ejemplo fue analizado en [29], aplicando el método de
Suslov.

Por la importancia que tiene el caso dimX = 3, M = 2, estudiarecmos el
problema plantcado en forma detallada en cl siguiente apartado.

6. Construccién de los campos vy fcuando N =3, M =2

En base a la consecuencia 1.2 los campos 7 y v se definen por las [6rmulas
Ti(z) = &2(y)é(2) — &2(2)€(y)
Ti(y) = §(2)61(2) — £(2)&i (=) (6.1)
Ti(z) = &i(y)2(2) — &ulx)6a(y),
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v = /\3T1 . (62)
Designando por medio de 7, ¥, f_.l, E_; los vectores:
7 = col(11(2), ma(y), 1 (2)), 7 = col(v(z), v(y),v(2)),..., etc.,

obtenemos de (6.1) y (6.2) que

T = EI X gl ’
{ [ . __] (6.3)
v= /\[Eg X 51]
En estas notaciones la formula (5.11) toma la forma
7 = grad(v?/2) + [ X rot 7], (6.4)

donde [X] es el producto vectorial
grad (v2/2) = col (('),,(172 /2), 8, (v2 [2), 0(v? /2)) :
Iln base a las identidades

rot [@ x ] = {a,b) + div(B)d@ — (diva)§

. 3 ) ] 3 ] ) 3 ] ) )
{a,b} = col (Z b djal — a?9;bt, Y b 05a* — af 9;07, )b 0j0° - a’é)jb3> :

i=1 j=1 j=1
(6.5)
(6.4) se puede representar en la forma
) 2
F=n(Mp)f + 8 Y (- divid) + A0 ) = F (6.6)
a=l

donde A;, Ay y Ay son ciertas funciones:

{51—7_5'2} = Mgy + Asbs + Ar.

Iis interesante comparar (6.6) con la [6rmula (1.22), (1.14) de las cuales sc desprende
que ambas coinciden si

{ Vo, = "divfu + Aa

Vo, = —Ag, a=1,2



Construccion de campos vectoriales 265

Considerando (1.24), (1.25) y designando por A en (6.3) a la expresién

As
\/ (gr_;;cl f,)2 (gr?,d f2)2 - (gr.?..d 11 - grad 12)2

se oblienen las siguicntes formulas para vy F [26]

9

(7= A [g,rad i x grad fg]

= o (\2/9Y 2 _ )2 - ad fo rad -
J 7= F=n(X/2)7 - [gmdf] X grad f_] X {gl 1d fl,gradfz} 6.7)

9
— Z div (/\ g;r_:'ld fc,,) . gr_'r;,d fa-
a=1

\

En esta Gltima igualdad hemos aplicado la identidad (6.3) que en este caso se
escribe como sigue

ot = A {gr_'(;d f],gr—'.;d f'z} + div (/\ gr_é,d fg) -gr_eid fi — div (/\ gr-;l,dfl) . gr_':id I’y
(6.8)

Consecuencia 6.1. El campo (6.3) es dindmico gradiente [26] si y s6lo si

{gr—z;,d f1.grad f2} = Ay grad fi + A, grad fo. (6.9)

La validez de esta afirmacién se obtiene colocando (6.9) en (6.8) y observando
que bajo estas condiciones se cumple que

- rot=0.
Consecuencia 6.2. El campo F es gradiente si y sélo si se cumple que
[Z x rot 7] = —2grad h. (6.10)

La demostracidn se logra de la consecuencia 5.1, considerando que en este caso
(5.8) coincide con (6.10).
El comportamicnto de los campos » para los cuales, junto con (6.10), se cumple
que
div (¥) =0,
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fue analizado en [1].
Nustraremos estas afirmaciones en los siguientes ¢jemplos.
i) fi=z2, fi=yz
i) /)
i) f1 = z/z, fo = 2% + ¢,

2 + 9% + 22, [ = Az? 4 By’ 4+ C2?; siendo A, B,y C pardmetros.

Las soluciones las daremos sin detalles y se obticnen de (6.7), y de las conse-

cuencias 6.2 y 5.1.
i) v=—A(z20; + yzdy + 220,,.),
DA=1L,h=1/2(fF+ ). U = 2"/2+ Up.

D A=z +y2—22) /2, h =ho, U = (2% + 92 + 2H)e(2? + y* — 22) 4 Up.

ii) En este caso, si designamos por medio de s a Ja variable:

ds* = (xyz)*di?,

y suponemos que A = 1, entonces las ecuaciones que genera el campo v son las

siguientes
' =afr, a=08-C,
y' = B/y, B=C-A,
7' =1q/z, v=4-B,

donde 2’ = dz /ds.
Por tanto

h=hy, U= (%)2 + (%)2 + (%)2 + Vo,

y ademds se tiene que
z? = 208 + z}

y? = 20s + 4}

2% = 2ys + 2.

Si se cumple que las condiciones iniciales satisfacen la igualdad

2 2 2
(@+@+@>=0
a B 9

entlonces las soluciones (6.11) se expresan como sigue
z? = 20p(t) + 23
y® = 28p(t) + v
2% = 2yp(1) + 23,

(6.11)
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donde ¢(1) es la funcién de Weirstrass:

d 2
[a ‘;)(1.)] = A(p— 01)(p — &)(p — €3)

.'1,'2 12 22 .
fotly+ly==2400 125 4
a B 7

iii) Ln este ¢jemplo se tiene que

T 2 2
[Z"X rot 1';'] = C,()l (2.’[,' - (ﬂ) .« — ,2!/ + (i) . yvz + z (E) ) :
T z xr T

si A =z, donde
21
v =yl —x0y + 7/ 0,.

Por consiguiente

_Er+d)

h=f(2+) vy U= 5

Resumen. En los apartados 1-6 se construyen los campos v y F' por medio del
método de minimizacion.

Observacion. Sobre el problema de construccién de campos de fuerzas.

El aiio 1890 en su tesis doctoral “O siloboi funsi, dopuskaiushi dannie shasnie
integrali” (Sobre las funciones potenciales que permiten la existencia de integrales
parciales dadas) [30] el cientifico ruso G. K. Suslov introdujo el concepto de “prob-
lema inverso de la dindmica”, por medio del cual él entiende la construccién de
campos de fuerza en base a integrales parciales dadas (trayectorias) o propiedades
de los movimientos.

Bajo este enfoque fue, posiblemente, Newton el primero que planteé y soluciond
un problema inverso, cuando construyé el campo de {uerzas potenciales bajo accién
de las cudles los planetas se mueven en correspondencia con las leyes de Kepler.

Bertrand, incentivado por los resultados de Newton, resolvié el siguiente prob-
lema: “Conociendo que los planetas se desplazan a lo largo de cdnicas, se exige cons-
truir los componentes de las fuerzas como funciones del punto” [2]. La solucién que
obtuvo la enuncié como sigue “La fuerza puede ser dirigida hacia un centro inmévil
y actuar en forma proporcional a la distancia o en forma inversa a su cuadrado”.

Posteriormente Darboux [8] e Imshenieski [14] lograron generalizar y puntualizar
los resultados de Newton y Bertrand.
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En 1890, N. E. Jouovski, aplicando métodos geométricos construyé el potencial
de fuerza para sistemas mecdnicos con dos y tres grados de libertad [15], saliendo de
traycclorias dadas en el plano o en el espacio (en este 1dltimoe caso como interseccién
de superficies).

Fl problema mas fundamental fue planteado en el siglo pasado por G. K. Suslov
“Construir ¢l potencial de luerzas de tal manera que para condiciones iniciales ar-
bitrarias se puedan escoger las velocidades iniciales en forma adecuada para que los
movimientos siguicntes se realicen de acuerdo a integrales parciales dadas”.

Suslov dedujo un sistema de ecuaciones en derivadas parciales con respecto al
potencial, para el caso en que la cantidad de integrales parciales dadas es una unidad
menor que los grados de libertad del sistema mecénico.

De todos los trabajos realizados en este campo el siglo pasado, sélo son de
conocimiento general de los especialistas los resultados de Jouovski y Dainelli (1880)
gracias a que ellos son citados en la monografia de Whittaker [33]. ,

Los resultados de V. Szebehely y sus seguidores [31, 3, 6, 23, 16, 32, 3, 13 y
otros| junto con los del grupo de A. S. Galiullin [10, 11, 12, 19, 20, 21, 7, 28, 29 y
otros] han dado un gran desarrollo a las ideas expucstas en forma global por Suslov.

Un problema mds general, en su csencia, que el de Suslov es el planteado por
Dainelli que consiste en construir un campo de fuerzas, no obligatoriamente con-
servativo, tal que los desplazamientos de cierto sistema mecdnico bidimensional se
realizen en el plano de acuerdo a la ley

Sf(z,y) = const.

(Vedse formula (2.6)).
La generalizacién de estas ideas pueden ser realizadas en base a los resultados
expuestos en los apartados 1- 6 del presente trabajo.

7. Construccién de los campos vectoriales en un entorno de las integrales dadas

Es sabido que la cjecucién exacta de érbitas dadas es un problema técnicamente
dificil de realizar. Por este motivo es de interés el andlisis del problema relacionado
con la construcciéon de modeclos matemdticos que permitan, aunque sea cn forma
aproximada, describir ¢l comportamiento de cierto sistema mecdnico ficticio en las
cercanfas de las trayectorias dadas. Iste es ¢l objetivo del presente apartado.

Construiremos el campo vectorial v* que deberd satisfacer la condicién de que
en las érbitas dadas deberd coincidir con ¢l campo v construido en los apartados
aunteriores.
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Llamaremos a v* y v campo perturbado y no perturbado respectivamente.
Iiste problema lo estudiaremos de los siguientes puntos de vista.

Enfoque 1. Perturbando las ecuaciones que genera v.

Enfoque I1. Perturbando el polinomio (1.13)

Enfoque 1.
Supongamos que las integrales dadas son las siguieutes

Solz1,. . oyzn) = Ca, a=1M
v(fa) = 0.

Introduciendo las coordenadas

Yo = f(,r, X = l,JI
- (7.2)
Yrf+i = T M +is t=1,N -4,

obtenemos que las ecuaciones «ue genera el campo v se pueden obtlener como
restriccion de las ecuaciones que genera el campo

M N-M
vt = Z Pa aym + Z AM+i(y1,- 2 UM YM41; - - 7?/1\’)7-;‘1 (73)
a=1 i=|

donde ¢, son funciones analiticas arbitrarias de las variables

Wa = Ya — Yo (7.4)
y que cumplen la condicién
$a(0) =0, (7.5)
es decir,
Go = GWo + @2k + -+ . (7.6)

Con respecto a Ayp4q,..., Ay, utilizando su arbitrariedad, vamos a exigir que
también scan analiticas con respecto a w. De las igualdades

y(x=wa+yg, a:],,’\fl,

s8¢ (]GS[)I'GII de quce

0 0 -
Avyi = /\.-'\‘f+i(:‘/1 T Wi Ypr F WM YV ,.7/.-\')- (7.7)
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Por tanto

( /\_-‘l]-i-i = /\.\'I+i(y(]), s ?/9\1% Ynst41, ) + Z bcuwcx
\/1+, + Z bat(*/rx s

g (7.8)

O+
\bui = baily]s . Y UMty YN) = —dw_: o
Colocando (7.6), (7.8) en (7.3) obtenemos que

N-M
Z Mypimd+wli+. o=l 4, (7.9)
i=|

donde ’\U+z 7 son los campos construidos en cl apartado 1.
Hacemos notar que las funciones ¢, introducidas, con las caracteristicas ano-
tadas, s conocen cn la literatura matemdtica como funciones de Eruguin [10, 9].

IieMprLo. El campo v™:
() = (14 98) " (v, 92,88) + o + ..
v"(y2) = 97 - Ay, w2, 99) + hw + ... (7.10)
v*(yo) = biw + ...,

es el perturbado del campo v que genera las ecuaciones (3.16).

Enfoque 11
Designaremos por medio de ¢4,...,0ar las funciones de Eruguin:

bo(T) = dalw), w=fo—Co.
Plantearemos ¢l siguiente

Problema 3 (problema 2 perturbado).
Encontrar
extremo po (7, 7),

bajo las condiciones

{Tzzl
£o(T) = $a(w)y,  wWa = fu—Cas
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donde py(v,v) es el funcional definido en (1.5).
Aplicando los métodos usuales obtenemos las siguientes condiciones

{ Ba.r:.,1n T + 1/2(] éu,n =0

Ea.m T = wa(w)v
donde (B4) son las matrices introducidas en la férmula (1.9).
Utilizando la arbitrariedad de las funciones ¢, supondremos formalmente que

Oa = —qCq, (7.12)

donde €q,...,€pr son funciones de Eruguin.
De (7.11) y (7.12) obtenemos que la primera es equivalente a escribir

(7.11)

{Ka,l,1 + Vo Ku, Kama Q\ ( Tl \
Kotz Kypa+ve ... Konz2 £
=0. (7.13)
voo Ko +0o &L N
\ & N RN AT,
Por lo tanto se debe cumplir que
det(P,) + €q det B, = 0, a=1,M, (7.14)
donde P, y B, son matrices definidas en la férmula (1.11), o, lo que es lo mismo,
co,uc’,v + (Ga(l..n_l + bN_l)ug"_l + ey + Ry =0. (7.15)
Dec (7.15) se deduce que las raices v, pueden ser representadas como sigue
ve =24 vl e+, (7.16)

donde 2 es raiz del polinomio (1.13).
Colocando (7.16) en (7.15) y considerando éstas tiltimas como polinomio con
respecto a las funciones arbitrarias ¢,, obtencmos v2, v}, ... y por consiguiente v,.
Si designamos por medio de 7 los campos que corresponden a v, i = 1, N,
obtenemos, de (7.11) y (7.12) y bajo la condicién

det(B,) #0, (7.17)

que

T %) = —1/2¢; B 7
{ (%) = =1/2¢: > BE™CGntl: (7.18)

i=1,N,

donde Bg k.m son los componentes de BS!. La prueba de esta afirmacién es analoga
a la demostracién del Teorema 1.1.
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Consccuencia 7.1. Si las raices vq, ¥ Vq; son diferentes, entonces los campos 77" y TS
que les corresponden son oriogonales si se cumple (7.12).
En realidad, de (7.11) se tiene que

- L al Ll x l s x*
Ko(r5m)) 4+ v, Gl 77 ) = -5 Qi€a(T])
2 (7.19)
Ko(ri om )+ ve, Gl 1)) = —:'2- qi€a(T]).

Como

Ko(r7i, 7)) = Z Konmm ;™ = Ko(17,77),

n,m
entonces de (7.19) se deduce que
G(ri, 7'.;)(”-'1,- ~ V) = ‘lifcv("';) — qi€a(T]),
la cual, en base a (7.12) toma la forma
G(Tian;)(VOj = Va,) =0,

de donde resulta lo que se exige.

Consecuencia 7.2. Los coelicientes ¢; en (7.18) deben satisfacer las igualdades

M —_—
q; Z .B:mé-u,mfﬁ,n tep) = 0, B=1,M,i=1,N (720)
a=1

v = *y -
G(rp,m8)=1.
Introduciendo

N
vt =Y AT, (7.21)

1=1

obtenemos, de (7.18), que v* se puede respresentar como sigue

M
vt = 4 Z cWa + -, (7.22)

o=1

donde v es el campo construido en el apartado 1 tal que

=,

fa=0

y W, son campos adecuados.
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FieMPLo. Construiremos, usando ¢l enfoque 1, ¢l campo perturbado v* al campo
v del ejemplo dado en el apartado 4.
Como se puede probar en tal caso el polinomio (7.16) toma la forma

N 2,2 2 .2
, ayry L ONTN —
||(z/+a,)(a1+u+ +aN+V+€1> 0,

i=1

por tanto si

det By = [J(v +a:) #0, (7.23)
entonces se oblicne que
Nooo2.2
a., &
Z 2T 4=, =€,
n=1 v+an

0, lo que es lo mismo (véase férmula (7.16)),

(aqnwn)2 _
Z an+u°+u1c+---+c_0

de donde se deduce que

(an-'l7n)2 1 nZn 2
Al ok VRSP I _nen e =
Z W+ a, e v Z an + 1° + 0,
es decir
AnTyp
3 (0 )2 —0
v+ anp
z 2
1— 1 ndn —
v Z (an + u“) 0

Por consiguiente las raices ( 7.16) s¢ escriben de la siguiente manera

N oz 2\ !
v=2uY + Z Tn—"— - g,
: v+ an,

n=1

(7.24)

donde 10 satisface

(anzn)®
Y = 0.
v+ ay,
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Si se cumple (7.23), obtenemos de (7.18) que

9 -1
] a,r, Anly |
* _nen L _nTn 7.2!
k Z (Z (fln + Vi) ) Uan + v; On ( 5)

13 n

donde

UnTq - op
vi = V) 4 (/E(y"-}-a ) + - (7.26)

De (7.25) resulta que
T, = 1' — W+

2

donde 0 = 77|

t =0
W - i\: (an.'l:n)'2 i a,k.l?k O+ Z Qnn Z are o
l n=I (V? + an)2 k=1 ((1,,,, + v l a, + IIO ar + VO

El campo v* finalmente toma la forma

‘l)*=’0+Z("5\i”/i)(+"'
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